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Der Fortschritt der Mathematik kommt in Abhandlungen und kleineren 
Schriften zum ersten Ausdruck, in Skizzen und Bildern, die in grofen 
Linien umrissen, in breiten Flichen angelegt sind. Ihren Sammelpunkt 
bilden die dem Neuland gewidmeten Zeitschriften, deren allseitige groB- 
ziigige Ausgestaltung sonach von bedeutungsvollem LEinfluB auf den 
weiteren Fortschritt und Ausbau der Mathematischen Wissenschaften ist. 
Von hier aus ergeben sich die zusammenfassenden Darstellungen, erstreckt 
iiber gréBere neudurchforschte Gebiete, schirfer gegliedert, nach ihren 
verschiedenen Seiten klar beleuchtet, im Einzelnen bereichert und vertieft. 
Ihnen folgen die belehrenden Werke, in ausgefiihrter Form dem Ganzen 
eingeordnet, im ruhigen Licht des Tages gesehen; sie erschlieBen das 
wohlbestellte Land der allgemeinen Nutzung. 

Die Mathematischen Annalen sind die Entdeckungszeitschrift des 
Teubner’schen Verlags. Auch sie kénnen heute ein Jubilium feiern, den 
AbschluB des siebenzigsten Bandes. In der stolzen Reihe ihrer Biinde 
kommt die gesamte Entwicklung der Mathematischen Wissenschaften nahe- 
zu der letzten fiinfzig Jahre wie in keiner andern Zeitschrift zu allseitigem 
Ausdruck. Weitergreifend haben sie in enger fruchtbarer Wechselwirkung 
mit den buchhindlerischen Unternehmungen des Teubner’schen Verlags ge- 
standen und haben, wohlbedacht, sich selber jung und schaffensstark zu halten, 
immer neue Kriifte mit dem Teubner’schen Hause in Verbindung gebracht. 

Die Annalen aber verdanken dem festgefiigten, nach allen Seiten aus- 
ladenden Hause die ruhige Stetigkeit einer Entwickelung, die von ihrer 
Begriindung im Jahre 1868 bis heute fast ohne jede Stérung verlaufen 
konnte. Wie in einem starken politischen Gemeinwesen der Einzelne 
stetig und erfolgreich seine Arbeit betreiben kann, so konnte unter dem 
sicheren Schutz der kriiftigen Firma die Redaktion der Annalen ibre 











Zeitschrift allein den jeweiligen Forderungen der Wissenschaft gemib 
ausgestalten, unbeschrinkt durch schlechte, nicht gedriingt in guten Zeiten. 
Fiir diese maBvolle Zuriickhaltung, fir die Sorgfalt in der Ausfihrung, 
fiir die stete Bereitwilligkeit zu Neuerungen ist die Redaktion der Mathe- 
matischen Annalen ihrem Verlag aufs tiefste verpflichtet. Und so bringt 
sie dem Hause Teubner mit den herzlichsten Gliickwiinschen zum Jubilium 
hundertjaihrigen Bestehens aufrichtigen Dank zum Ausdruck fiir seine 
treue erfolgreiche Mitarbeit, durch welche es dieses Unternehmen, wie so 
viele andere bedeutungsvolle Aufgaben, in so reichem Ma8e geférdert hat und 
in welcher auch die beste Gewihr fiir die kiinftige Fortentwickelung liegt. 
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O. Perron. Unbestimmtheitsstellen linearer Differentialgleichungen. 1 


Uber diejenigen Integrale linearer Differentialgleichungen, welche 
sich an einer Unbestimmtheitsstelle bestimmt verhalten. 


Von 


Oskar Perron in Tiibingen. 


§ 1. 
Einleitung. 
Die Koeffizienten der Differentialgleichung 
(1) y™ + p,(a)y"— + p(x) y™—-? +--+ + pa (e)y = 0 


mégen, abgesehen von denen, die etwa identisch verschwinden, die Form 
haben 

(2) D,(@) = eh B(x), 

wo die %,(7) Funktionen bedeuten, die fiir = 0 regulir und von Null 
verschieden sind; die s, seien irgend welche ganze Zahlen. Wenn der 
Nullpunkt eine Stelle der Bestimmtheit sein soll, wenn also alle Integrale 


sich im Nullpunkt bestimmt verhalten, d. h. linear aus Integralen der 
Form 


Y= > [eo + ¢%: log x+-+-+¢,,(log xa" 
zusammengesetzt sein sollen, so mu durchweg s,>— i sein, eine Be- 
dingung, die zugleich notwendig und hinreichend ist; es ist dies der 
klassische Fall (Fuchs, Frobenius). Beim Beweis dieses Satzes verfihrt 
man bekanntlich so, daB man zuniichst fiir y eine Reihe der Form 


y — >'D,a*" in die Differentialgleichung einsetzt. Dadurch erhalt man 
v=0 

eine algebraische Gleichung zur Berechnung von g, und fiir die Koeffi- 

zienten D, eine Rekursionsformel, welche vielfach noch einige Anfangs- 

koeffizienten willkiirlich lat. Nun kann man zeigen — und das ist der 

Schwerpunkt des ganzen Beweises —-, daB die Reihe bei beliebiger Wahl 
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der willkiirlichen Anfangskoeffizienten in einem gewissen Gebiet um den 
Nullpunkt konvergiert und daher wirklich ein Integral darstellt. 

Ist dagegen der Nullpunkt eine Stelle der Unbestimmtheit, so gibt 
es im allgemeinen gar kein Integral der obigen Form. Zwar lassen sich 
ebenfalls derartige Reihen angeben, welche der Differentialgleichung formal 
gentigen; diese sind aber bei allgemeiner Wahl der willkiirlichen Anfangs- 
elemente fiir alle x divergent. Es handelt sich nun um die Frage, ob 
nicht bei passender spezieller Wahl trotzdem Konvergenz erzielt werden 
kann. Herr Helge von Koch hat diese Aufgabe unter einer speziellen 
Annahme mittels unendlicher Determinanten behandelt und zum Abschlub 
gebracht, indem es ihm gelang, alle sich bestimmt verhaltenden Integrale 
aufzufinden.*) Die besondere Annahme besteht darin, daB in der Differential- 
gleichung der Koeffizient der zweithéchsten Ableitung verschwindet. Ob- 
wohl dies zwar immer durch eine geeignete Transformation erzielt werden 
kann, so hat diese Transformation doch im allgemeinen die Eigenschaft, 
daB sie Integrale, die sich bestimmt verhalten, in solche transformiert, 
die sich unbestimmt verhalten, so dab, wenn man die Aufgabe fiir die 
transformierte Gleichung gelést hat, fiir die urspriingliche im allgemeinen 
nichts gewonnen ist. 

Ich bringe im folgenden das Problem zur vélligen Erledigung, und 
zwar auf einem ganz andern Weg, der keinerlei spezielle. Annahme er- 
fordert und, wie ich glaube, auch einfacher ist. Es handelt sich dabei 
um einen weiteren Ausbau derjenigen Methode, die ich kiirzlich auf 
Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten angewandt habe.**) 
Doch ist die gegenwiirtige Arbeit von den angefiihrten unabhingig. 


§ 2. 
Die Rekursionsformel. 
Bezeichnet man mit — e die algebraisch kleinste der Zahlen 
0, s,+1, 8, +2,-++, 8, +m, 


so ist e > 0, und die Bedingung dafiir, daB sich alle Integrale bestimmt 
verhalten, lautet einfach e=0. Da wir aber den Fall im Auge haben, 
daB der Nullpunkt eine Stelle der Unbestimmtheit ist, werden wir also 


(3) e>0 


*) ,Sur les intégrales régulitres des équations différentielles linéaires‘. Acta 
Mathematica 18 (1894). 

**) Uber lineare Differenzengleichungen“. — ,,Uber lineare Differentialgleichungen 
mit rationalen Koeffizienten*. Beides Acta Mathematica 34 (1910). 
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voraussetzen.*) Multipliziert man dann die Differentialgleichung (1) mit 
2™**, so nimmt sie die ,.Normalform“ an: 
ate) + a-1Q, (a) y—9 + 2-20, (a) y+ «+ + Qula)y = 0, 


wo nun die Q(z) am Nullpunkt reguliir sind und daselbst nicht simtlich 
verschwinden. Setzt man demgemaiB 


(4) Qn—(%) = Ayg + Aye + Apgz? +---, 
so geht die Differentialgleichung schlieBlich tiber in 


m-1 

(5) amtey) + Sat Age + Ayre + Aysa® +---)y¥9 = 0, 
i=0 

und von den Zahlen 

(6) Ago, Axo, Pre A,,-1,0 


ist dabei mindestens eine von Null verschieden. Die linke Seite der 
Gleichung (5) wollen wir der Kiirze halber mit P(y) bezeichnen. 
Setzt man 


y = >'D,2, 


v=0 
so kommt 


A, a t*y® = >'D,Aa(e +v)(9e+v—1)---(9@+v—i+ l)acrrr 


=> D,-sAiale +v—h)(9+v—h—1)---(9+v—h—i+1)aet’, 


v=h 


Folglich, indem man dies in den Differentialausdruck P(y) einfiihrt: 


(7) P( >'D,2***) =SO,hio +” +D,_f@ty—l+--: 
7 } 5 


+ Dof,,(9))#**" ’ 
wobei 


(8) f,(e)= Aort Aire + 4s,.0(0— 1)+-+-+An_1,0(@—1)---(9—m+2) 
fir h+e, 
(9) fe) = Ag. + Are +++: + An_1,.0(@ — 1)---(@—m + 2) 
+e(9—1)---(@—m+1). 


Es ist also f(g) ein Polynom m‘* Grades von g, wahrend die andern 
f,(@) héchstens vom (m— 1)" Grad sind. LEinzelne /,(9) kénnen auch 


*) Eine Verwechslung dieser ganzen Zahl e mit der Basis der natiirlichen Loga- 
rithmen, die in der ganzen Arbeit nicht vorkommt, erscheint ausgeschlossen. 
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identisch verschwinden; jedenfalls ist aber f,(@) nicht identisch Null, weil 
die Zahlen (6) nicht alle verschwinden, Bezeichnet man den Grad von 
fo(e) mit m —j, so ist also 

(10) 1<jcm; 

nach Herrn Thomé (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. 75) heiBt j der charakteristische Index. 


Wenn y — >, a+" ein Integral der Differentialgleichung sein soll, 


v=0 

so muB die rechte Seite von (7) sich identisch auf Null reduzieren; da- 
raus ergibt sich eine Bedingungsgleichung fiir die Zahl g, sowie eine 
Rekursionsformel fiir die Koeffizienten D,. Wir wollen jedoch vorliufig 
nicht verlangen, daB y ein Integral von (5) ist; vielmehr wollen wir den 
Exponenten o@ als variabel annehmen, wobei wir ihn aber auf einen ge- 
wissen gleich niher zu bezeichnenden Variabilitiitsbereich beschrinken. 
Sodann fordern wir zuniichst nur, daB die Koeffizienten von z2¢+” auf der 
rechten Seite der Gleichung (7) von einer gewissen Stelle an, sagen wir 
fiir v > N verschwinden, wo auch die Zahl N noch genauer zu fixieren 
ist. Dadurch geht (7) tiber in: 


(11) P(>'D,2**") - Sone +» +D, fe@ety—)+--: 
v=0 v=0 


+ Dof,(9)) #*", 
und fiir die Koeffizienten D, ergibt sich die Rekursionsformel: 


(12) D,fole + ») + D,_sfile + ¥—1) +--+ Dof,(e) = 9 
(v= N,N+1, N+2,---). 

Als Variabilitatsbereich fiir die GréBe 9 wihlen wir irgend ein ganz 
im Endlichen gelegenes zweidimensionales Gebiet, welches die m — j Null- 
stellen der Funktion f,(@) saimtlich im Innern enthilt, am einfachsten 
einen Kreis von geniigend groBem Radius mit dem Nullpunkt als Mittel- 
punkt; dieses Gebiet, zu dem wir seine Begrenzung hinzurechnen, nennen 
wir 7. Die Zahl N wihlen wir dann derart, dab f,(o + v) fir y>N 
im ganzen Gebiet 7’ von Null verschieden wird. Dazu geniigt es zum 
Beispiel, wenn wir N mindestens gleich dem doppelten Radius des soeben 
genannten Kreises annehmen. Doch behalten wir uns vor, nétigenfalls 
N noch gréBer zu wihlen, wodurch ja die bis jetzt allein verlangte 
Eigenschaft, dab f,(o + v) + 0 fiir v > N ist, nicht verloren geht. 
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§ 3. 
Die Transformation der Rekursionsformel. 


Nach der soeben getroffenen Festsetzung iiber die Zahl N ist in der 
Rekursionsformel (12) der Koeffizient von D, im ganzen Gebiet 7 von 
Null verschieden. Indem man durch ihn dividiert, geht (12) tiber in 


(13) D,+4,D,_1+ 4D, 9+-:-+4,%D,=9 (v2N), 
wobei 

»  f,e+%) 
(14) "eee. CORR see: 


Die Gleichung (13) liBt die N GréBen D,, D,,---, Dy_, ganz will- 
kiirlich; die andern D, sind dann eindeutig bestimmt. Unsere Hauptfrage 
lautet nun: ,,Kann man die N willkiirlichen Gripen derart wihlen, dag 


die Reihe >" D, a+” einen von Null verschiedenen Konvergenzradius hat?“ 
v=0 

Wir werden diese Frage im nichsten Paragraphen bejahen kénnen; zur 
Vorbereitung miissen wir zunichst die Koeffizienten a”, in geeigneter 
Weise abschiitzen. Da die Funktionen Q;(z) am Nullpunkt regulir sein 
sollen, so haben die Reihen (4) samtlich einen von Null verschiedenen 
Konvergenzradius. Sei daher R eine positive Zahl, derart, daB diese 
Reihen fiir |z| << R absolut konvergieren; dabei darf fiir R jede positive 
Zahl gewahlt werden, die (beliebig wenig) kleiner ist als der kleinste 
Konvergexzradius der Reihen (4); sind alle Konvergenzradien unendlich, 
so darf R beliebig groB sein. Da die Reihen (4) dann fiir |z| = R ab- 
solut konvergieren, so ist 


M 
|A,,| < Ri? 


wo M von h nicht abhingt und auch von i unabhingig angenommen 


werden kann, weil ja i auf eine endliche Anzahl verschiedener Werte be- 
schrinkt ist. 


Nach (8) ist daher fiir vy — 1+ e: 


f,-sl@ +) SSA, s@ + 4) (@ +4—1)---(@ 44-441) 


i=0 


<spnaM™(le| + A+ myn". 


Bedeutet also P eine Zahl, die gréBer ist als alle Werte g des Gebietes 7, 
so folgt auch 
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\f,_,(e@ +4) < ani(P +A4+m)"-! 
La+1)"-" 

wo L eine vielleicht sehr groBe, aber von v, 4,0 unabhingige Zahl be- 
deutet. Dagegen wird nach (9): 
if.(e+v—e)|=—|@+v—e)(e+v—e—1)---(e+v—e—m+1) 


m—1 


< (v—A+e), 


+ SA. (0+ ¥—6)--(@+v—e-i+1)| 


i=0 
>\l@t+v—e)(o+v—e—1)---(eo+v—e—m+1)| 
_ J m(\@| +» + myn! 


> (vy —e — m — Py — PP + y+ mnt, 


Fiir geniigend groBe » wird daher 
Ife+v—e)\ >>. 
Ferner, da f,(@) vom Grad m — j ist: 
0<ke*-! <|fi(e + v)| << Ku"~!, 


wo die Zahlen k, K von v und auch wieder von g unabhingig sind. Wir 
denken uns jetzt, wenn dies nicht schon von vornherein der Fall sein 
sollte, die Zahl N so groB gewiahlt, dab fiir » > N diese letzten Un- 
gleichungen alle erfiillt sind. Es ergibt sich dann 








lq | — |&-2e+4) @+1""* a! 

(15) |%,—a| hie+) | < @ at aa (fiiry —1+e), 
| flet+»—2)|_ » 
|) | {fe 4 

(16) 1% filet) > @? 





wo G die gréBere der Zahlen x 2K bedeutet, sodaB also G von v, i, @ 
unabhiingig ist. Man beachte auch, dab G ungeiindert bleiben darf, wenn 
wir nachtriglich etwa gezwungen werden, die Zahl N noch zu vergréBern. 


Nach diesen Vorbereitungen suchen wir der Rekursionsformel (13) 
‘ die folgende Gestalt zu geben: 


D,+¢"~° ) a te OD_, 


4 (v-e—1) site (v-e—1) 
(17) | ri (D,_, +4 D,_,+ + ¢, a8 (v>N); 


+ 09-9 (D, +P D,_, +--+ +e D,) = 0 
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also, wenn zur Abkiirzung 
(18) Di+e°-9D,_ +8 D,_ te te OD, = E,_, (v=ee+1,e+2,~) 
gesetzt wird: 
(19) EB .+0°°ER | +08°°R | ot+--- +09 R= 0, (v>N). 
Zur Ubereinstimmung von (17) mit (13) ist erforderlich: 
e + e* ed a”, 


(vy—e) (v—e) (v—e—1) (v—e) (yr) 
(20) q +b 'G +b," = ay", 


(vy —e) (vy—e) (v-—e—1) (v—e¢) (v—2e+1) (ye) (), 
¢, +b, Cou1 o+-+$ OL C + b, =, ’ 
(z(v—e) (vw-—e—1) (v—e) (vr—e—2) (v—e) (¥) 

b As + b, C.-1 ++--$@., ™ Gai 


(21) yp°-9 + B°-9 oe gq” 


v—e-—lie v-e e-1 v-1 





5-9, — ag. 
Fiihrt man noch die GréBen a =1 ein, so schreiben sich die Glei- 
chungen (20) folgendermaBen: 


h 

(20a) cf-9 = a” — Sure (h=1,2,--+,e); 

i=1 
ferner die Gleichungen (21): 

Min (4, ¢) 

(21a) Oe a? SO a? (4=0,1,--,»-e—1). 

i=1 
Da dies nur fir v > N gilt, so bleiben die c, deren oberer Index kleiner 
als N —e ist, ganz willkiirlich; doch muB stets c” 0 sein. Dann lassen 
sich naimlich aus (21a), wenn man darin vy = N, 4 =0,1,---, VN—e—1 
setzt, der Reihe nach die GréBen 


(N-e) 7(N—e) (N—e) 
Oye ? Oy -e—1? sa b 


berechnen. Sodann aus (20a) auch 


(V-e) (N—e) (N—e) 
C » Cy °° 4, 


Wenn dabei c*~9 4.0 wird, so kann man nun aus (21a) fir y= N+1 


die GréBen 6 mit dem obern Index N — e + 1, sodann aus (20a) auch die c 
mit dem obern Index N—e+1 berechnen. Dieses Rekursionsverfahren 


liBt sich beliebig weit fortsetzen, sofern nur die daraus hervorgehenden ¢ 
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stets von Null verschieden ausfallen. Mit diesem Vorbehalt laBt sich also 
die Ubereinstimmung von (17) mit (13) erzielen. Wenn man dabei die 
willkiirlich gebliebenen ¢ als in 7’ reguliire Funktionen von g wihlt, so 
sieht man weiter, daB alle c”” und b” ebenfalls in 7 regulire Funktionen 
von @ werden. 

Wir wollen nun weiter beweisen, daB man bei passender Wahl der 
willktirlich gebliebenen c, d. h. also derjenigen c, deren oberer Index kleiner 
als N—e ist, es dahin bringen kann, daB im ganzen Gebiet 7’ stets 
oO O ausfallt, und daB auberdem die Ungleichungen gelten: 


‘ 9 @+1)*-*~/ 
(22) oF -4 < 4G R’- y—2m— y™- j? 
(23) &f- |>55@—e+ 1), 
(24) ev <5 (v—e+ 1y-! — (h=0,1,-+,e—1). 


Zu dem Zweck bemerken wir zunichst, daB die Ungleichung (24) 
fiir h = 0 selbstverstiindlich ist, weil definitionsgemaB c’~’=1 ist, und 
weil die Zahl G ihrer Bedeutung nach gréBer als ; gedacht werden kann. 


Wir wahlen dann die willkiirlichen Gréfen c®, CO ees, i *-» irgendwie 


als in T reguliére Funktionen von g, am einfachsten als Konstanten, doch 
mit der Einschrankung, dab 


(25) l|er-9 


€ 





> (5 + *r) (v—e+ 1y (v=e,e+1,---,N—1) 
(26) ¢ ¢- <*F(v—e + 1)- 1 (h<e;v—e,e+1,---, N—1) 


ist. Dann sind die zu beweisenden Ungleichungen fiir v < N jedenfalls 
richtig;*) ihre Allgemeingiiltigkeit beweisen wir durch vollstindige In- 
duktion. Nehmen wir also an, die Ungleichungen (23), (24) seien fiir 
kleinere Werte von vy bereits als richtig erwiesen, so folgt zunichst aus 
der letzten Gleichung (21): 





(v —e) = ay | " 
v-e | | ’ 
also, indem wir die rechte Seite nach (15) und (25) abschiitzen: 
(v—e) 1 2G? 4G* 
Lae <a 5 8G < Ry hee 


2G Re 





*) Die Ungleichung (22) fallt fiir »< N natiirlich weg, weil die or— , im (17) 
nur fiir »= N eine Bedeutung haben. 
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Demnach ist die Ungleichung (22) fiir 4 = 0 sicher zutreffend. Wir be- 
weisen ihre Allgemeingiiltigkeit bei festgehaltenem v, indem wir annehmen, 
fiir kleinere Werte von / sei sie bereits als richtig erkannt. Dann folgt 
aus (21a): 








* Min(A,e) 
| a”), | + > ofr it +4 = | 
(w=9 = 
br a < : | oe) | 


Weil hier 4< v—e ist, kénnen die ¢ bereits nach den Ungleichungen 
(23), (24) abgeschiitzt werden; ferner die ) der rechten Seite, weil ihr 
unterer Index gréBer als v — e— A ist, bereits nach (22). Dadurch er- 
gibt sich: ; 


(a—i+1)~? 





a+s-* Min (4, ¢) (a—i+ay"—'-4 8G 
ert + ry gp ae e S. S 
R’-4y™-5 P RYa~4 thm -J R- 


(27) at < = 





1 . 


Fiir 4< N—e darf der Nenner auf der rechten Seite wegen (25) 


sogar durch (si +) (A+ 1) ersetzt werden; daher kommt zuniichst 


fiir 1< N—e: 





e 
7 G+ _ 8 1 m—2 
ae G1 mi + 12G Bett) (A a 1) 
te? |< ——_____. ae 2 


1 . 
(Get Br) e+ iy 
12G*e 
_ g Gta t Rasa 
R’-4y"-) 1 8Ge 











2G7 
12G*e 
ant 2'* ates 
< i se "5 ee <4G4 RA" J ° 


Fir 14< N—e ist also (22) richtig. Fir 41> N-—e aber folgt ebenso 
aus (27): 


12G*e 

m-j-11 “Rea 1) 

ipe-? |e gato? + Rat 
v—e—A | R’-4y™-5 1 
2G 


a+s°-!-? 12G%e 
<2@ Setar (1+ wov—epa)) 











10 O. Perron. 


Daher ist Ungleichung (22) allgemein erfiillt, da wir die Zahl N von 
vornherein so groB wiihlen kénnen, dab 
12G*e 
Fw—e+y <! 
wird. Aus (20a) folgt dann fiir h =e: ° 


(28) 


e 


Cam | > a” | ->' o- e) ee | : 
i=l 
Hier diirfen aber nach dem soeben Bewiesenen die 6 der rechten Seite 
bereits nach (22) abgeschiitzt werden; ebenso die c, da ihr oberer Index 
kleiner als v —e ist, nach (24). Dadurch ergibt sich: 


ee B) 2@—e—i+1""*’ 8G ; 
[> g- Sees a8 oes ay 





i=1 


2 we, ye . 


i=] 


,f1 12G*e 1 12G*%e 
= W(G = ae ¥(G - yt) 


Daher ist auch die Ungleichung (23) erfiillt, wenn nur N so groB ge- 
wahlt worden ist, dab 

5 12G°e 

(29) R*n? < 2 sii 


wird. Endlich folgt noch aus (20a) fiir 0<h<e 


e- ” <|a)?|+ >| o- e) &-. e—i) | 


i=1 


—h+1) (vp—e—i+1)"""” 3G . 
< «© Ry m—j 4a az m—j =z (o— e—t+1)-" 


o-* 5 186" 
Rr R**,*-) 
12G*e 
<5 (6+) 
_ @—*+ 17 _ a v j-i/ Be) 
R Gaie0) (a+ Ry 


s*—s2—( N J" (a+ nee. 


<G hy™-? 








R' N—e-+1 


RN 
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Daher ist auch die Ungleichung (24) richtig, sofern nur 


N j-1 3 
(30) Gon) << 
12G*e 
(31) a <e 


ist. Wir denken uns daher die Zahl N von vornherein so groB gewahlt, 
daB auch diese letzten Forderungen noch erfiillt sind. Dann laBt sich 
das soeben Bewiesene folgendermafen aussprechen: 

Die Rekursionsformel (13) lift sich in die Gestalt (17) transformieren, 
und zwar derart, daB die Koeffizienten b, c den Ungleichungen (22), (23), 
(24) geniigen. AupBerdem sind, wie wir bereits bemerkten, die b, c in T 
regulére Funktionen von 9. 


§ 4. 
Die ausgezeichneten Loésungen der Rekursionsformel. 


Wir kehren nun zur Rekursionsformel (19) zuriick. Diese laBt die 
N — e GréBen E,, E,,--+,Ey---1 ganz wilikiirlich; wir wihlen sie irgend- 
wie als in 7 regulire Funktionen von g. Dann sind vermége (19) alle E, 
in T regulir. Durch die Substitution 


‘ _ 
(32) E, = (@E)” ? 


wo @ eine beliebige, aber im folgenden unverindert festzuhaltende Zahl 
zwischen 0 und 1 bedeutet, geht (19) iiber in 
(33) E,_,+b¢-°@RE!_,_,+09-°(@RYE,_, .t+-: 
-- + b°"9 (OR) E, =0. 
Also ist unter Beriicksichtigung von (22) 


v—e—1 
| E;_,|< > | oR) E, 
4=0 


v—e~-1 m—1-—j 





a+1 5 , 
< pee Or-'-2 Rr-e-2 | EY 
4G* SS m—-1-—jgrv-2 4 
. nme si ailiale ill 
=0 
v-—e-l1 p 
4G? ? , Omens i 
< 17 _ Sa 4 1)"-1-4 0-4 Max Ej). 
Sofie a + ) or 
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Setzt man daher 
v-e-l1 
(34) PI QA t Ip = 9,, 
=0 
so kommt 
- 4G? 1 ag 
Im’ | Max 43 
(35) EY <= (@ Ry’ PY, =. E, 


Nun la8t sich aber my, wegen j < m noch in folgender Weise abschitzen, 
wenn k irgend eine zwischen 0 und v — e — 1 gelegene Zahl bedeutet: 


v—e—l 
@+1"" te —" a 
> & 
WS ey ati 


<1 9-2 2’ a 
7 Stain 
1 


< e-t (1 + y tet gg) + or (Stetepet 't+s—,) 


vy—e 





< #-*(1+ log(k + 1)) + #+ log E>7- 
Hier kann & irgend eine ganze Zahl im Intervall von 0 bis y —e —1 
bedeuten; wahlt man fiir k speziell diejenige ganze Zahl, welche durch 
die Ungleichungen 





v—Vr+ 1>k>v-—YVv 
eindeutig bestimmt ist und welche ja fiir grobe v (v > (e+ 2)*) gewiB in 
dem verlangten Intervall liegt, so kommt 





Vr-1 +1 > 
9, <# (1 + log v) + # log Tyr ° 
Infolgedessen strebt g, fiir lim vy = oo der Null zu, sodaB von einem 


e®. Und zwar laBt sich eine 
Zahl N, angeben, derart, daB fiir v > N, dies im ganzen Gebiet 7’ statt- 
hat, da ja q, tiberhaupt nicht von dem speziellen Wert g in 7 abhingt. 


Aus (35) folgt daher fiir v > N,: 


gewissen v an jedenfalls g, kleiner ist als 


v—e—1 
| Ey_.| < Max | Ej |. 
A=0 
Daraus folgt aber ohne weiteres fiir alle v 


 onet . 
| E, | < Max | F;|. 
4=0 


Da hier die N, —e GréBen EF; auf der rechten Seite als in 7 regulire 
Funktionen von g ein gewisses Maximum nicht tiberschreiten kénnen, so 














Unbestimmtheitsstellen linearer Differentialgleichungen. 13 


ergibt sich, daB die E,’ absolut unter einer Schranke H bleiben, die so- 
wohl von »v als von der Stelle 9 des Gebietes 7 unabhingig ist. Aus (32) 
folgt dann 
H 
3 \<———- 
(36) E,)< oes 
Die Gleichung (18) suchen wir nun durch folgenden Ansatz aufzulésen: 
(37) = =p °E,_, + a Se + ” io + athe 
y=e,e+1,e+2,---. 
Es ist dann auch 
(v-e+1) (vr-e (ve 
D443 7 Bo bis Dinos +P, ME saa t Ps WE, casts 
(37 a) . yy. ©. os 


D, =p E, +p E,,, +00 E,,, 4° 


v+2 


Multipliziert man die Gleichungen (37), (37a) der Reihe nach mit 
*, F tthe es, ©, 1, und addiert sie dann, so mu8 wegen (18) auf 
der linken Seite der Wert E,_, herauskommen. Damit auch die rechte 
Seite sich auf E,_, reduziert, werden wir die py den folgenden hin- 
reichenden Bedingungen unterwerfen: 


(v—e) (v—e) 
€ "fe =1, 


gO 4. c_"""" | 
(38) 2. 


ce’? 


, 


ie 


(v—e) (y—e) (vw—e+1) (v—e) (w—1) (v) Pu 
% FG Mag HG HR th... 7%: 





Daraus lassen sich bei beliebigem vy alle Y fir 4=0, 1, 2,---+ suk- 
zessiv berechnen, weil nach (23) ja alle c”~° von Null verschieden sind. 
Wenn dann die Reihen (37) fiir v =e, e+1,e+2,--- konvergieren, so 
werden sie eine Lésung der Gleichung (18), also auch von (17), oder, was 
dasselbe sagt, von (13) darstellen. 

Um nun die Konvergenz zu beweisen, miissen wir ein zweites Glei- 
chungssystem fiir die p‘” aufstellen. Nach (18) ist 


(v—e) (v—e) _ (v—e) 
D,+¢, Bog" $@ D,_,~£,_, Po ? 
(v—e+1) (v—e+1) (v—e) 
D,.+% D, ++ +¢, | ee P; ? 
(v—e+2) (v—e+2) (v—e) 
D1. +% Dito +6 D,_.42™ v—e+2 Py ? 


Diese Gleichungen multiplizieren wir der Reihe nach mit den bei- 
geschriebenen Faktoren und addieren sie dann. Dabei wird die rechte 








| 
: 
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Seite nach (37) gleich D,_,. Eine hinreichende Bedingung dafiir, dab 
sich auch die linke Seite auf D,_, reduziert, besteht darin, daB die p°~° 
den Gleichungen geniigen: 

"2" os 1 P 

oR +e ah = =0, 

(39); . 


v—e+2) rp e) ns (vy—e) a’ 2e+A+1) _(r-2) (v—e) 
q +«.. mas OE Pines + Pans =0, 








Nun ist unschwer einzusehen, dab die Gleichungssysteme (38) und (39) 
vollig aiquivalent sind, daB also die aus (38) berechneten p” ganz von 
selbst auch das System (39) befriedigen. Man braucht zu dem Zweck 
nur beide Systeme mittels Determinanten nach p’~° aufzulésen; es kommt 
dann beidemal das gleiche Resultat heraus. Ich habe itibrigens in § 3 
meiner zitierten ersten Arbeit in den Acta Mathematica die betreffenden 
Formeln angegeben, worauf hier verwiesen sei. 

Nun folgt zuniichst aus (39), daB die p\’~° in 7 regulire Funktionen 
von @ sind. Ferner ergibt sich mit Riicksicht auf (23) 


1 2G 


40 (r-4 — 
(40) Py &-9)| So —epay 





< 2G. 





Wir beweisen nun allgemein 
1 
(41) pr? | <2GJ* (ayy *, 


wobei J eine noch zu bestimmende, von v, 4, @ unabhingige Zahl ist. In 
der Tat gilt diese Ungleichung wegen (40) sicher fiir 10. Nehmen wir 
aber an, sie gelte bereits fiir alle kleineren Werte von 4, so folgt aus 
der allgemeinen Gleichung (39) 


| e-1 


i Gtiee-s pb .. | 
aa (e— 4) 








p-oi _ 18 
P, | “+ 
e—1 oe 
= | fr t2+4—89| sGgt-*+*(a—e+ hy!) @ 
h= Max (0,¢—A) 
< Pac 
€ 


Schiitzt man die ¢ wieder nach (23) und (24) ab, so kommt: 
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|er~?| 

e-1 e 1 

> heen 2e+1)-'2Gs*-**4an *f@—1)---a—e+h+1)]° 


Max (0,¢— 
<* oo Bas. 
ag eti—et+ty 





e—h 


e-1 1 
De timet its an Fate—e40) * 
c= . 





eee 


<26 36 *Ji- e+h(Q!) ry 
= <36G? 
= 2G3(al) * Sy Ie. 
A=0O 


Die Ungleichung (41) wird daher allgemein bewiesen sein, sobald fest- 
steht, da8 


e—1 
2 
oe I~) <1 

A=0 
ist. Diese Forderung wird aber, weil die Exponenten von J alle negativ 
sind, gewiB erfiillt sein, wenn wir nur die Zahl J geniigend groB voraus- 
setzen. Es geniigt etwa fiir J die gréBte der beiden Zahlen 
e—1 6G? 

Ri 


A=0O 


1, 


zu wihlen, sodaB in der Tat J von v, A, 9 unabhingig ist. 
Hiermit ist also (41) bewiesen; aus (36) und (41) folgt aber ohne 
weiteres, daB die Reihen (37) 


(37) D,_.— 2 w°~°E,_.4, (ve get+le+2,---) 
=0 


im Gebiet 7’ absolut und gleichmiiBig konvergieren, sodaB auch die durch 
sie definierten GréBen D,_, in T reguliire Funktionen von g sind. Und 
zwar ergibt sich die seem 


H 
2 
D,_.| < — 2GJ ay * (@R)’-*+4 
°GH WI 1/J7\ 
oe ee 
"an? 
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Die letzte Summe ist eine von v und g ganz unabhingige Zahl, sodab 
man schlieBlich erhilt is 

(42) IDl<gpra | Wm GetLe+2,-, 
wo die Zahl M von v nicht abhiingt, und auch nicht von der Stelle o 
des Gebietes 7. 

Da die N—e Anfangswerte Ey, F,,---,Ey---1 in 7 regulir sein 
sollten, im tibrigen aber ganz willkiirlich sind, so kann man genau N —e 
Systeme 

E”, E®, 2% E@-e-» 


bilden, die der verlangten Rekursionsformel (19) geniigen und die im 
ganzen Gebiet 7 linear unabhiingig sind; d. h. fir keinen Wert 9 des 
Gebietes 7’ soll eine fiir alle » giiltige Gleichung 

i + 7,EY Greeny a =@ 


bestehen. Dazu braucht man niimlich nur die Anfangswerte so zu wiihlen, 
daB die Determinante 


(0) (1) (N—e—1) 
E, E, iat E, 
e 
(0) (1) (W-—e-1) 
Ey-e-1 Ey e-1 cried Ey-e-1 | 


in 7 keine Nullstelle hat, was beispielsweise dadurch geschehen kann, daB 
man sie als passende Konstanten wihlt. Setzt man dann gemaB (37) 


‘ @ _ 7 0) io er 
(43) D - > EY. ng , 
so stellen diese D‘’ nach dem Bewiesenen N—e Lisungen der Rekursions- 


formel (13) dar, welche obendrein der Ungleichung (42) geniigen. Man 
sieht leicht, daB diese ebenfalls im ganzen Gebiet 7’ linear unabhiingig 
sind. Denn es ist 


(44) Dr +g st + + CO Bs 

wenn also an irgend einer Stelle @ eine fiir alle v giiltige Gleichung 
7, D + y, DY +--+ 4+ yy ,_, DY = 0 

bestiinde, so wiirde daraus folgen 


yy EN + y, EO +--+ vy, EO = 0, 


wihrend die E® doch linear unabhiingig sind. 











im] 
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Die Rekursionsformel (13) laBt die N GréBen D,, D,,---,D 


N-1 
willktrlich; sie besitzt also N linear unabhingige Lésungen. Von diesen 
haben wir soeben bereits N — e gefunden; es fehlen also noch e Lésungen. 
Nun sind die e Lésungen der Rekursionsformel 

(45) Dy +ef-9D,_p ts +ef-9D,_, = 0 (wm getlye+2,--) 
a fortiori auch Lésungen von (17), also von (13). Sie sind von den 
vorhin gefundenen in 7’ offenbar linear unabhingig; denn wiirde sich eine 
linear aus ihnen zusammensetzen, so miiBte sich nach (44) und (45) auch 
die Null ebenso aus den EY . zusammensetzen, was jedoch wegen der 
linearen Unabhiingigkeit der E , nicht méglich ist. 

Wir brauchen demnach nur noch die e Lésungen von (45) zu unter- 
suchen. Greifen wir eine beliebige von diesen heraus und fassen einen 
bestimmten Wert von @ ins Auge, so sei » ein im folgenden fest- 
zuhaltender Index, fiir welchen D, _, + 0 ist. Dann hat man 


D,, + of-9D,_1 +-+> +4-9D,,_, = 0, 
Pras + efo—*+ DD) se + -+1™ sini 


D, - “ef oD, 1 re -+ ee oD, = 0, 


wo A ein beliebig groBer Index sei. Diese Gleichungen aiid wir 
der Reihe nach mit 


(%—¢) (%»—¢) ro ¢) 


Po ? Pr; ge.? Dye % 


und addieren sie dann. Da die Multiplikatoren p den Gleichungen (39) 
geniigen, so fallen hierbei die GréBen D, _.,,, D,,.4,°- +, D,_, heraus, 
wihrend D, _, den Koeffizienten 1 erhilt. Setzt man dann D, _, auf die 
rechte Seite, so kommt 


p> °D, + (ef —_ + g-? )D,_, free 


4—%-1 
Ae Yo—e on % —€ %— 
+ (¢ e. ~~ iy + a 2 "* tot + pa sg wee ae 5 <peg Poagh 
oder kiirzer 
e—1 
(46) > Dy = — Dyes 
i=0 
wobei 
(A+h—e-i) pr” 
(47) of) = ->¢ eae’ 
= 


Fir  ergibt sich auf Grund der Formeln (24) und (41) die Ab- 
schatzung: 


Mathematische Annalen. LXX. 2 
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é ad 1 
|o,9|< SS (ath—e—it 1p-22GI?-»*-[(a—y +h—A! 
A=0 

a 
a fiir geniigend groBe A. 


(ay) * 
Aus (46) folgt daher fiir groBe Werte von 4 


< 


o- 


1 

—~ a 
P. = | D,_,|>|D,,_.|- 
i=0 ay? 


Somit ist mindestens einer der links stehenden Summanden gréfer als 
<\D Daher 


%m—e | ° 
2 a 

@y* Lan’ 
nel ane > (3a) 


Dies besagt, daB es unbegrenzt viele Werte von 4 gibt (fiir hinreichend 
groBe 4 nimlich mindestens einen unter e aufeinander folgenden), fiir welche 


e-1 
Max | D,_,|>~|D 
i= 


(fiir groBe 4). 


1 
ay? 
(J) 
wird. Damit ist nun, weil die Rekursionsformel (13) gleichbedeutend ist 
mit (12), der Beweis des folgenden Satzes beendet: 

Die Rekursionsformel (12) hat, wenn nur N geniigend groB gewidhlt ist, 

genau N — e im ganzen Gelbiet T regulire und linear unabhiingige Lisungen, 
fiir welche 


|D,|> 


—. 
(@ Ry” 
ausfallt, wo M von v und @ nicht abhiingt. 

Ist dagegen D, fiir eine bestimmte Stelle 9 des Gebietes T eine Lisung, 
die sich nicht aus diesen N—e (fiir diese Stelle 9) linear zusammensetet, 
so gibt es unendlich viele Werte von v, fiir welche die mit der vorigen un- 
vertrigliche Ungleichung 


|D,|< 


|D,|>9"(v!)* 


besteht, wo auch g von v nicht abhingt. 
Die N — e erstgenannten und ihre linearen Zusammensetzungen nennen 
wir die ausgezeichneten Lisungen. Sie sind durch die Formel (43) gegeben. 
Dieses SchluBresultat bleibt nun auch im Fall e = 0 bestehen, so dab 
dann alle Lésungen ausgezeichnete sind. Beim Beweis fallt dann natiirlich die 





Unbestimmtheitsstellen linearer Differentialgleichungen. 19 


Transformation der Rekursionsformel weg, und die Uberlegungen, welche 
wir an die Rekursionsformel fiir F, ankntipften, lassen sich direkt auf die 
fir D, anwenden, sodaB mit der Formel (36) in diesem Fall das Endziel 
schon erreicht ist. Es ist aber dieser Fall, wie wir schon in § 2 bemerkten, 
gerade der klassische, und in der Tat wire die Ausfiihrung des soeben 
angedeuteten Beweises nur eine einfache Umgestaltung des von Herrn 
Frobenius gegebenen*). 

Wichtig ist noch folgende Bemerkung: 

Wenn o = Q, eine spesielle Stelle des Gebietes T, und D, eine zu dieser 
Stelle gehérige ausgezeichnete Lisung ist, so kann man eine im Gebiet T 
reguldre ausgezeichnete Lisung angeben, welche fiir 9 =o, mit D, su- 
sammenfallt. 

Beweis. Nach dem Bewiesenen gibt es N — e ausgezeichnete Lésungen, 
welche im ganzen Gebiet 7 linear unabhingig und regular sind; wir be- 
zeichnen sie der Deutlichkeit halber, um auch ihre Abhingigkeit von @ 
hervorzuheben, mit 


D(e), De), +++, DP). 


Da diese im ganzen Gebiet 7 linear unabhingig sind, so sind sie es ins- 
besondere auch an der Stelle g,. Da es aber an keiner Stelle mehr als 
N —e linear unabbingige ausgezeichnete Lisungen gibt, so muB sich die 
zur Stelle 9, gehérige Lésung D, linear aus ihnen zusammensetzen; also 


D,= 79D. (e) + 7,D (@) Pree > fn ae: 
Dann ist aber 


D,(@) = 7Di(@) + 7, DPQ) +++ + Pye) 
eine in 7’ regulire ausgezeichnete Lisung, welche die behauptete Higen- 
schaft hat. 
§ 5. 
Die logarithmenfreien Integrale. 
Wir kehren nun zur Differentialgleichung (5) zuriick. Wenn 


(48) y= «> D,x” 


ein Integral sein soll, so miissen die Koeffizienten D, auBer der Rekursions- 
formel (12) nach Gleichung (11) auch noch die Bedingungen 


(49) D,fo(o+v)+D,_sfi@+v—1) +--+ Dof,(e)=9 (v=0,1,---, N—1) 
*) Uber die Integration der linearen Differentialgleichungen durch Reihen‘. 


Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 76. 
Q* 
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erfillen. Daher kommt insbesondere fir v = 0: Df,(e) = 0. Denkt man 

sich aber den Exponenten g in (48) so fixiert, dab D,+ 0 ist, so folgt 

fo(e) = 0. Von jetzt an sei daher g eine Wurzel der Gleichung f,(e) = 0. 

Da jede Wurzel dem Gebiet 7 angehért, so kénnen wir die Ergebnisse 

des vorigen Paragraphen auf diesen Wert 9 anwenden. Wenn also D, eine 

nicht ausgezeichnete Lésung der Rekursionsformel (12) ist, so hat man 
1 


unendlich oft: |D,|>g"(v!)*, sodaB die Reihe (48) den Konvergenz- 
radius Null hat und daher gewiB kein Integral darstellt. 


Fiir die N—e ausgezeichneten Lésungen ist dagegen | D,| < a 
sodaB die Reihe mindestens in einem Kreis vom Radius #R konvergiert. 
Da aber # beliebig nahe bei 1 liegen darf, und da R auch nur beliebig 
wenig kleiner zu sein braucht wie der kleinste Konvergenzradius der 
Reihen (4), so besagt dies, daB der Konvergenzradius der Reihe (48) 
mindestens gleich ist dem kleinsten Konvergenzradius der Reihen (4). Mit 
andern Worten: der Konvergenzkreis von (48) reicht mindestens bis zum 
niichstgelegenen singuliren Punkt der Differentialgleichung. 

Aus diesen Uherlegungen ergibt sich nun, daB jedes Integral der 
Form (48) sich linear zusammensetzen muB aus den N — e Funktionen 


(50) ¥;= at >’ D2" —0,1,---, ¥—e= 1) 
v=1 


wo wieder mit D“’ die N —e ausgezeichneten Lésungen (fiir die betreffende 
Stelle @) bezeichnet sind. Setzt man demgemiB 


(51) Y= MoM t 19. + °° + Myc 9 y—e-1» 
so kommt 
(52) D, = 7, D+ y,D +--+ + 7y_,.,D°""”. 


Fiihrt man dies in (49) ein, so ergeben sich zur Berechnung der Koeffi- 
zienten y; die Bedingungsgleichungen 
(53) 7, + 7,40 + ry aaa =0 (v=0,1,---,N—1), 
wobei zur Abkiirzung 
(64) DPA (e+ ¥)+ DY fe+e—1) +--+ DPF@)=@, 
gesetzt ist. In (53) haben wir N lineare homogene Gleichungen fiir die 
N —e Unbekannten y,, y,,--:, 7 y_,_,- Die Matrix ihres Koeffizienten- 
systems ist 

go Gg” ay qe---» 

ie 0 ’ » “o 
(55) 


(0) ¥ (1) (N-e—1) | 
| Gye Gy ra ee Gras 
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. Bezeichnet man den Rang dieser Matrix mit r, so gibt es genau 
N—e-—r linear unabhingige Auflésungen y,, und folglich ebensoviel 
Integrale der Form (48). Wir kinnen so, indem wir fiir 9 der Reihe nach 
alle Wurzeln der algebraischen Gleichung f,(9) = 0 nehmen, séimitliche Inte- 
grale der Form (48) bestimmen. 

In der Praxis freilich wird es meist unméglich sein, den Rang der 
Matrix (55) genau festzustellen, weil die GréBen Ge von den D™ ab- 
hiingen, welche ihrerseits durch komplizierte Grenzprozesse definiert und 
praktisch nicht zu berechnen sind. Darum ist es wichtig zu bemerken 
daB man auf algebraischem Weg wenigstens eine obere Grenze fiir den 
Rang r ermitteln kann. Erginzt man nimlich die Matrix (55) zu einer 
Determinante, indem man noch e Kolonnen mit lauter Nullen anfiigt, so 
ist der Rang dieser Determinante ebenfalls r. Sie ist aber augenschein- 
lich das Produkt der beiden folgenden Determinanten 


p Dp” ... pm 

0 1 N-1 

ree (e+ 1) Re Se a if a a Pe 
| N-e-1 N-e-1 (N-—e-—1) | 

Bee: vieik monn eree ae 

| fy—1(0) fy-s(@+1)--f\(@e+N—1)| \° ’ ° | 


Wenn nun vr’ der Ravg des ersten Faktors ist, so hat bekanntlich auch 
das Produkt héchstens den Rang 7’, also ist r<r’. Diese Zahl r’ ist in 
jedem Fall unschwer zu ermitteln, und es gibt dann mindestens N—e—r’ 
Integrale der Form (48). 

Dies Resultat benutzen wir zum Beweis des folgenden speziellen Satzes: 
Satz 1. Wenn die Koeffizienten P;(x) der Differentialgleichung 
ty + P,(z)y"-9-+ Py(a)ym-9+ +--+ Py(a)y = 0 
am Nullpunkt regulér sind, so sind mindestens m —s Integrale am Null- 

Beweis. Ist 
P(x) = A, g@* + @, att + a, gat? + th) Got 0, 3,20, 


so wollen wir die Gleichung zuniichst auf die Normalform bringen. Zu 
dem Zweck multiplizieren wir sie mit 2"+*-*, wobei 
—e=Min(0, s,—s+1, s,—s+2,---,s,—s8+m). 
Dadurch kommt: 
am ey) + ™—*(q, g ahr t ited...) ylm—1) 4 gm-8(qy gae—et tres ...)yim—%) 
Hii + (Gy gam ttmte t...)y = 0, 











t | 
| 
t 
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Dies ist die Normalform; bringt man sie mit (5) zur Deckung, so erhiilt 
man 

A,,=0 fiir h<s,_,—s+m—i+e, 
also a fortiori, weil s,,_; >0 ist: 


A,,=0 firh+i<mt+e—s. 
Nach der Definition der Funktionen /,(g) in (8) und (9) ist dies aber 
gleichbedeutend mit 

f,() = 0 fir h+icm+e-—s. 
Setzt man daher in der Determinante 


fo(e) 

fie) fle+1) 

fy-1(@) fy_s(@+))---fK(@e+N-1), 
speziell g = 0, so enthalten ihre m+ e—~s ersten Zeilen lauter Nullen 
Eine von Null verschiedene Unterdeterminante kann daher hiéchstens 
N —(m-+e—=s) Zeilen haben, also ist der Rang r’'< N—(m+e—s), 


oder 
N—e—r'>m—-s. 


Da aber mindestens N—e—r’ Integrale der Form SD,2” existieren 
v=0 


miissen, so gibt es deren auch mindestens m—s. W.z. b. w. 

Natiirlich gilt Satz 1 auch, wenn man statt des Nullpunktes irgend 
eine andere im Endlichen gelegene Stelle ins Auge faBt. Weiter be- 
weisen wir 

Satz 2. Die Koeffizienten der Differentialgleichung 

Py(x)y™ + Piw)y*-9+--- + P,@)y =0 
seien in einem zusammenhingenden Bereich B regulir, und P,(x) habe in 
B nur s Nullstellen, jede ihrer Multiplizitét entsprechend gezihlt. Dann 
gibt es mindestens m — s Integrale, die im ganzen Bereich B regulir sind 

Beweis: An einer reguliiren Stelle € des Bereiches B sei 


Ni» Nex ***> Um 
ein Fundamentalsystem, sodaB jedes Integral die Form 


Y = C1, + CyMy H+ * + ln Uy 


hat, wo ¢,, ---, ¢,, Konstanten sind. Die Ordnungszahlen der Nullstellen 
von P,(x) im Bereich B seien 4,,%,,---, sodaB nach Voraussetzung 
ij tijt---=8 


ist. Nun fiihre man das allgemeine Integral y vom Punkt € aus inner- 
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halb des Bereiches B, der ja zusammenhiingend sein soll, in die erste 
Nullstelle von P,(x). Da diese von der i,“" Ordnung ist, so bleiben 
nach Satz 1 mindestens m—i, Integrale dort regulir, welche sich offenbar 
durch i, homogene lineare Relationen zwischen den Konstanten ¢, cha- 
rakterisieren lassen. Ebenso bleiben in der zweiten Nullstelle m — i, In- 
tegrale regular, welche sich also durch 4, analoge Relationen charakteri- 
sieren lassen usw. Betrachtet man schlieBlich die Integrale, deren Kon- 
stanten ¢,,---,c,, allen i, + %,+---=—s Relationen zugleich geniigen, so 
bleiben diese in sémtlichen Nullstellen, also im ganzen Bereich B regulir, 
Die genannten s Relationen lassen aber mindestens m—s der GréBen 
¢,, ++, ¢, Willkiirlich, sodaB man in der Tat mindestens m —s linear 
unabhingige Integrale erhalt, welche in B tiberall regular sind. W. z. b. w. 

Ein Spezialfall von Satz 2 ist 

Satz 3. Sind die Koeffizienten der Differentialgleichung 

Po(x)y™ + Py(z)y™—” + --- + P(w)y = 0 

ganze (rationale oder transzendente) Funktionen, und hat P,(x) nur s Null- 
stellen, so sind mindestens m —s Integrale im Endlichen iiberall regulér, 
also ganze Funktionen. 

Diesen Satz habe ich fiir den Fall, daB die P,(x) ganze rationale 
Funktionen sind, auch schon in den Acta Mathematica, in der zweiten 
der zitierten Arbeiten, sowie im Journal fiir die reine u. angew. Mathematik 
137, S. 60 bewiesen. 


§ 6. 
Die mit Logarithmen behafteten Integrale. 


Wir denken uns @g jetzt wieder im Gebiete 7 variabel. Fiir die in 
T reguliren ausgezeichneten Lésungen D® der Rekursionsformel (12) 
ist dann 


D\< a (i=0,1,--, N—e—1), 
wo M von v und g nicht abhingt. Daher sind die Reihen 
(56) Y= > Dat?” (i=0,1,--,N—e—1) 
v=0 


fiir || = 8*R und im ganzen Gebiet 7 gleichmiBig konvergent. Da 
auferdem die D" in 7 reguliire Funktionen von g sind, so sind auch die 
Reihen y; als Funktionen von g im Innern von 7’ regulir und diirfen 
beliebig oft gliedweise nach Ye differenziert werden. Man erhilt so 


a. om , 
(67) => a ->6 +()— nn > begs +-- - + D? (log 2)")a** , 
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Hieraus ersicht man, daB fiir eine in 7 regulire ausgezeichnete Lisung 
D, nicht nur die Reihe >” D,2*, sondern auch 


v=0 


aD, — aD, y a*D 
¥ —_ vy 
de ‘ "Ss de® y - 





* ww 
de® , 


fir |z|< #*R und im Innern von 7’ konvergieren.*) 
Bedeutet wieder P(y) den Diffentialausdruck des § 2, so ist nach 
(11), weil die D® der Rekursionsformel (12) geniigen, 


N-1 
(58) P(y) =>) Gx", 
v=0 
wobei wieder 
(59) GP = DPf(e+»)+ DPA@+y—U+---+ DPF). 
Daher auch, wenn 7, ---, ¥y-c-1 irgendwelche Konstanten sind: 


(60) (> vu) -> (> 7,9) ae”. 


Wenn also fiir einen bestimmten Wert von @ die y, sich derart be- 
stimmen lassen, daB 


N—e-—1 
(61) > 1G) =0 fir v=0,1,--,N—1 
‘=0 


wird, so ist > y.y; ein Integral, wie wir auch schon im vorigen Para- 
graphen sahen. 


*) Dies l48t sich auch so beweisen: Ist g, ein innerer Punkt von 7’, so kon- 
struiere man um ge, als Mittelpunkt einen Kreis, der ganz in T liegt; sein Radius 
sei a. Dann besteht in diesem Kreis eine Taylorsche Entwicklung: 


1 (dD 
D, -> i ( ie’) @ —@o)* 
k=0 @ =o 
und nach einem bekannten Satze ist 


|1 (#D 
iB (43) at | <M, 
2 = Qo 
wo M das Maximum von | D,| auf dem genannten Kreis bedeutet. Dieses ist aber, 


weil der Kreis ganz in T liegt, kleiner als —“ 


oR Daher kommt 
(‘> 


M 


: 
ie) | Sat @RY” 
woraus wieder die Konvergenz der obigen Reihen folgt. 
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Durch Differentiation der Gleichung (60) nach 0 folgt aber weiter, 
da die Reihenfolge der Differentiatonen nach x und 9 offenbar vertauscht 
werden darf: 


ay, a s N-e-1 
Sn Hs) = Be (d» v1) 
N-1 N-e-1 


->(>% oie + igs S108) a, 
i=0 


Wenn man daher ftir einen bestimmten Wert von o die y, derart be- 
stimmen kann, daB auBer den Gleichungen (61) auch noch die folgenden 
erfiillt sind: 


(62) 





(63) yt 1r 0 86 fr o—0,1,---, N—1 

Oe ~~ = y=V,1,-++,V—1, 
i=0 de 

so ist 


ebenfalls ein Integral. Die Anzahl dieser Integrale ist gleich der Anzahl 
der gemeinsamen Lésungen der Gileichungen (61), (63), also gleich 
N—e-—vr,, wenn 7, den Rang der Matrix 


Gg” g® eer o- 1) 
(0) (1) (N—e—1) 

Gy-1 Gy. aie Gyo 
agy aGy’ ag-e-») 
m Bie » Sats do 











ac? 1a? 1 aa-s- 9 
| de de ~~ de 
fiir den betreffenden Wert von g bedeutet. 
Durch nochmalige Differentiation nach @ ergibt sich aus (62): 





N-e-1 


—s 
N-1 N-e-1 


=0 

2 

=> (S759 + Pope Dre * + (log 2)? Sy, Gi) ae", 
v=0 i=0 t=0 

Wenn sich daher fiir einen bestimmten Wert von @ die y, derart wihlen 

lassen, daB auBer (61) und (63) auch noch die Gleichungen 








‘ 


a ERR 


| 
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N-e-1 ag? 


%G do? 
i=0 


(64) ~t fir v0, 1,---,N—1 


erfillt sind, so ist auch 


N—-e-1,, p® N-—e-1 
1Gt- -> (SR t+ 2log “Si az + (logz)? S¥y,D%) z+" 
i=0 i=0 
ein Integral. Die Anzahl dieser Integrale ist gleich N —e—r,, wenn r, 
der Rang derjenigen Matrix ist, welche aus dem Koeffizientensystem der 
Gleichungen (61), (63), (64) fiir den betreffenden Wert von @ gebildet ist. 
In dieser Weise kann man fortfahren, und wir wollen jetzt beweisen, 
daB man dabei immer bloB die Nullstellen von f,(@), also eine endliche 
Anzahl von Werten 9 zu priifen braucht, und daS man auf diese Art 
auch wirklich alle sich bestimmt verhaltenden Integrale erhilt. 
Zu dem Zweck sei zunichst D, irgend eine in 7 regulire ausge- 
zeichnete Lésung von (12). Dann ist 


Dfolo+v) + D,_sfi(eotv—1+---+Dif(e)=0 fir v>N 
oder kiirzer 
(65) "D,f,-,(@+4) =0 fir v>N. 
=0 


Differenziert man /mal nach g, so kommt 


(66) > > ‘Sen f'-9(e+2)=0 fir »>N, 
=0 i=0 
wo der obere Index bei dem Funktionszeichen f Differentiation bedeutet. 
Nun sei 
(67) v= >", (log x + ¢, ,(logx)t-' +---+¢,,_, loga+e,,)xet’ 
v=0 


irgend ein am Nullpunkt sich bestimmt verhaltendes Integral, sodaB also’ 
die Reihen 


G2” ¢=0,1,---,k 


»,é 
r=0 


einen von Null verschiedenen Konvergenzradius haben. Wir nehmen an, 
daB die k* Potenz des Logarithmus wirklich auftritt, sodaB nicht alle 
¢,9 Verschwinden; ferner denken wir uns den Exponenten g so fixiert, 
daB von den Zahlen 

€o,07 “oa °° *» “on 
mindestens eine von Null verschieden ist. 
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Um jetzt die Rekursionsformeln aufzufinden, welchen die c, 4 geniigen 
miissen, damit der Ausdruck y die Differentialgleichung P(y) = 0 formal 
erfillt, schreiben wir (67) in der Gestalt: 


"ii a = 
y= a>. Tt id +> e- ot vet + p tat + C, wet", 


v=0 v= 


wobei nach der Differentiation wieder der spezielle Wert 9 einzusetzen 


ist. Daher kommt 
k aia C 
P(y) =P ai? ae +) 
(68) 





Nach Formel (7) ist aber 


P(> jae" )- > Seut- (9 + A)aet”. 


Also, da auch jetzt wieder Vertauschung der Differentiationsfolge und 
gliedweise Differentiation gestattet ist: 


(fos Seve) = 3 (Seu) 


2 v=0 


“2 Dee (f,-1@ + Dae*”) 
( TF +¥ k— r fi r—i) 
=F Sud —p) aetr(log a)" f= (@ +4). 


Setzt man dies in (68) ein, so kommt endlich 


ry-S SV cx: (p _,)2**” (loga)'-" £5" (e +a) 


#=0 vw=0 A4=0 r=i 


=> dogs" - SSG eve +». 


r=0 4=0 i=0 


Damit y ein Integral der Gleichung P(y)=0 ist, muB P(y) identisch 
verschwinden; also erhilt man 


(o SDauGrerera-o (Cp; 








1 
| 
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Dies sind die gesuchten Rekursionsformeln zur Berechnung der Koef- 
fizienten c,,. Speziell fir »= 0 kommt 


Dail l-%e) =o (r=0,1,---,k), 


i=0 


oder ausfiihrlicher rae 


Coofo(@) = 
Cookfy o+ . Corfo(e) = 


coef e) + ©, ft (@) + $°:-+ Coxfo(@) = 0 


Daraus folgt, daB @ eine Wurzel der Gleichung f,(9) = 0 sein mub. 
Denn andernfalls wiirde aus der ersten dieser Gleichungen folgen ¢, , = 0, 
sodann aus der zweiten ¢,—0,---; endlich aus der letzten auch ¢ ,— 0, 
wihrend doch von den Zahlen ¢ 4, ¢,,---,¢ 9, mindestens eine von Null 
verschieden sein sollte. Von jetzt an sei daher 9 wieder eine Wurzel der 
Gleichung f,(e) = 0. 

Fiir r = 0 lautet die Gleichung (69) speziell 


> “of,-2(@ + 2) =0 (v=0,1,2,---), 
4=0 
und besagt daher, daB die c,, gewiB eine Lésung der Rekursionsformel 
(12) sein miissen, und zwar, damit die Reihe >c,  @ einen von Null 


verschiedenen Konvergenzradius hat, eine ausgezeichnete Lésung. Wir 
setzen demgemab 


(70) ¢,0= D,,o- 


Dies bezieht sich auf die bestimmte Stelle o (Nullstelle von f,(@)). Nun 
gibt es aber, wie wir am SchluB von § 4 bewiesen haben, eine in 7’ reguliire 
ausgezeichnete Lésung, welche an der bestimmten Stelle @ sich gerade mit 
D,., deckt; wir bezeichnen diese im ganzen Bereich T ‘mit D,,, soda 
D,,. jetat eush nach @ differenziert werden kann. Nach (66) ist dann, 
wenn man speziell / = 1 setzt: 


Dd ofe+ +3" “att ,-a@ + 4) =0 v>N. 


A4=0 


Andererseits besagt die Gleichung (69) fiir r= 1: 


’ 


> %,08feie +4) + >'c,,f,-ie+ 4) =0. 


4=0 i1=0 
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Subtrahiert man hiervon die vorige Gleichung, nachdem man sie mit k 
multipliziert hat, so kommt wegen ¢, , = D, ,: 


dD 
>( faa — BGe (0 + 2) = 0 ven. 
Daraus folgt, da 
aD, 4 
ede - 


eine Lésung von (12) sein mub. Da aber die Reihe Sc, , 2" einen von 
Null verschiedenen Konvergenzradius haben soll, und da von der Reihe 
aD 
>- ze x’, wie wir Seite 24 bemerkten, das gleiche gilt, so muB es eine 
ausgezeichnete Lisung sein, wozu wir aber jetzt auch die triviale Lésung 
D,= 0 fir alle » rechnen miissen. Wir setzen demgemiB 
dD, 
(71) @ .=f —— D 


ri d e v,1° 





Auch dies bezieht sich wieder auf die bestimmte Stelle 9, die wir im 
Auge haben. Wie vorbin kénnen wir aber auch jetzt eine in 7’ regulire 
ausgezeichnete Lisung angeben, die sich an dieser Stelle gerade mit D,, 
deckt. Wir bezeichnen sie dann im ganzen Bereich 7 mit D,,, so dab 
wir von D,, auch die Ableitungen nach g bilden kénnen. 

Wir zeigen jetzt, daB ganz allgemein 


- k—s\ a‘~ “Dre i=0,1,--k 
ci) un SOG (vao172..-) 
sein mub, wo D,, in 7’ regulire Grok Lésungen sind (eventuell 
D,,=0 fiir alle v), in welche nach der Differentiation der spezielle 
Wert @ einzusetzen ist. 

In der Tat ist diese Formel fiir i = 0, 1 durch (70) und (71) bereits 
bewiesen. Nimmt man aber an, sie sei richtig fir i<r(<k), so laBt 
sich zeigen, daB sie auch fiir i =r, also allgemein gilt. Zu dem Zweck 


isolieren wir in der Formel (69) von der Summe nach i den Term fir 
#=~r; dadurch ergibt sich 


, r-1 + 
Dy orl 20 +i)=-— 2 awe ‘) fee + 4). 


Auf die c,, der rechten Seite darf aber, weil «<r ist, bereits die 
Formel (72) angewandt werden, wodurch man erhiilt: 


Deut. (e+ y-- STD nee i 5 GH VP (@ +4). 














\ 
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ode 
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ee a0) C= (9). 


Dadurch geht die letzte Formel iiber in 





*» r-l1 


Devhe-wle +i) =- SYS (92) estes, 


s=0 A4=O0i=s 


oder, indem man in der inneren Summe den Summationsindex i ersetzt 
durch é + s: 


» r-—s-—1 


Daher 9=-- S029 SS (7) GEMM +o. 


4=0 =0 i=0 


Nach (66), angewandt fiir /—r—s, darf aber fiir »>N die innere 
Doppelsumme der rechten Seite ersetzt werden durch 


-> “ae oe fr-a(e + 4), 


A=0 
sodaB man erhiilt 


-#s 


Yar-e+a- SITS wif (@+i) 2M), 


A= 


oder endlich, was dasselbe ist: 


D (cu -S (=) Ti) h-e+a=0 (RN) 


4=0 s=0 


Daher muB auch 


r-1 


noes e™ v8 
eur — >) (08) Got 


s=0 


wieder eine Liésung von (12) sein fiir die betreffende Stelle g, und zwar, 
weil die Reihen 

= — a’ ~*D, P 
ae" aa 


v=0 


einen von Null verschiedenen Konvergenzradius haben, eine ausgezeichnete 
Lisung. Bezeichnen wir sie mit D,,, wobei wir D,, auch wieder als 
regulire Funktion in 7 annehmen diirfen, so ergibt sich 
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 k—s\ @~"D,, 
- 2-day" 





also gerade die Formel (72) fiir ir. Dadurch ist ihre Allgemeingiltig- 
keit bewiesen. 


Wir schreiben nun die Formel (67) in der bequemeren Gestalt 
Cs k 
y= >) De, (log zf-‘ 20+", 
v=0i=0 
und setzen fiir die c,, die in (72) berechneten Werte ein; es kommt dann: 


1 DOS CLI E aap 


->>> (i a rs Pos (log a)t~‘ ae+”, 


Hier kann aber die Summe nach i ausgewertet werden: Ersetzt man nim- 
lich ihren Summationsindex i durch i+ s, so geht sie tiber in 


$¢792 #Dn0 (log a)*-*-# ge+” 





re sista a * (Dyn ak”) 


i 


_ dg’ ae - s-i ae 8 


Setzt man dies oben ein, so kommt 


oo k 


d*—* (Dv,s ft”) 


j= de? 


v=0 s=0 
-> 25 See. 


Denn daB die Reihe > D,,,a*? gliedweise nach o differenziert werden 
darf, wurde bereits S. 23 hervorgehoben. 
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Diese letzte Formel besagt nun, dab jedes Integral, das sich im Null- 
punkt bestimmt verhiilt, linear zusammengesetet ist aus Integralen der spe- 
ziellen Form 

P=" 
AT an 


v=0 


D, 2+", 


wo D, eine in T regulire ausgezeichnete Lisung von (12) bedeutet. Das 
sind aber gerade diejenigen Integrale, welche wir zu Beginn dieses Para- 
graphen samtlich ermittelt haben, womit gezeigt ist, daB man auf diesem 
Wege in der Tat alle sich bestimmt verhaltenden Integrale findet. 
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Uber die Einfahrung der elementaren transzendenten Funktionen 
in der algebraischen Analysis. 


Von 


A. Hurwirz in Ziirich. 


In meinen Vorlesungen tiber Funktionentheorie pflege ich bei der 
Behandlung der Funktionen einer reellen Verinderlichen die Exponential- 
funktion, den Logarithmus und die allgemeine Potenz in einer von der 
gewohnlichen, auf Cauchy zuriickgehenden*), verschiedenen Weise einzu- 
fiihren. Da der von mir eingeschlagene Weg einige Vorteile bietet, 
méchte ich mir erlauben, censelben in den folgenden Zeilen kurz dar- 
zulegen. 

Nach Festlegung des Begriffes einer allgemeinen (reellen) Zahl durch 
die Cantorschen Fundamentalreihen und dem Beweise der grundlegenden 
Sitze iiber konvergente Folgen von allgemeinen Zahlen, zeige ich zu- 
naichst folgendermaBen die Existenz und Berechnung der Quadratwurzel 
aus einer positiven Zahl ¢, also die Lisbarkeit der Gleichung 

gmc. 
Es bezeichne a eine beliebig gewihlte positive Zahl. Dann besitzt die Zahl 


a, = ; (a + “) 


ein Quadrat, welches nicht kleiner als ¢ ist, wie aus der Gleichung 


1 c\? 1 e\? 
e°S5 (a+ +, i. re ¥-2 
ersichtlich ist. 
Bildet man daher, von der Zahl a ausgehend, die Zahlenreihe 
1 1 1 
(I) a or (a+), &~s (a, + a)? et eS ee (a, + <), i es 
so werden die Quadrate der Zahlen dieser Reihe simtlich > sein. 


*) Siehe A. Pringsheim, Irrationalzahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse, 
Encyklopiidie der mathematischen Wissenschaften Bd. I, S. 73. 
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Hieraus folgt, daB 
G, — Gasi =a,—3(a,+ <) -%=">0 
und also 
a 24 2,2: 
ist. Die Reihe (I) ist daher eine ,monoton abnehmende“ oder _,,ab- 
steigende“ Reihe. 
Folglich bilden die Zahlen 
(i) b= mo, es,- 
eine ,monoton zunehmende“ oder ,aufsteigende“ Reihe. Ferner ist 


e az—e 
¢,—-b,—4,—-— ~ = 29, 
d. h. 
a, >b,. 

Nach einem allgemeinen Konvergenzsatze sind demnach die beiden Zahlen- 
reihen (1) und (Il) konvergente Reihen. 

Sei g die Grenze der Reihe (I), also 

Lim a, = g. 

Dann folgt aus 
24,4, 44 — a, + ec 
durch Ubergang zur Grenze 


2 g = g +e, 
oder 
Gg =e. 
Endlich ergibt sich aus 
a,b, =e 
durch Ubergang zur Grenze 
g- Limb, =e, 
oder 
: c 
Lim 6, = =e. 


Hiermit haben wir nicht nur die Existenz einer Liésung x = g der Glei- 
chung «* = c bewiesen, sondern auch einen Weg zur Berechnung der- 
selben angegeben. DaB es nur eine Lisung g>0 — die wir mit Vc 
bezeichnen — gibt, folgt sofort aus der Tatsache, dab 

g*— 9 = (9 —9) (9 +9) 


nur fiir g’ = g verschwindet.*) 


*) Beiliufig bemerkt, 148t sich die obige Untersuchung leicht auf die Gleichung 
a ax ¢ 
verallgemeinern, unter k eine positive ganze Zahl verstanden. 


Bildet man nimlich, von einer beliebigen positiven Zahl a ausgehend, die beiden 
Reihen 
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Wenden wir beispielsweise die vorstehende Betrachtung auf c — 2 | 
an und wahlen a=1 als Ausgangszahl, so finden wir die Zahlenreihen 
a, = 1,5, a, = 1,4166---, a, —1,414215..-.,--. 

«by = 1, 33---, be LALIT---, by = 1,414211---,--. 
Es ist also (weil b, << V/2 <a,) 
1414211 < Y2 < 1,414216. 
Ich wende mich nun zu der Definition des Logarithmus. | 


Es sei x eine Zahl, die gréBer als 1 ist. Durch fortgesetztes Wurzel- 
ziehen bilden wir uns die Zahlenreihe 





(1) a,=YVz, Wy = Vy, ++) By = Voq_1y °°, 
sodaB allgemein 
(2) w= Ly_1 (n = 1,2, 3, eo) 


ist, wobei unter 2, die Zahl x zu verstehen ist. 
Aus der Voraussetzung, dab «> 1 sei, folgt, daB auch 2,,%,,... 
simtlich gréBer als 1 sind; daher ist auch 
si>2,, di £,.,>4,- 
Die Reihe (1) ist also eine absteigende Reihe, deren Glieder gréBer als 1 
bleiben. 
Folglich ist 


Lim #4, =g>1. 
Die Gleichung (2) liefert sodann durch Ubergang zur Grenze 
g=9 
und daher ist 
(3) Lim z, = 1. 


Wir beachten nun, daB aus x, >1 und aus 
(*,+1)@,—N=Hh—-1—2,_,—1 


die Beziehung 
2(a, — 1)<4,.,—1, 
oder 
(4) 2"(x, — 1) << 2"-*(a,_, — 1) 
k- k— 
es Fat Fr i? a= tga ’ 
c c 
= qi = ak-? gt’'% 


so ist die erste Reihe eine absteigende, die zweite eine aufsteigende; beide Reihen 
haben eine gemeinsame Grenze g und es ist g‘ —c. 
Das hier benutzte Iterationsverfahren ist kein anderes als das Newtonsche. Es 


ist nimlich « — im Fo e+ -£.;, wenn f(e)— at —¢ genommen wird. 


3* 
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folgt. Daher bilden die Zahlen 


(5) a—1, 2(2,—1), 2*@,—1), ---, *(@,—1), °° 
eine absteigende Reihe von positiven Zahlen. 
Ebenso folgt aus der Beziehung: 


eA) G-Dard<mG-9, 
daB die Zahlen 


: 1 
® 1-4, 1-2), MOY -2), 
eine aufsteigende Reihe bilden. 

Nehmen wir an, 2 sei eine positive Zahl, die kleiner als 1 ist, so 
wird die Reihe (1) eine aufsteigende Reihe, deren Glieder simtlich kleiner 
als 1 sind. Die Gleichung (3) bleibt bestehen, ebenso die Beziehungen 
(4) und (4’). Es gilt also folgender Satz: 

Beseichnet x eine positive, von 1 verschiedene Zahl, so besitzen die 
Zahlen 
(1) at, = Vz, ty = V2,,°°, Ly = Viqy_r,**: 


die Grenze 1, der sie sich aufsteigend oder absteigend niihern, je nachdem 
a <1 oder «>1 ist. Ferner ist die Zahlenreihe 





(5) z—1, 2(s,—1), 2%(a,—1),---, 2°(#,—1),+°- 
absteigend, dagegen die Zahlenreihe 

(6) 1—*, 2(1-<), 29(1—2),.-, *(1—Z),-- 
aufsteigend. ; > 


Wenn x = 1 ist, so werden alle Glieder der Reihe (1) ebenfalls den 
Wert 1, die Glieder der Reihen (5) und (6) aber simtlich den Wert 0 
besitzen. Das allgemeine Glied der Reihe (5) unterscheidet sich von dem 
der Reihe (6) nur durch den Faktor z,, der den Limes 1 besitzt. Daher 
haben die Reihen (5) und (6) dieselbe Grenze. Diese Grenze, welche von 
der Ausgangszahl x abhiingen wird, bezeichnen wir als den Logarithmus 
lg 2 von x. Wir definieren diese Funktion also durch die Gleichung 


‘ i eal : 9a con TY om M Qn _— 1 cs 
(7) Ig « = Lim 2"(a, — 1) Lim 2"(1 =) 


Die Funktion lg z ist hiermit fiir jeden positiven Wert von x definiert; 
der Bereich der Variabeln x ist also durch 
(8) 0<4r<+o00 
gekennzeichnet. 

Die hauptsiichlichsten Eigenschaften der Funktion lg x folgen nun 
auf die leichteste Weise aus unserer Definition. 

















Elementare transzendente Funktionen. 37 


I. Ist x von 1 verschieden, so ist jedes Glied der Reihe (6) kleiner, 
jedes Glied der Reihe (5) gréBer als die Grenze dieser Reihen. Insbesondere 
gilt also: 

Ist x von 1 verschieden, so bestehen die Beziehungen 
(9) 1—-i<kge<2-1, 2(1 — yz) <le2< (Ve — 1). 

Ist c= 1, so ist 
(10) Igxaz=—lg1=—0. 

II. Es seien x und & zwei beliebige positive Zahlen, 

v= xt 
ihr Produkt. Bilden wir nun die Zahlenreihen 


a, a,— Vz, y= Vay, +++, 
g, t= Vé, & = Vii»: - 


v, 1 =Vo, = Vr,-°; 
so ist 


"1 =Vxt = 2,6, 0, = Vx, 5, = rks, a V, = %b,,° °° 
Daher kommt 
lg o = lg (x&) = Lim 2"(a,&, — 1) = Lim {2*z, (&, — 1) + 2"(x, — 1)} 
= Lim a, - Lim 2"(&, — 1) + Lim 2"(2, — 1) = lg § + Igz. 
Die Funktion \g x befriedigt also die ,.Funktionalgleichung* 
(11) Ig (w§) = Iga +lIgé, 
aus welcher, wenn ; an die Stelle von x gesetzt wird, 
(11’) gf —lgr—Igt 
und hieraus weiter durch die Annahme « = 1 (und Ersetzung von £ durch 2) 
(12) lg , =——Igz 
folgt. 


Ill. Ist z>1, so folgt aus (9), daB lg x zwischen zwei positiven 
Zahlen liegt, also selbst positiv ist. Daher wird nach (11’) 


log «—lg&>0 
sein, wenn «> €& ist. D. h. 
Die Funktion \g x ist eine monoton wachsende Funktion. 
IV. Nach Gleichung (11’) ist 


Ig (« + h) —Igw—Ig (1+ *), 


wobei z>0 und h der Bedingung ++h>0 geniigen muB. Aus (9) 
folgt somit 
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h h 
(13) apa <8 (@t+h)—lgr<_- 
Da Ld und a gleichzeitig mit h gegen Null konvergieren, so folgt: 
Die Funktion |g x ist eine stetige Funktion. 


V. Die Beziehung (13) lehrt ferner, daB bei festgehaltenem x der 
Quotient 
lg (x += Iga 


den Grenzwert = ergibt, wenn h eine Zahlenreihe mit der Grenze Null 
durchliuft. Es ist also 


(14) Lim 62+ —le2 1 
h=0 * 

und insbesondere (fiir z = 1) 

(14’) Lim e+) 1. 


=0 
VI. Bezeichnet k eine beliebig groB fixierte natiirliche Zahl, so wird, 
sobald x > 2* ist, lg 2 >k lg 2 sein. 


Hieraus folgt, daB lg z Gaichacitig | mit « ins Unendliche wiichst, 
daB also 


(15) Lim lg z = + co 

z=+@ 
ist. GemiB (12) stellt sich neben (15) die Gleichung 
(15’) Lim lg z = — oo 

z=0 


Das ,,Intervall* der Funktionswerte lg x ist also das Intervall — co bis + oo. 
VII. Aus (9) ergibt sich durch Division mit z: 


(5 - aya) <2 <*(y2 — 2) 


und hieraus 
(16) Lim '8* — 0. 
r=+0 bad 
VILL Endlich mége noch gezeigt werden, daB die Funktion 
(17) fla) = 18" 


z—1 
eine monoton abnehmende Funktion ist. Das Argument « soll hier nur 
von 1 verschiedene positive Werte erhalten. (Die Gleichung (14’) besagt 


tibrigens, daB f(x) eine durchgehends stetige Funktion wird, wenn man 
ihr fir = 1 den Wert 1 beilegt.) 


Um nun zu zeigen, daB unter der Voraussetzung x > 2’ 


f(x) <f(#’) 


e 
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ist, bilden wir die Reihen 
t= Va, % = Va, -+ t= Voy) °° 
a,’ = Vz, t= Vay’, r hoa In = V2n-1, Pg 
Aus «> 2’ folgt sukzessive 
> 2’, Ly > Ty’, i t, > Tn; nay 


Sodann ist 
x,—1 a,—1 1 1 a,'—1 
 @—l aii ati “asi a 
und allgemein 
Ly, —1 ae | 
(18) rage i < ay | (m = 1, 2, e -). 


Die beiden Seiten in dieser Beziehung haben positive Werte. Wir 
setzen m = 2, 3, 4,---, in (18) und multiplizieren die entstehenden 
Beziehungen miteinander. Dadurch kommt 

2,—1 -4%,—1 
(19) anit ~a—t (n = 2, 3,---). 
Indem wir mit 2" multiplizieren und » ins Unendliche wachsen lassen, er- 
gibt sich 

42 < ff 

a,—1=>2,'—1 
und, durch Multiplikation mit 


x“,—1 2,’—1 

a—i <1 
schlieBlich 
(20) ae < . ) 
w. z. b. w. 


Die Exponentialfunktion e wird nun als Umkehrung der Funktion 
lg~ definiert und die allgemeine Potenz «* (fiir beliebiges a und positives x) 
durch die Gleichung z*= e*'**. Die grundlegenden Eigenschaften dieser 
Funktionen ergeben sich leicht aus den oben abgeleiteten Eigenschaften 
des Logarithmus, was keiner niheren Ausfiihrung bedarf. Nur die Dar- 
stellung des Funktionswertes e* als Grenzwert zweier Reihen, von denen 
die eine aufsteigend, die andere absteigend ist, mége hier noch eine Stelle 
finden. Es sei x ein beliebig fixierter Wert, h eine von Null verschiedene 
Zahl, welche nur der Bedingung 


1+hz>0 
unterworfen ist. Aus der Gleichung 


1 _igG+A2) 


(l+hz)'=e *™ 
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folgt nun in Verbindung mit (14’) 
1 
(21) Lim (1 + ha)* = e. 
h=0 


Nach (20) nimmt ferner 


ig (1 + ha) 
he 


mit wachsendem / ab oder zu, je nachdem « > 0 oder « < © ist und 


lg(1 + ha) 
h 


nimmt also mit wachsendem / ab, gleichgiiltig ob « > 0 oder x < 0 ist. 


1 
Demnach ist (1 +h)" eine monoton abnehmende Funktion von h. 
Durchliuft also h eine Reihe von positiven, bestiindig und nach Null 
1 


abnehmenden Werten, so nihert sich (1 + hx)" aufsteigend dem Werte e*; 

durchliuft dagegen h eine Reihe von negativen, bestiindig und nach Null 
1 

zanehmenden Werten, so niihert sich (1 + hx)" absteigend dem Werte ¢*. 

Insbesondere ergibt sich, wenn h = = bez. h = — - gesetzt wird, wo 


die Reihe der natiirlichen Zahlen durchliuft: 
Die Exponentialfunktion e* ist die Grenze jeder der beiden Reihen 


a 48), 4g (ES 


x x\-2 2\-* 
(23) (1— =), (1— =) — (1— =) on 
und zwar ist die erstere Reihe eine aufsteigende, die letatere eine absteigende. 


Hierbei sind diejenigen Glieder (1 oo =\* der beiden Reihen, fiir 
welche 1+ =. nicht positiv sein sollte, zu unterdriicken. 


In thnlicher Weise wie es oben fiir den Logarithmus geschehen ist, 
laBt sich auch der Arcustangens definieren. 

Man bilde nimlich von einer beliebigen Zahl x ausgehend die Reihe 
24 ah, «nna Se 
oie 1+Vi+e 1+Vifae 7p yiten,’ ” 
welche monoton abnehmend oder zunehmend gegen Null konvergiert, je 
nachdem x positiv oder negativ ist. Von den beiden Reihen 


(25) a, Qn,, Bay 


39 4&= 


pitty 2° 2, potty 


r . 2. es ee 
(28) Vite” Vita” Vite"? vita,” 
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erweist sich dann die erste als absteigend, die zweite als aufsteigend, 
wenn x >0, wiihrend umgekehrt die erste aufsteigend, die zweite ab- 
steigend ist, wenn x < 0 ist. 

Man definiere nun arctgz als die gemeinsame Grenze beider Reihen, 
sodaB also 
(27) arctg 2 = Lim 2*z, 
gesetzt wird. Die Eigenschaften der Funktion arctgz folgen leicht aus 
dieser Definition. Beispielsweise ergibt sich das Additionstheorem auf 


folgende Weise. Es seien x und & irgend zwei Werte, welche nur der 
Bedingung 


z§t<l 
unterworfen sind. Man setze 
i 
1— xé 
und leite die Zahlenreihen &, &,, &,--- umd w, &,, %,--- gemau so aus 


den Werten & resp. « ab, wie die Reihe (24) aus x abgeleitet worden ist. 
Offenbar folgt aus «—& <1, daB auch 2,&,< 1 ist. Ferner ist 
Via + 2*\(1 + &*) 
V1l+e=— ——-) 
iia a+ é : 
1 1—2@§4+ Vita Vite 
Driickt man hier x und & durch a, bez & aus, so findet man nach 
leichter Rechnung 


also 





©, + & 
al I 
Allgemein wird demnach 
2,§,.<1, u,= Jat be 


sein. Multipliziert man die letzte Gleichung mit 2" und geht zur Grenze 
n= co tiber, so ergibt sich 


arctg u = arctg x + arctg &. 
D. h. wenn die Argumente x und & der Bedingung x§ < 1 geniigen, so ist 


arctg x + arctg § = arctg ath. 


Auf die Definition des Arcustangens kann man nun weiter die Theorie 
der iibrigen zyklometrischen Funktionen und die der trigonometrischen 
Funktionen aufbauen. 

Die im Vorstehenden zur Definition des Logarithmus und des Arcus- 
tangens benutzten Prozesse sind spezielle Fille der Iteration oder, noch all- 
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gemeiner, der ,sukzessiven Approximationen“, die seit den Untersuchungen 
von GauB tiber das arithmetisch-geometrische Mittel vielfach behandelt 
worden sind. 

Ich fiige hier noch einige allgemeine Sitze tiber solche sukzessive 
Approximationen hingu, wobei aber die in Betracht kommenden Zahlen 
als komplexe GréBen vorausgesetzt werden sollen. 

Es sei vorgelegt die Gleichungskette 
(28) Hy Py () yy — Hy Py (Hp), * * Ly MPa Tn—a)0 °° 
wobei o,, G++, %,,*++ von Null verschiedene Grifen bedeuten und p,(x) 
eine im Kreise |x| <<, reguliire Funktion ist, deren Taylorsche Entwick- 
lung das Anfangsglied x besitzt (sodaB also p,(0) = 0 und ~{(0) = 1 ist). 

Im Kreise |x| < 0, sei 
(29) |e —*| < M,, 


i 
wobei M, eine von x unabhiingige positive Gripe bezeichnet. 
Ferner werde vorausgesetet, daB die positive Zahl r keine der Zahlen 


(30) 0, Cs Cs es Qn 


a,’ |a,a,|? ? et, Gy... Gm—y|? 
an Gripe iibertrifft*), sowie endlich, dap 
(31) s— M, + M,|a,| + My\a,a,|+---+ M,|a,ey...0,.,/+->° 
konvergiert. Dann existiert der Grenzwert 


(32) Lim = ~— 
fiir jeden Wert von x, dessen absoluter Betrag kleiner als ‘ear ist. Und 
swar ist dieser Grenzwert eine in dem Kreise 
(38) l9l<ity 
reguliire Funktion f(x). 

Um diesen Satz zu beweisen, setze ich 
(34) $,-, = M, + M,, ,1|%| + My 2 |, 41/+°°° (n= 1, 2,3,...), 
sodaB s, = s und 
(35) $,_, — M, =|«,|-s, (n = 1, 2,3,...) 
ist. Ferner sei 
(36) ror, 7, =|, | 1, %y = lacy 1, «20, Ty = Oy Hy...&,|7,..., 
sodaB 
(37) r,=|a,|r,_1 (n = 1,2,3,...) 





*) Bezeichnet g die untere Schranke der Zahlen (30), so muB r<g sein. Die 
Voraussetzung iiber r impliziert daher, da8 g von Null verschieden ist. 








ie 
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ist. Die positive Zahl r,_, wird, der Voraussetzung iiber r zufolge, keine 
der Zahlen 


Cn+1 Cn+2 
(38) On» ja, Te,’ Jee, 43]? a 
an GréBe iibertreffen. 


Es sei nun z ein bestimmter, die Bedingung (33) befriedigender Wert. 
Es ist dann auch 


zi<rse@.- 

Aus 
ty = 0, 9, (2) = a, (x + 2°. mie) = 2) 
folgt nun 
|%| S/o (\2| + M,| 2) < |e! (5, + h(a) ) 
r 
l+sr r \a, |r 
< | | eee ais Seis 1a | i+@—M)r_ 1+ \e, 8,7? 
~ “et pe 

d. h. 
(33) lnl<igty <"% 1 Se. 
Ferner ist 
(39) “1g —|2. 2 O>2| <M, a? < M,r'. 


Man betrachte nun die Gleichungskette (28), nachdem man von ihr die 
erste Gleichung x, = «,g(z) abgetrennt hat. Da 2, die Bedirngung (33’) 
befriedigt, so finden auf die neue Gleichungskette die analogen Uber- 
legungen Anwendung. Es ist demnach 

%l<iz% A <2 SM 


und 


F — x, < M,|\2,|*< My’. 
So fortfahrend, erkennt man, daB allgemein 


(40) te) <Z hy <a S Oasis | ot — Mena | < Mart, 


ist. Die Reihe 


(41) «+ (—2) + (2 — a) 4+. + - a Ant) 4 


cL, As a Ol, He. - Hy Oy. .- Onis 


besitzt demnach die — 


r? 
M, ==7- n fe 
+-°-+ "(ey ay... 6, * 
=r+ Mr’ + M,) «,|r* + M,| a0, |r? +--+ + M,|a,0,...0,_ |r +--- 


welche die endliche Summe r + r*s hat. 


r+ Mr + M, + 


baal 
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Die Reihe (41) konvergiert also im Kreise |z| << <5 absolut und 


gleichmiBig. Da aber die einzelnen Glieder der Reihe, wie leicht zu 
sehen, in jenem Kreise regulire Funktionen von x sind, so wird nach 
dem WeierstraBschen Summensatze auch die Summe der Reihe ebenda 
eine regulire Funktion von 2 vorstellen. Die Summe der Reihe ist nun 
nichts anderes als der Grenzwert 


° zr 
Lim 2 


? 
ane “%e->& 


“ 


sodaB der aufgestellte Satz bewiesen ist. 
Bezeichnet 
p(4)=ar+a'a*?+--- (a + 0) 
eine fir den Kreis x < reguliire Funktion, so laBt sich der vorstehend 
bewiesene Satz insbesondere auf die Gleichungskette 
©, = 9(%), % = 9(a,), % = P(%),--- 
anwenden. Man hat dann 


1 
a, =a, P,(2) a p(x), O,= 9, M, =-M 
zu setzen, wo M die obere Schranke von 


(x) — ax 
ax* 

im Kreise « <@ bedeutet. Damit die Reihe (31) konvergiere, ist jetzt 
erforderlich und hinreichend, daB « <1 sei. Unter den Zahlen (30) 
wird dann ge, = @ die kleinste, sodaB r = 9 genommen werden kann. 

Man erhilt demnach den folgenden Satz: 

Es sei 0<\a| <1, und 
(42) g(a) =—ar+aa*+--- 
eine fiir geniigend kleine Werte von |x regulire Funktion. 

Beschriinkt man dann x auf eine geeignet gewéhlte Umgebung der Null- 
stelle und setat 


(43) i= 9 (2), y= p(x,), 5a, = 9(x,_1) diel 
so existiert der Grenzwert 
(44) Lim “4 — f(z) 


und stellt eine in jener Umgebung regulire Funktion von x vor.*) 


*) Fair die Theorie der Iteration (43) vgl. E. Schréder, Uber iterierte Funktionen 
(Mathematische Annalen Bd. 3), G. Koenigs, Recherches sur les intégrales de certaines 
équations fonctionnelles (Annales de l’Ecole Normale, 3° série, t.I und t. II), J. Farkas, 
Sur les fonctions itératives (Journal de mathématiques pures et appliquées, 2* série, t. X). 
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Die speziellen Annahmen 
pa) —Vita—-l=jart+--, 


45 


«x 
9 (2) = 1+Vi+a* 
fiihren auf die Prozesse, durch welche oben die Funktionen lg (1 + 2), 
bzw. aretg x.im reellen Gebiet definiert wurden. 


Trennt man in der Gleichungskette (43) die erste Gleichung ab, so 
erkennt man, daB fiir geniigend kleine Werte von | z, | 


1 
walt Sn hi tia 


Lim on": = f(%); 


und daher fiir geniigend kleine Werte von |x| 
(45) f(p(@)) = af(z) 


ist. Durch diese Funktionalgleichung ist, in Verbindung mit der leicht 
zu beweisenden Gleichung /’(0) = 1, das Funktionselement 


(46) f(e)=2+ e224. 


unzweideutig bestimmt, wie die Methode der unbestimmten Koeffizienten 
zeigt. Bedeutet g(x) die Umkehrung 


(47) g(z) = 2@—ea?+--- 

des Funktionselementes f(z), sodaB fiir geniigend kleine Werte von || 
(48) 9(f(@)) = f(g@)) = « | 

ist, so laBt sich die Funktionalgleichung (45) auch in der Form 

(49) g(ax) = p(9(@)) 


schreiben (indem man in (45) g(x) an die Stelle von x setzt). 


Nimmt man die Zahl « der Bedingung 0 <|«|< 1 gemiB und das 
Funktionselement 
g(a) = 2 —e2* +--- 


beliebig an, so ist durch die Gleichung (49) das Funktionselement 
p(4)=ar+ax*?+--- 


eindeutig bestimmt. Wiahlt man dann dieses Funktionselement g(x) in 
dem IterationsprozeB (43), so erzeugt derselbe die Funktion g(x) oder 
vielmehr deren Umkehrung f(z). Besitzt die Funktion g(x) ein algebraisches 
Multiplikationstheorem fiir den Multiplikator «, so wird (x) eine alge- 
braische Funktion von z. 
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So entsteht z. B. der ProzeB, durch welchen oben der Arkustangens 
definiert wurde, wenn man 


nimmt. Denn es ist 


Die Annahme «=, g(x) = sn(z,k), welche Funktion die Um- 


kehrung von 
P dz 
te) [aaa 
0 
ist, fihrt zu einem interessanten Ergebnis.*) Sei namlich 


a= sn(=, k), y= sn(a, k), 
so ist bekanntlich 


gta I—=B—s 
1 1+ YVi—k*y? 
Daher wird fiir geniigend kleine Werte von || 
(50) Lim 22, = — 
‘ Sv -- x) (1 — Kat)’ 
0 


wenn z, vermége der Gleichungskette 


» 2_ 1— yi—2 2, 1—Vi—=z,* se 
(51) a, 1+ Vi—k2*’ a) 1+ Vi—k*2,*’ ? 


2_ 1-Vi-#-1 


me Se yVi—Pse.,’ 
berechnet wird. Fihrt man statt der GréBen z, z,,,,--- ihre Quadrate 
ein, so findet man: 


Beschriinkt man x auf eine geniigend kleine Umgebung der Nullstelle 
und setzt 


me Sd ~~ — a 
(62) AT StVi-Ps’ i+ yi-we,’ ” 
1-Vi-ae |, 


t= = " 
. 14+Vi—kz,_, ; , 


*) Vgl. E. Schréder, 1. c. 
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so ist 


x 2 
; n+1 an ——s dx as 
(68) =” (/ yei—aa— 3) 


Im Falle k* = 0 hat man den einfachen Algorithmus 
1 m 1 
(54) t,—,(1-VYi—2), 4=—,(—-vi-4),--, 


1 $$$ 
s,-i(-vi-a.),-- 
mit 
(55) Lim 4*+1z, = (aresin Vz)’, 
der zur Definition der Funktion aresin z benutzt werden kann, in ent- 


sprechender Weise wie oben der Algorithmus (24) zur Definition des 
Arcustangens verwendet wurde. 


Zirich, 30. Marz 1910. 
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Beitrag zur Theorie der ganzen Funktionen. 
Von 


Geore Faser in Stuttgart. 


§ 1. 
Einleitung. 


Die Theorie der ganzen Funktionen ist in den letzten Jahren zu 
einem an tibersichtlichen Resultaten und Beziehungen reichen, durch 
scharfsinnige Methoden und bedeutende Anwendungen ausgezeichneter 
Kapitel der Funktionentheorie geworden, das teilweise schon in die Lehr- 
biicher aufgenommen worden ist. Die dieser Theorie eigentiimliche 
Untersuchung der gegenseitigen Abhingigkeit zwischen den Nullstellen 
einer ganzen Funktion, der GréBenordnung ihrer Koeffizienten und dem 
Anwachsen ihres absoluten Betrages wurde bisher, soviel ich weiB, aus- 
schlieBlich durch die Vergleichung zweier stets méglichen Darstellungen 
der ganzen Funktionen, nimlich ihrer Taylorschen Reihe und ihrer 
WeierstraBschen Produktentwicklung durchgefiihrt. 

Neben diesen beiden Darstellungen spielt aber bei den elementaren 
ganzen Funktionen, den trigonometrischen und der Exponentialfunktion, 
die stets und iiberall Wegweiser fiir die allgemeine Theorie gebildet 
haben, eine dritte schon lingst eine fast gleichberechtigte Rolle, ich meine 
die Darstellung durch eine ,,verallgemeinerte Binomialkoeffizientenrethe*: 

G(x) = & + &(% — ay) + & © ees =u 
() 4 2 — 4) (@ — %) (@ — ay) 


(a, — @) (@, — 45) + 


*) Wenn man von der Differenzenrechnung her zur Reihe (1) gelangt, ist es 
zweckmaBig und iiblich, sie in der etwas verinderten Form: 


, , £—a , (@— a) (e#—a4,) 
G(x) =e, ° +¢,’ ~——° vee 
@) 0 +4 —_* (a, —a,)(a —a,) * 
anzuschreiben; fiir unsere Untersuchung empfiehlt sich aber mehr die Form (1) 
des Textes. 


a, 
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wo die untereinander verschiedenen ,,[nterpolationsstellen“ a,,a,,--- und 
die Koeffizienten ¢,¢,,--- von x unabhingig sind. 

Um die Wichtigkeit dieser Darstellungsform hervortreten zu lassen, 
geniigt es, an zwei sehr bekannte Beispiele zu erinnern: 


a*=14(a—1) 2+ (a—1*2@— 
(2) a (a — 1) (a — 2) 
+(a—1) — r= 4... fir 'a—1/<1 


x(a — 1)(@+ 1) 
«2-8-8 
4 92—-99+ 99—Set 
1-2-8-4-5 


sin ox = x sin «@ — (sin «)* 
(3) 
’) (sin «)?— +--- 


fiir die der Ungleichung sin «|= 1 geniigenden und in der Umgebung 
von « = liegenden Werte von «.*) 

Ich méchte nun die Reihen (1) allgemein in den Kreis der Betrachtungen 
ziehen, die der Theorie der ganzen Funktionen eigentiimlich sind, und 
stelle mir daher die Frage: 

Welche Bedingungen mup die ganze Funktion G(x) erfiillen, damit bei 
gegebenen Interpolationsstellen a,,a,,---+, die die Gleichung**) 

(4) lim a,, = co 
befriedigen, die Darstellung (1) fiir alle x konvergiert? 

Die Reihe (1) ist nichts anderes als die Ausdehnung der bei Poly- 
nomen mit der Lagrangeschen zusammenfallenden Newtonschen Inter- 
polatiousformel auf ganze transzendente Funktionen bei unendlich vielen 
Interpolationsstellen. Die obige Frage liBt sich also auch so fassen: 

Man soll die Klasse derjenigen ganzen Funktionen finden, fiir welche 
die Newtonsche Interpolationsformel mit den gegebenen sich im Unendlichen 
hiiufenden Interpolationsstellen a,, a,,+-- konvergiert. 

Die erhaltenen Resultate (vgl. § 2) ordnen sich der bekannten Theorie 
der ganzen Funktionen von endlicher Ordnung aufs beste ein. Abgesehen 
von dieser tatsaichlichen Ergiinzung der Theorie diirfte die Hereinbeziehung 
des Algorithmus (1) auch manchen methodischen Vorteil bieten, da mit 


*) Liegt « in der Umgebung von 2k2, so konvergiert die rechte Seite offenbar 
nach sin (« — 2ka)x; man hat also bei konstant gehaltenem (nicht ganzzahligen) x 
in der rechten Seite von (9) einen schon zweihundert Jahre vor WeierstraB bekannten 
arithmetischen Ausdruck, der in verschiedenen Konvergenzgebieten der a-Ebene nach 
verschiedenen analytischen Funktionen konvergiert. 

**) Es hat natiirlich auch Interesse, andere Voraussetzungen iiber die Verteilung 
der Interpolationsstellen zu machen; man vergleiche die Untersuchungen des Herrn 
Bendixson, Acta mathematica Bd. 9 (1887), S. 1—34. 


Mathematische Annalen. LXX. 4 
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seiner Hilfe viele Beziehungen, z. B. zwischen den Koeffizienten und den 
Nullstellen einer ganzen Funktion, einfacher abgeleitet werden kénnen als 
mittels der oft miihsamen Abschiitzungen unendlicher Produkte; doch 
weise ich, um nicht zu ausfiihrlich zu werden, auf derartige Méglichkeiten 
nur im Voriibergehen hin. 

Im dritten Paragraphen zeige ich die Anwendbarkeit der erhaltenen 
Resultate an einigen Beispielen; daran schlieBen sich Untersuchungen tiber 
eine weitere Darstellungsform der ganzen Funktionen an, niimlich 


(5) Ga) = St, (Sy, wo |y|>0 ist. 


Diese Reihen konvergieren in einer Halbebene und gewinnen dann erhéhtes 
Interesse, wenn man die Veriinderliche x einer linearen Substitution unter- 
wirft, durch die die wesentlich singulire Stelle aus dem Unendlichen ins 
Endliche, etwa nach «= 1, verlegt wird; gleichzeitig spezialisiere ich die 
Konstanten a, 8B, y,4 so, daB die Reihe (5) in die gewéhnliche Taylorsche 
Reihe einer Funktion F(z) mit der einen wesentlich singuliren Stelle 
x = 1 tibergeht: 


(6) F(a) -3 b, a”. 


Man kénnte, wenn man wollte, von (6) zu der scheinbar allgemeineren 
Darstellung (5) zuriickkehren. 

In einer friiheren Arbeit*) habe ich schon die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafiir angegeben, daB die Reihe auf der rechten 


Seite von (6) eine ganze Funktion von — darstellt; ohne vom Leser 


die Kenntnis jener friiheren Arbeit vorauszusetzen, vervollstiindige ich jetzt 
dieses Resultat durch Angabe der notwendigen und hinreichenden Be- 





dingungen dafiir, dab die Reihe a b,2” eine ganze Funktion von ;—— 
0 

von ganz bestimmtem Ordnungstypus darstelle. Zur Lésung der Aufgabe, 

aus den Koeffizienten einer Taylorschen Reihe die singuliren Stellen der 

durch sie dargestellten Funktionen zu bestimmen, diirfte damit ein weiterer 

Schritt getan sein. 

Auch die zuletzt erwiihnten Resultate schlieBen sich aufs engste den 
bekannten Beziehungen der Theorie der ganzen Funktionen endlicher 
Ordnung an. Ohne die letztere in ihrer vollen Ausdehnung vorauszu- 
setzen, halte ich es doch fiir angebracht, mich mehrfach auf ihre Resultate 





*) Math. Ann. Bd. 57 (1903), 8. 375—-380. 
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za berufen und ihre Bezeichnungen zu gebrauchen; in beider Hinsicht 
stiitze ich mich auf die zusammenfassende Darstellung des Herrn Prings- 
heim*); auch gehe ich der Einfachheit halber in der Verschirfung der 
Begriffe nicht weiter als er, bemerke nur, dab die im folgenden mitzu- 
teilenden Resultate sich auch auf den unendlich verfeinerten Ordnungs- 
begriff hiitten ausdehnen lassen, dessen Durchforschung wir vor allem 
den Arbeiten des Herrn E. Lindeléf**) verdanken. 

Ich méchte hier noch eine Bezeichnung einfiihren, von der ich im 
folgenden Gebrauch mache: Sind ¢,¢,,--- eine Zahlenfolge, z. B. die 
Koeffizienten einer ganzen Funktion, so verstehe ich unter y, die grifte 


der Zahlen Vie,\, a l¢,41|,°-° (oder allgemeiner, falls eine gréBte 
nicht vorhanden, die obere Grenze dieser Zahlen) und nenne die Folge 


Yo: Vi) °** Majorant zu derjenigen der v*" Wourzeln aus |c,|; in gleicher 
Weise bilde ich die Folgen /|},|, Vc,| und die majoranten 
B,, Py (v= 0, 1,---). 


Die y, erweisen sich als sehr geeignet, um die GréBenordnung der c, 
zu messen, wie aus folgenden Hilfssiitzen niher hervorgeht. 


I. Hilfssatz: Sind 7» c,”” und > oy zZ—u)", wo u irgendeine 
0 0 
Konstante ist, zwei Potenzentwickelungen der gleichen ganzen Funktion G(a) 
und sind y,, y, die majoranten Folyen zu 


Viel, Vie, | | (v=0,1,---), 
dann ist 
Es ist namlich 


F | (¥) 1 
|e, | = Tl e+ 9+ 


1 “r+i% + epoer Cy 490° + coef 





<7 [1+ 2b yup CTV EET® youre ...| 


| 


<y,"(1 + @,)’, wo lim #, = 0 ist; 


vow 


daraus folgt lim = <1, ebenso findet man lim 2 <1, also schlieBlich (7). 


IL Hilfssate: Ist o,(v = 0, 1,---) irgendeine Folge mit wachsendem 
v monoton nicht abnehmender Zahlen (2. B. 0,= v*%, « >0), so ist stets 


*) Math. Ann. Bd. 58 (1904), S. 257—342 (im folgenden einfach als P. zitiert). 
**) Man vgl. E. Lindeléf, Acta soc. scient. fenn. Bd. 31 (1902), S. 1 ff. 


4* 
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(8) lim Q, Vy _ lim e, y Te, | , 


Denn einerseits ist g,y, fiir keinen Wert von wv kleiner als 0, Vic,|, es 
kann also in (8) nicht das Zeichen < statt des Gleichheitszeichens gelten; 


andrerseits gibt es, falls lim //|c,| — 0 ist, (nur in diesem Falle bedarf es 
eines Beweises*)) zu jedem Werte von v einen Wert » +> vy, fir den 


Yeae= Vitec = y,, sodaB also Oran Vite! mindestens ebenso groB 
als @, Vie, wird; es ist also in (8) auch das Zeichen > unméglich 


§ 2. 
Darstellung ganzer Funktionen durch die Newtonsche 
Interpolationsformel. 
Damit die Reihe 
(8) Ga) — % +(e — a) + ==) 4..., 
wo 
(9) a|<\a, S a@i<--- und lima,=co 


ist, fiir jeden Wert von 2 konvergiere, ist notwendig, dab 


(10) lim Ye, <1 
und hinreichend, daB 

(11) lim VY e,! <1 
sei. 


Es folgt dies unmittelbar daraus, dab fiir jeden Wert von z: 


’ 
— (a — a,)(@ — a,) ---(a@ — a,_,) 
r=@ (a, — a, (@,— @,)-- (a - My) 


. r—1 


= 1 
ist. 

Ich beschriinke mich im folgenden durchaus auf solche Reihen, wo 
die hinreichende Konvergenzbedingung lim /\¢,|< 1 erfiillt ist; die weitere 


Konvergenzuntersuchung in dem fiir das folgende unerheblichen Falle, wo 


lim Y ¢,| = 1 ist, bildet den Gegenstand einer eigenen Theorie, die schon 
zu vielen Arbeiten Anlab gegeben hat; man vgl. insbesondere die Abhand- 
lung von Herrn Landau: Uber die Grundlagen der Theorie der Fakultiten- 
reihen, Sitzungsber. d. Miinchener Akad. Bd. 36, S. 151. 

*) Andernfalls sind niimlich die beiden Seiten von Gil. (8) offenbar gleich 
lim ey lim yy. 


‘=e r'=2 














re 
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Es spricht iibrigens vieles fiir die Vermutung, daB die Resultate der 
vorliegenden Abhandlung im wesentlichen bestehen bleiben, wenn nur die 
Konvergenz der Reihe (1) fiir alle z und nicht noch das Bestehen der 
ein wenig mehr verlangenden Beziehung (11) verlangt wird. 

Es sei also die Reihe (1) mit der Nebenbedingung (11) vorgelegt; 
man entwickele dann G(z) in eine Potenzreihe 


(12 G(a2) = C2". 
) ! O- 2 

Um die GréBenordnung der c, abzuschiitzen, kann man wegen des 
Hilfssatzes 1, 8.51, ohne die Allgemeinheit zu beschriinken, a,=0 annehmen, 
weil man dies immer durch die Substitution «— a, « erreichen kann; da 
dadurch eine Vereinfachung der Bezeichnung erreicht wird, soll die Vor- 
aussetzung gemacht werden. Man erhilt dann 





ey év+1 v(vy +1) ev+2 | 
C, < @, Gy +++ y—1 + | @, dy +++ Gy + 1-2 ; G, +++ Qy-1 
v(v + 1)(v+ 2) ev+3 | 
sine 1-2-3 Peer! ee 
ale 9 POTD 225 POTOCTD 34... 
(13) <mamanit &, + 1-2 é + 1-2-3 & + ) 





< la,-° ara] ( = x) 


falls ¢, <1 ist, also 

*;,——- &y 

Vv Gy °° G1, 7 
und da das Bestehen der Beziehung (11) vorausgesetzt wurde, hat man 
folgenden 

I Teil des Hauptsatzes: Soll die ganze Funktion G(a) = >Se,2’ 

die Darstellung (1) mit der Bedingung (11) zulassen, so mup notwendig 
(14) lim Va, ...@,_,¢,| 
oder auch (auf Grund des Hilfssatees Ul, da ja Va,...a,_, mit v monoton 
zunimmt) 


(15) lim ”,V a contbag 
endlich sein. 7 

Soll insbesondere die Entwicklung (1) mit lim Ye,=0 miglich sein, 
so mug _— 


lim 7 @,- ++ d-1¢,| = lim ”,V\ a, +++ @y-1/=0 
= 0S r=e@ 


sein. 
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Andererseits suche man von der Reihe G(x) = >»c,x” ausgehend 
D 
die verallgemeinerte Binomialkoeffizientenentwickelung (1) herzustellen; man 


erhilt die ¢, offenbar, wenn man die einzelnen Glieder c,2” der Potenz- 
reihe in solche verallgemeinerte Binomialkoeffizientenreihen entwickelt und 
die einzelnen so erhaltenen Beitrige addiert; sei z. B. 


a” = kg + ky (%@ — ay) + hyg(% — ay)(x — a,) + kyg(a — ay) (% — a,)(% — ay) 
pers k,, (x = Ay) (x _ a,) Pee (x a a@,_1); 


so erhalt man ohne weiteres durch Differenzenbildung (vgl. Encyklopidie 
d. math. Wiss. I 2, 8. 804): 


ko = a,”, 
k= —. = G,"~*+ a,"~*a, + a,"~*a,*? + --- + a,4,"-* + a", 
Pi A Me 
- a, — a 
= Daa," ay, wo die Exponenten wy, u,,4,>0 sind und 


My + 4, + Hy =v —2 ist; jedes so mégliche Glied 
gehért der Summe einmal und nur einmal an; 
allgemein erhilt man 


k,, = Daya," ---a,“e, wo die Summe der positiven Exponenten 
Mo t+ MW, :-: +a,=—v—k ist und kein so zm 
bildendes Glied mehr als einmal vorkommt; die 
Anzahl dieser Glieder ist °° ae a (*) 

. “**% a 
diese Formel gilt auch fir k=O, wenn man 
wie tiblich (5) = 1 setzt, 

daher ist 

yx! S(7)\a,"-* (x =0, 1,2,---) 
Nach dieser Vorbereitung erhiilt man 


e - - 
GaN —a) ar m) ~My Feta hr ese toa ar ese to 


<|e,| (7) + Cat Ps ate ie (+*) a.) +-+-. 


v v 





Fiir die folgenden Abschiitzungen verschligt es wieder nichts, wenn 
man @,=0 setzt; dann folgt aus der vorigen Ungleichung 


1 2 
(16) \,|<\@,ay---@,_,¢, +("t Via,a,---a,¢, .4)+(°S \laydy-%0, yet =>. 
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Man bezeichne nun 4,4, ...a,_,¢,| mit b, und bilde nach der Vorschrift 
von 8.51 die zu V|b,| majorante Folge der B,*); macht man dann noch die 
Annahme, daB lim £, (wofiir man nach dem Hilfssatze II von S. 51 auch 
lim Y\a,a,---a@,_,¢,|=lim y, V\a,a,---@,_,| schreiben kann) <A <4 
ist, so erhilt man aus der vorigen Ungleichung die folgende, die von 
einem gewissen Werte von yv ab gilt: 


(17) ei< ar(1 ros 4. "rt" 1, A+ (»+ et 2) 2+ (v+1)(v+2)(v+3) AS... ‘, 


1-2-3 
d. h. 
rag 


e, < (a —atl? 


also, da A< 4 ist, 
(18) lim V e,|<1 


Dies gibt als Gegenstiick zum ersten den 


Il. Teil des Hauptsatzes: Die ganze Funktion G(x) = Dve,2” 
kann immer durch die Interpolationsformel ° 


& — a,)(x — a,) 


G(x) = & + ¢,(% — a) + &%' —— +" 
(mit lim Ve, <1) dargestellt werden, wenn 
(19) lim Va,a,---@,_,¢, = lim y, V a,ay---a,_4| <4 


ist. 
Ist sogar lim Y a,a,--- a, _,¢, =lim y, V\a,a,---a,_,|=0, so ist 


v=o 


auch lim Y\e,, = 0. 


Die letztere Behauptung ist eine unmittelbare Folge von (17). Man 
bemerke, daB der Hauptsatz in seinen beiden Teilen sich nicht durch eine 
wesentlich genauere Aussage ersetzen liBt, d. h.: 


1) die notwendige Bedingung lim VY a,a,---a,_,¢, < oo kann nicht 


durch lim V A; y---d, ,¢, <@ ersetzt werden, wo @ eine bestimmte 
endliche Zahl ist; betrachtet man nimlich die Vernachliissigungen genauer, 
die man hat eintreten lassen, um die Abschiitzung (13) zu gewinnen, so 


sieht man (ich will diesen fiir das folgende unerheblichen Punkt nicht 


*) Zuniichst wiire denkbar, daB alle #, =o seien; doch wird dies gleich durch 
die niichste Annahme ausgeschlossen. 
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naher ausfiihren), daB sie bei bei geeigneter Wahl der a, so gering sein 
kdnnen, daB fiir beliebig viele v: V\a,a,...@,_,¢,\ gréBer als die beliebig 
groB vorgegebene Zahl G wird; sf, se ; 

2) die hinreichende Bedingung lim ay | |@,%,...@,_,¢, <4 kann nicht 
durch lim Y\a, ...a,_,¢,| <2 constals cut, wo 4>lg2 = 0,693147 ist; 


=e 


=~ «(a — 1)(a — 2) 


denn die Interpolationsreihe 1 +7 + + 173.3 +.--- fir 
2? —_ 1+ oss + = ta +--- nae aa fiir alle ~; wenn es also 
iiberhaupt eine hinreichende Bedingung von der Form lim V Gy, +++, _10,;< a 
gibt, wo 4 > 0,5 ist, so ist sicher 4 < 0,7. oe 


Eine Voraussetzung iiber die Ordnung der ganzen Fuiktion G(x) 
wurde bei der Ableitung des Hauptsatzes so wenig gemacht, wie bei den 
nichsten Folgerungen, die wir jetzt daraus ziehen wollen. 

Sind d),a,,..- die Nullstellen von G(x), dann ist die Darstellung 
durch die Reihe (1) offenbar unméglich; die hinreichende Konvergenz- 
bedingung (19) des zweiten Teils des Hauptsatzes kann also nicht erfiillt 
sein; diese Bemerkung liefert sofort den 

I. Satz: Sind a,, a,--- die von Null verschiedenen Nullstellen der 
ganzen Funktion Sc,2”, so ist 


(20) Tim Va, --- 4, 1¢,|> 9° 


Die Ungleichung (20) wurde sogar mit der rechten Seite 1 statt ; 
zuerst von Herrn Hadamard*) bewiesen; da der Hadamardsche Beweis 
einer der schwierigsten und weitliufigsten in der Theorie der ganzen 
Funktionen ist, so diirfte der obige ganz einfache Beweis eines wenn auch 
nicht ganz so genauen Resultats willkommen sein; fiir Funktionen end- 
licher Ordnung gab bekanntlich schon Herr Schou einen einfachen Beweis 
des Hadamardschen Satzes. 

Il. Satz: Sind b,,b,,--- die Nullstellen der ganzen Funktion G(x) 
= >c,2” und a,,4,,--- die Interpolationsstellen der Newtonschen Inter- 
polationsformel, so ist die Darstellung (1) unmiglich, wenn 

aa 
im Ve=¢ rs aa a 
ist, also 2. B. immer wenn 
lim ~ = 0 


=e 


ist. 


*) Journ. de Math. (4) Bd. 9 (1893). 
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Denn es ist oe 
lim y,V 4,---a,_, =lim V |b, ---b Vix Oya) 
Vy 1 r—1 Vy i“1 r1 “bya 
dre A ce 
falls wie ja vorausgesetzt der letztere lim existiert =. ob endlich 


oder saerasai da aber nach dem I. Satze lim ny, V0, db, >> ist, wird 


lim y, V\a,---4,_,| = co und die notwendige “Konvergenzbedingung, die im 
ersten Teile Pa Hauptsatzes enthalten ist, ist nicht erfiillt. 

Ahnliches, aber nicht durchaus das gleiche wie der zweite, besagt 
der folgende 

Ill. Satz: Ist G(x) eine Funktion der Ordnung a (0 <«< co) und 
sind a,, @,,--: die Nullstellen einer Funktion H(x), die von einer Ordnung 
B<« ist, so kann die Reihe 

+ ¢,(" — a.) + & (@ — 4) (% — 4) ren 


a, — 
nicht fiir alle x mit lim Ve, <1 konvergieren und die Funktion G(x) 
darstellen *). it 
Es ist nimlich, falls ¢ > 0 ist 


lim —“"- = 0. (P. 8. 282 GI. (8)) 
r=c« pit : 


Soli also die Entwickelbarkeitsbedingung (14) erfiillt sein, dann mub 
um so mehr 


. gl 
lim Vo \e+*le|< co 
sein, bei noch so kleinem ¢ > 0. Daraus folgt aber (P. S. 276), daB G(x) 
nicht von héherer als der, Ordnung f sein kann. 
Die Richtigkeit des Satzes III ist von vornherein zu vermuten; denn 


sind G(x) und H(z) die vorhin so bezeichneten Funktionen von den Ord- 
nungen « und 6 < a, dann gibt es unendlich viele Funktionen von gleicher 


*) Es ist natiirlich leicht méglich, da® unter den Voraussetzungén des Satzes III 
die aus den Funktionswerten G(a,), G(a,), G(a,) --- nach der Methode der Differenzen- 


rechnung gebildete Reihe e+ ¢(e—a) +¢ > = - —S) 4 ...10r alle 2 mit 
= 


lim V| éy| <(1| konvergiert; aber sie stellt dann nicht G(a) dar. 
” Beispiel: a, =|V2xv|; G(a)— sing + — die Interpolationsreihe 
ot €, (@— a) + -- 
wiirde in diesem Falle nicht nach der Funktion G(x), sondern nach der Funktion 
sin « konvergieren. 
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Ordnung mit G(x), die alle an den Stellen a,, a,,--- die Werte G(a,), 
G(a,),--- annehmen, und es liegt kein Grund vor zu erwarten, daB das 
Interpolationsverfahren nach einer bestimmten dieser Funktionen lieber 
als nach irgend einer der unendlich vielen andern konvergiere. Aus dem 
gleichen Grunde diirfte auch Konvergenz mit lim V\e,| = 1 ausgeschlossen 


sein; man kann daran denken, den letzteren hier beiseite gelassenen Grenz- 
fall auch so zu erledigen, daB man neben der Reihe 


G(x) =e, + e(x — ay) + & PME =) 


a, — a 
noch die Reihe 
G(a, §) =&+ e, §(a — G4) +& §? ( —Se 4... Fe 


a, — a, 


betrachtet, wo 0< & <1 ist, und zu beweisen versucht, daB die ganze 
Funktion G(z, ) von =z fiir alle diese Werte — von der gleichen Ord- 
nung wird. 

Ist andrerseits 6 die kleinst mégliche Ordnungszahl fiir Funktionen, 
die die Stellen a,,a,--- zu Nullstellen haben, und ist 6 gréBer als die 
Ordnungszahl « einer vorgelegten Funktion G(x), so ist G(x) vollkommen 
bestimmt, ja tiberbestimmt, sobald die Funktionswerte G(a,), G(a,) --. 
gegeben sind; man kénnte daher vermuten, daB in diesem Falle die Reihe 

G(a) = +¢(¢ —a) +4," aes +. 
konvergiere, was Also schlieBlich auf eine Umkehrung des Satzes LI hin- 
ausliefe. 

Tatsichlich aber ist die ausgesprochene Vermutung nicht richtig; ich 
will dies durch ein extremes Beispiel dartun, bei dem die a, so langsam 
ins Unendliche wachsen, dab es keine Funktion endlicher Ordnung gibt, 
die sie zu Nullstellen hatte, wihrend G(x) eine ganze Funktion von der 
Ordnung Null ist, die trotzdem nicht nach der Newtonschen Interpolations- 
methode mit den Interpolationsstellen a,, a,--- dargestellt werden kann: 

Man wihle die Koeffizienten c, der Funktion G(x) = ¢, + ¢,4 + ¢2*+ 
im allgemeinen gleich Null; nur wenn y eine der noch zu bestimmenden 
Zahlen n,+ 1, m,+1,--- ist, sei e,=(5); G(a) ist offenbar von der 
Ordnung Null. 

m sei willkiirlich > 1; die GréBen a,, a,---a, seien willkiirlich und 
alle dem absoluten Betrag sack >1. Die sukzessive Bestimmung von », 
M,--* sowie von a, fir v >, geschieht dann nach folgenden drei Regeln: 


1. m,,, sei die auf elm folgende ganze Zahl; 
2. der absolute Betrag (nur auf diesen kommt es an) aller a,, fiir die 
n,<v <n,,,—1 ist, sei gleich a,,\3 
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3. [nce ‘os (+ @jait 1)tyses+t; 
dann ist 
9 oo 8 Ohne 5 Ong 1 +1 > 0:41" Ses +1| mn Gprer's 
die notwendige Entwickelbarkeitsbedingung (14) ist mithin nicht erfillt; 
man sieht iibrigens leicht ein, daB gleichzeitig auch die Konvergenz mit 
lim Y\e, = 1 verhindert werden kann; andrerseits folgt aus 1. und 2., daB 


a, ,-1| = |4,| <1g%,,1, daB also fiir unendlich viele v:\a,| <lg(v+ 1) 
ist; die a, kénnen mithin nicht Nullstellen einer Funktion von endlicher 
Ordnung sein. 

Die Divergenz wurde bei diesem Beispiel durch die UnregelmiBigkeit 
des Anwachsens der a,| und der ~ hervorgebracht; und in der Tat ge- 
niigt es tiber die Regelméigkeit des Anwachsens der Interpolationszahlen 
a, (oder der Zahlen =) einfache Voraussetzungen zu machen, um der- 
artige Méglichkeiten auszuschlieBen und um gleichzeitig zu tibersichtlichen 
und umkehrbaren Siitzen iiber ganze Funktionen, insbesondre solehe von 
endlicher Ordnung zu gelangen. 

Ich schicke zu dem Zweck folgende Definition voraus: 

Die Zahlen a,, a,--- heiBen reguliir von der GréBenordnung v’ oder 
kurz von der Grifenordnung v? (0 < 8 < oo), wenn 





3 
v=o” + v=o 


lim fv = 0, lim 3 = 00 

fiir jedes 6 >0; sie heiBen von der Gréfenordnung v*, wenn fiir jede 
noch so grofe Zahl 6 

lim “: — 

— 
ist. 

Die a, heiBeu vom Mazimaltypus (bzw. Minimaltypus) der GréBen- 

ordnung v*, wenn sie von der GréBenordnung v? sind und wenn auberdem 


lim + = 00 
bzw. 
lim “5 = 0 
ist; ist 6 = Null (bzw. = 00), so sind die a, von selbst vom Maximal- 
(bzw. Minimal)-Typus ihrer Ordnung. 
Die a, heiBen vom Normaltypus der GréBenordnung v* (0 < B< oo), 


wenn die beiden Unbestimmtheitsgrenzen g, G von 5 endlich und von Null 
verschieden sind: 


lim “5 —g, lim “; = @. 


v=0 v=o ? 
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Ohne Voraussetzung tiber die Regularitiét des Anwachsens der a, be- 
steht nun zuniichst folgender 


Hilfssatz: Gestattet G(x) = >?c,2” die Darstellung (1) mit lim 
0 


V ¢,|<1, so sind fiir jede reelle Zahl k (>) die beiden Grenewerte 

a) lim #'V\e,| = lim ve, und 

b) lim #Y a,:--a,_,¢, =limr*y,V\a,---a,_, —lim #8, 
(vgl. Hilfssatz Il 5S. 51, sowie 8. 55) stets gleichzeitig Null, endlich wnd 
von Null verschieden oder unendlich grof. 

Aus (13) folgt nimlich fiir v >’: 


AV a8, 18) <r 


1— &, 
und da nach Voraussetzung — unter einer endlichen Grenze g bleibt 


(wenigstens fiir »y >’), so kann der Grenzwert a) héchstens das g-fache 
des Grenzwerts b) betragen. 


Andrerseits folgt aus (16) fiir jene Zahlen v”, bei denen 8, um einen 


endlichen Betrag kleiner als 1, beispielsweise 6, < kd ist: 


Viel< pr ’ 


r+1 


(i = B,) - 
also 


(21) Viei<9B,, 
wo g endlich bleibt; ist aber 6, > = so folgt die Ungleichung (21) fiir 
v>v” schon aus der Voraussetzung lim V\e,|< 1. Danach kann auch der 


Grenzwert b) héchstens das g’-fache des Grenzwertes a) betragen, womit 
der Hilfssatz bewiesen ist. 


Es seien nun die a, von einer bestimmten GréBenordnung v’; a(< oo) 
~ 


sei die Ordnung der ganzen Funktion G(x) = »vre,z” und es sei = > B; 
dann ist die Entwicklung D 


2 — a) (@ —a,) 
a, — % 


G (a) = e+ €,(a — ay) + ¢, ‘ eee 


fiir alle x konvergent; betrachtet man noch die Reihe [ (x) = >ve,z’, so 
ist [(%) eine ganze Funktion der Ordnung e 


Si 1 ve a 
ea a 


=f 
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Solange namlich x < bd — B ist, wird, wenn man noch die Differenz 
1 
(~—6)—* 
1 


é é 

i st _ Ai —— 

lim VY \a,---a,_,¢,|=limy *V|a,---a,_,|-¥* *Vje,| 
r 


=e =x 


mit 0 bezeichnet, 


apad = ey 
=limvy *Vj\a,---a,_,|-limy* *Vjle| =0, 
da hier beide Faktoren gegen Null konvergieren; die letzte Umformung 
ist erlaubt, weil die Regularitaét des Anwachsens der a, die Existenz von 
é 
ig! cia v/; . . . 
lmvy *V\a,---a,_,| gewiihrleistet; es ist also nach dem Hilfssatze 


der vorigen Seite lim »*V|e,|—0, so lange x < ~ — B bleibt; die e, sind 
mithin Koeffizienten einer ganzen Funktion [(), deren Ordnung héchstens 
gleich : ist. 


«a 


Andererseits ist fiir % > : —f, wenn man mit 0’ die Differenz 


x — (< —- 8) bezeichnet, 


: 2%/ “er . ii ai 2x ay 2 « + 2s 1 
lim »* V|a,---a,_,¢,| = lim» V\a,--a,_,|-¥ Vie, 
¥=o roc e 
so 1? 
° ‘ 2» . , 2 —— 
= lim » V\a,---a,_,|-limy“ * V\e,| =o, 
rea r=% 


da hier beide Grenzausdriicke nach oo divergieren; es. ist also auch 
lim» Y|e,|= 00; die Ordnung y von f(x) kann daher auch nicht 
kleiner als _- sein. 
« oe p 

Durch die gleichen Uberlegungen erkennt man umgekehrt, daB die 

Reihe G(x) = ¢ + ¢,(«—a,) + ¢, * —se- “) 4... eine ganze Funk- 
.~ 
tion von der Ordnung « = : , darstellt, wenn die ¢, Koeffizienten einer 
b+ 
7 


ganzen Funktion [ (a2) = dre," von der Ordnung y und die a, von der 
0 


GréBenordnung v* sind. 
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Zu genaueren Aussagen gelangt man, wenn man voraussetzt, daB 
die a, einem bestimmten Typus der GréBenordnung v’ angehéren; es sei 
dies z. B. der Minimaltypus und es mége G(x) vom Normal- oder vom 
Minimaltypus der Ordnung « sein; dann gehért auch [(x) dem Minimal- 


typus der Ordnung y = -, : an; es ist niamlich 


«a 

s 2 

lim v’ Y a, ---a,_,¢,|— lim" Y |a,---a 
=e 


r=@ 


_;|-limv*V |e,|=0, 


1 
also nach dem Hilfssatze von S. 60 auch limy’ VYje,| = 0. Dies gilt 


auch noch im Falle . = £6, so daB also auch dann noch bei den ge- 
machten Voraussetzungen iiber den Typus der a, und der Funktion G(z) 


Konvergenz der Reihe (1) stattfindet, wobei die e, Koeffizienten einer 
ganzen Funktion der Ordnung oo sind; das nimliche tritt ein, wenn 


“= 5 ist und wenn die a, vom Normaltypus der GréBenordnung v’ sind, 


wihrend G(x) dem Minimaltypus der Ordnung « angehért. 


Umgekehrt sei z. B. [ (2) =» e,z” vom Maximaltypus der Ordnung y, 
0 


die a, seien vom Normal- oder Minimaltypus der GréBenordnung v’, dann 
ist G(x) = e+ ¢,(a@ — ay) + & (—a,)(x — a,) 


a, — a, 


Ordnung « = a (daB die Ordnung von G(x) gleich dieser Zahl a sei, 


+--- vom Maximaltypus der 


wird dabei als bewiesen angenommen; s. vorige Seite); es ist nimlich 
1 
lim v’ Y | e,| = oo, 
also auch nach dem Hilfssatze von 8. 60 
1 1 


co = lim v’ V|a,---a,_,¢,|—limv” V|¢,| - lim»? Va, ---a 
‘=o r‘=@ 


r=oe 


v-1) 


da hier der zweite als Faktor auftretende Grenzwert nach Voraussetzung 
nicht unendlich wird, muB es der erste werden, w. z. b. w. 

Ich stelle zum SchluB diese Resultate mit einigen anderen, die sich 
in gleicher Weise aus anderen Voraussetzungen iiber die a,,c,,e, ergeben, 
zu einem allgemeinen Satze zusammen: ~ 


Versucht man, die ganze Funktion der Ordnung « G(x) = >a 
0 
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mittels der Interpolationsstellen a,, die von der GréBenordnung v° sind, in 
die Reihe G(ax) = ey + ¢, (a — a) + ¢ @— 2" —%) gy entwickeln, bei 4 


a, — a, 
lim y |e,| <1 sein soll, so ist diese Butolchiiane unmiglich, falls B > - 
ist; sie ist moglich, falls 8 <+ ist; betrachtet man im letsteren Falle noch 


die Reihe T(x) = > e2", so ist T(x) eine ganze Funktion von der Ord- 
0 





nung = 
7 
r(2) ist vom Minimaltypus dieser Ordnung, wenn entweder bei G(zx) 
und bei den a, zugleich der Minimaltypus, oder auch, wenn nur einmal, der 
Minimaltypus, das andere Mal der Normaltypus auftritt. Dieses Resultat 


gilt auch noch, wenn B = = ist. 

Gehoren — die a, als auch i dem Normaltypus an, so auch 
T(x), wenn B <= - ist; ist aber B = —, dann kann, wenn iiberhaupt Kon- 
vergenz eintritt poe méiglich, aber nicht notwendig ist) >on keine ganze 


transzendente Funktion, sondern nur eine Potenzreihe mit endlichem Kon- 
vergenzradius R > 1 sein. 

Gehiren endlich G(x) und die a, entweder beide dem Mazximaltypus 
an oder tritt einmal der Maximaltypus, das andere Mal der Normaltypus 


auf, so gehort, falls B <= ist, auch T(x) dem Masximaltypus an; ist aber 
=, so ist bei dieser Typus- Verteilung die Entwicklung iiberhaupt nicht 


, 


miglich (wenigstens nicht mit lim V\e,| <1). 


Bei Zugrundelegung tie. "Lindelaf schen Ordnungsbegriffs lieben sich 
diese Angaben noch verschirfen, und es lieben sich dann auch im Falle 
des Zusammentreffens des Minimaltypus der a, mit dem Maximaltypus von 
G(x) und umgekehrt Aussagen machen. 

Geht man umgekehrt von einer Rethe 
G(x) = ey + €,(% — ay) + &~ E ae *) 
aus und ist T(x) = ea” eine ganze Funktion von der Ordnung y, wihrend 

0 
die a, von der Gripenordnung v? sind, so ist G(a) von der Ordnung 
jo— 1 > gehirt T (a) a) dem Maximaltypus, b) dem Normaltypus, c) dem 


aa 
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Minimaltypus, d) dem Masximal- oder dem Normaltypus, e) dem Minimal- 
oder dem Normaltypus, f) dem Normaltypus, g) dem Normaltypus an, 
wiihrend gleichzeitig die a, a) dem Minimal- oder Normaltypus, b) dem 
Normaltypus, ¢) dem Masximal- oder Normaltypus, d) dem Minimaltypus, 
e) dem Mazximaltypus, f) dem Minimaltypus, g) dem Mazximaltypus ange- 
hiren, so ist G(x) a) vom Mazimaltypus, b) vom Normaltypus, ¢) vom 
Minimaltypus, 2) vom Masximaltypus, e) vom Minimaltypus, f) vom Mazi- 
maltypus, g) vom Minimaltypus. 

Auch hier lieBen sich auf Grund des Lindelifschen Ordnungsbegriffes 
weitere Fiille unterscheiden. 

Ist T(x) keine ganze Funktion, sondern eine Potenzreihe mit einem 
Konvergenzradius R > 1, so ist die Ordnung « von G(x) gleich + und G(2x) 


p 
gehirt dem Masximal-, Normal-, Minimaltypus dieser Ordnung an, jenach- 


dem die a, vom Minimal-, Normal-, Mazximaltypus der Gripenordnung 
v? sind. 


Sind die a, von der GréBenordnung v’, so gibt es bekanntlich eine 





ganze Funktion H(z) der Ordnung 7 aber keine von niedrigerer Ord- 
nung, die die a, zu Nullstellen hat; sind die a, vom Maximal-, Normal-, 


Minimaltypus der GriBenordnung v’, so kann bei nicht ganzzahligem 7 


H(z) ais vom Minimal-, Normal-, Maximaltypus, aber keinesfalls von 
einem niedrigeren Typus angenommen werden; ist aber 5 eine ganze 
Zahl, so kann fiir H(x) ein héherer Typus als soeben angegeben der 
kleinstmégliche sein (s. Pringsheim, 5. 316/17). 


Man kann daher einen Teil des vorhin ausgesprochenen Satzes auch 
so formulieren: 


Sind die a, von einer bestimmten GriBenordnuny v*’ und ist H(ax) eine 
Funktion von miglichst kleiner Ordnung und miglichst niedrigem Typus, 
welche die a, eu Nullstellen hat, so ist die Darstellung (1) der Funktion G(x) 
mit lim 'V | e,|< 1 unméiglich, sobald von G(x) die Ordnungszahl oder bei 


gleicher Ordnungszahl der Typus hiher ist als von H(x); jene Darstellung 
ist immer miglich, sobald die Ordnungszahl von G(x) Kleiner ist als die 
von H(x); sie ist auch miglich bei gleicher nicht ganazahliger Ordnungszahl 
von G(x) und H(x), wofern nur der Typus von G(x) ein niedrigerer ist 
als der von H(z). 

DaB bei diesem Satze eine Voraussetzung iiber die Regularitat des 
Anwachsens der a, wirklich nétig ist, zeigt das Beispiel von 8S. 58/5%. 











=s os f “= 
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§ 3. 
Anwendungen. 

A) Darstellung der Funktionen o*, sin x, cos z. Bei den Funktionen a’, 
sin z, cosz sind die Zahlen y,, welche die GréBenordnung der Potenz- 
reihenkoeffizienten messen (s. S. 51), von der GréBenordnung -; bilden 
daher die Interpolationsstellen a, beispielsweise eine der folgenden Reihen: 


O, h, 2h, 3h,--- oder +0, +h, + 2h, + 3h,--- 
oder 
h, 3h, 5h,--- oder +h, + 3h, + 5h,-- 
oder 


9,9+h, 9+ 2h, 9+ 3h,---, 
wo g und h irgend welche GréBSen bedeuten, so wird man immer bei ge- 
niigend kleinem |h| auf Konvergenz der Interpolationsreihe (1) rechnen 
diirfen; denn in den angegebenen Fiaillen wird fiir hinseichend maser 


die hinreichende Konvergenzbedingung (19) lim V/|a, ---a,_,¢, <; 


fillt. Man erhalt die betreffenden Reihen am einfachsten mittels Pe be- 
kannten Schemas der Differenzenrechnung*), so z. B. 


fa1+¢-)Etere—y 








1-2-3-h® -h* 


+ e-M(ed — 19 2E— NEEM E— 2) @ +3) 


(22) +e-*"(e—1 1yp7@—"! EM 1 the — 1y2e— ee 
| 1-2-8-4-5-h5 » aaban 


Auf Grund der hinreichenden Rennngenabelingany (19) ist die Richtig- 


keit der Gleichung (22) gewiihrleistet, wenn lim fo -<4 = ist, dh. 

wenn h| <1 ist; tatsiichlich konvergiert die rechte Seite von an, solange 
- 

(28) os} <1, 








wie man unschwer erkennt, wenn man den Quotienten zweier aufeinander- 
folgender Glieder anschreibt; fiir reelle h ergibt dies z. B. den Spielraum 
— 1,76275 ---<h< + 1,76275---; daB, auch wenn h/ der erweiterten 
durch (23) definierten Umgebung der Stelle h = 0 angehért (h = 0 selbst 
ausgeschlossen), der Grenzwert auf der rechten Seite von (22) gleich e* 





*) Vgl. fiir das Folgende C. Runge, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 46 (1901), 
8. 224—230. 


Mathematische Annalen. LXX. 5 
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wird, erkennt man ohne weiteres aus dem Umstande, daB fiir irgend ein x 
und fiir alle diese h die rechte Seite von (22) eine eindeutige regulire 
Funktion von h ist, oder vielmehr eine Konstante in bezug auf h, da sie 
eine solche, nimlich ¢, in dem Teilintervall 0<|h <1 ist. 

Ersetzt man in (22) h durch hi, x einmal durch zi, das andere Mal 
durch — zi, dann erhilt man mittels einer kurzen elementaren Rechnung: 





an —— = sing = sink [+ — 9? sin?» Et = h) 
h (a + 2h) (w + h) x(e — h) (@ — 2h) 
+ 2* sin‘ > 1-2-3-4-5-h' — +--+}. 


Diese Reihe konvergiert und stellt die Funktion sing dar, solange h von 
Null verschieden ist und im 0. in der durch die Ungleichung 
(25) ‘sin Ls <1 

definierten Umgebung des Punktes h =O bleibt; fir reelle  ergibt (25) 
den Spielraum —a<h< +2, wihrend man auch hier aus der hin- 
reichenden Konvergenzbedingung (19) zuniichst nur auf den Spielraum 
—1<h< 1 hitte schlieBen kénnen. 

Durch eine durchsichtige Variabelntransformation ergibt sich aus (24) 
die 5S. 49 als Beispiel angefiihrte Formel (3); auch die iibrigen derartigen 
Vieta-Newtonschen Formeln*) lieben sich auf dem hier eingeschlagenen 
Wege ableiten, der zwar ein weniges aus der allgemeinen Theorie des 
zweiten Paragraphen voraussetzt, aber schlieBlich doch in ganz besonders 
einfacher Weise zu jenen Formeln fiibrt. 

Gibt man sich die Funktion a an den Stellen « = g, 9g +h, g + 2h,---, 
dann liefert wieder das Schema der Differenzenrechnung 

one i — — h)) ? 
at = a (1 + & h(a = 1) aN (— He — er) (a a’ — 1) 
|, @=ne— at me—ot% « h hey 


1-2-3-h® 


und man sieht genau wie bei den andern Beispielen, dab diese Gleichung 
fir alle « in derjenigen Umgebung der Stelle h=O gilt, fiir die 
a*—1\ <1 ist. 


B) Die Potenzreihen der ganzen Funktionen von ;~—- F(z) sei eine 
ganze transzendente Funktion von | +, gestatte also die drei Dar- 


stellungen: 





*) 8. z. B. Encyklopiidie d. math. Wiss. Bd. II, 3, 8. 35; die ,neuen Reihen* 
Davids (Bull. soc. math. France 11 (1883), 8. 72) sind nichts anderes als spezielle 
Fille von zweien jener liingst bekannten Reihen. 
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|i—2| 


Fa Selte-)- Bella) tm |eal<e, 
0 


(26) F(@) = Se,(,4,) tor |p45| <0, 
0 





(28) F(a) = Sva,e’*) fir (2 <1. 
0 


Zwischen den Koeffizienten a, und ¢, besteht, wie eine leichte Rechnung 
zeigt, fir vy >1 die Beziehung: 


$= r(v) ’ 
wenn 
(29) T@)ma tay +qe peo +. 
gesetzt wird. 


1 


Ist nun F(x) eine ganze Funktion der Verinderlichen — (oder 
— 2) von der Ordnung «, so ist nach dem Satze von 8. 53 [(a) eine 


ganze Funktion von der Ordnung ~ und [ (a) ist vom gleichen Typus 


wie F(2).**) it? 
Geht man umgekehrt von der Reihe F(x) -> a,x” aus und ist 


0 
fir v>1:0(v)=—a,, wobei [(x) eine ganze Funktion bedeutet, die 
hichstens vom Minimaltypus der Ordnung 1 ist, dann gestattet nach dem 
Satze von S. 53 [(«) die Entwicklung 


(a) =e +e 2 +2 VE—9 ,. 


deren Koeffizienten e, die Gleichung lim V e,| = 0 erfiillen, und F(a) abt 
sich umformen in die Reihe a, +e ¢,(;* a) , ist also eine ganze Funk- 


tion von — @(-*3); deren Ordnung @ hiingt mit der Ordnung y 


*) Es sei gestattet, die Bezeichnung a, hier in underer Bedeutung wie im 
vorigen Paragraphen zu benutzen. 

**) [ (a) ist also von einer Ordnung 7 < 1 oder vom Minimaltypus der Ordnung 1; 
es wird im allgemeinen keine Funktion [,(x) von gleicher Ordnung und von gleichem 
Typus wie [(a) geben, der Art, daB® fiir alle » (auch fiir »=0) [,(v) =a, wiire; 
denn [,(a2)—f(a) wire, ohne identisch zu verschwinden, fiir «—1,2,... gleich 
Null, es miiSte also mindestens eine der Funktionen F(a), [,(@) mindestens vom 
Normaltypus der Ordnung 1 sein. 


5° 
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von [(xz) nach dem Satze von 8. 63 durch die Gleichung « = —— zu- 
—-—1 
sammen; der Typus von G(x) und von [(x) ist der namliche. 
Man hat somit den Satz: 
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die Potenzreihe 


Sat eine ganze Funktion von —- : G( ; ) vom Minimal-(Normal-, 





1—2z 1— z 
Mesimeal-)Tupus der Ordnung « darstelle, ist, daB eine ganze Funktion T(x) 
vom Minimal-(Normal-, Maximal-)Typus der Ordnung ; Cxistiert, der 
Art, dap fiir v>1:0(v) =a,*) wird. ‘ts 
Beispiel: Die Funktion (cosaV zx)’ ist vom Normaltypus der Ord- 


nung +3 daher stellt die Reihe >> (cos xVv)*2” eine ganze Funktion von 
0 


1 


i, dar, die dem Normaltypus der Ordnung - ; = 2 angehért. 


i—_ 
2 
Das Produkt zweier ganzer Funktionen [(z), [,(x), die beide hichstens 
vom Minimaltypus der Ordnung 1 sind, ist wieder eine soleche Funktion 
[,(«), deren Ordnungstypus, d. h. deren Ordnung samt Typus in leicht- 
ersichtlicher Weise durch Ordnung und Typus von [(#) und [,(z) be- 


stimmt ist. Daraus folgt: Stellen die beiden Potenzreihen a2 und 


% 0 
>be je eine ganze Funktion von a dar: G(,*,) und G,(;- 4), 
0 


so stellt auch >,a,b,2” eine solche Funktion: G,(;~,) dar. Der Ord- 


nungstypus der Funktion G, wird von mindestens einem der Ordnungs- 
typen von G und G, erreicht, von keinem iibertroffen. Line leichte 
Verallgemeinerung des letzten Satzes habe ich friiher einmal ohne Beweis 
mitgeteilt *) 


*) DaB es keinenfalls mehr als eine derartige Funktion [(x) geben kann, ist 
evident. . 
**) Jahresbericht d. D. Math.-Ver. 16 (1907), 8. 295/296. 














ons 
ion 
ht- 
be- 


ind 


ird- 
1gs- 
hte 
veis 


, ist 








E. Lannavu. Nichtverschwinden Dirichletscher Reihen. 69 


Uber das Nichtverschwinden der Dirichletschen Reihen, welche 
komplexen Charakteren entsprechen. 


Von 


Epmunp Lanpau in Gittingen. 


Dirichlets beriihmter Beweis des Satzes von den Primzahlen einer 
arithmetischen Progression gelingt bekanntlich nur nach Uberwindung 
folgender Hauptschwierigkeit. Es muf nachgewiesen werden, dab gewisse 
Reihen, deren Konvergenz leicht erkannt wird, eine von Noll verschiedene 
Summe haben; dies sind die Reihen 


n=1 


wo z() einen vom Hauptcharakter verschiedenen Charakter modulo k 
bezeichnet*). 

Der Nachweis des Nichtverschwindens dieser Zahlen war bei Dirichlet 
verhiltnismaBig leicht im Falle eines komplexen Charakters, dagegen 
iuBerst schwierig bei reellen Charakteren. Die weitere Entwickelung der 
analytischen Zahlentheorie hat den Nachweis fiir reelle Charaktere suk- 
zessive so weit vereinfacht, daB er jetzt ganz kurz geworden ist. Was 
jedoch komplexe Charaktere angeht, so hat man Dirichlets Beweisgang 
noch nicht wesentlich verkiirzt. Auch ich befolge im § 105 meines Buches 
véllig Dirichlets klassische Methode, welche auf folgendem Kunstgriff be- 
ruht. Man multipliziert alle p(k) =h Reihen 


L,(8)= > ®2, 


n=1 


welche den verschiedenen Charakteren (x=—1,2,---,) entsprechen, fiir 


*) Uber die Bezeichnungen und das Historische vergl. z. B. mein ,,Handbuch 
der Lehre von der Verteilung der Primzahlen“, Leipzig und Berlin (Teubner), 1909. 
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s> 1 und gelang. mit Riicksicht auf das positive Vorzeichen aller vor- 
kommenden Koeffizienten im Exponenten der rechten Seite von 


~ 1 


i a5 
L,(s)L,(8) ... L,(s)=e#=1"” 
bald zu der Erkenntnis, daB fiir jeden komplexen Charakter 
L,(1) +0 
ist*). 

Seitdem habe ich jedoch erkannt, daB jener Nachweis viel kiirzer 
gefiihrt werden kann,.indem man nur drei der h Funktionen L,(s) her- 
anzieht: auBer der gegebenen die beiden, welche dem Hauptcharakter und 
dem Charakter 73(”) entsprechen. Diesen neuen Gedanken habe ich zu- 
erst in einer friiheren Arbeit**) zu ganz anderen Zwecken in die Prim- 
zahltheorie eingefiihrt. Jetzt erméglicht er auBer dem abgekiirzten Nach- 
weise von 


L,(1)+0 


1 
| L, (1) 

(gleichmaBig fiir alle x, denen ein komplexer Charakter entspricht) als 
Funktion von k viel schiirfer nach oben abzuschiitzen als bisher méglich 
war***). Durch das Multiplizieren aller h Reihen kam bisher stets das h 
an einer Stelle in den Exponenten, wo die neue Anordnung eine absolute 
Konstante einftihrt. Ubrigens hatte ich in meinem ohnedies schon recht 
umfangreichen Buch diese Abschitzung sowie manche andere vom Haupt- 
zweck abseits fiihrende Untersuchung unberiihrt gelassen. Sie findet sich 
ausgefiihrt: 1. unter Benutzung der Reihen L,(s) bei Kronecker+) und 
viel einfacher bei Herrn Mertens}+); 2. ohne die Variable s bei Herrn 
Mertens++7+). 

Im §1 gebe ich den neuen Beweis des Nichtverschwindens ohne 
Riicksicht auf Abschitzung. Dieser Beweis lieBe sich leicht zur wirklichen 


auch, die Zahl 





*) Auch Herrn Mertens’ Umarbeitungen des Dirichletschen Beweises (vergl. die 
im Handbuch mit 4, 6 und 7 bezeichneten Abhandlungen), bei denen er von der 
Variablen s befreit wird, behalten den Grundgedanken der Multiplikation aller q(k) 
Reihen bei. 
**) Es ist die im Handbuch mit 40 bezeichnete Abhandlung. 
***) Mit anderen Worten, es wird die — nur von k abhingige — griBte jener 
endlich vielen Zahlen abgeschiitzt. 
+) Vergl. 8S. 486—492 seiner ,,Vorlesungen iiber Zahlentheorie“, Bd. 1, Leipzig 
(Teubner), 1901. 
+t) Vergl. z. B. die entsprechende Behandlung einer allgemeineren Aufgabe 
in 11, 8S. 585—587. 
ttt) Vergl. 4,6 und 7. 
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Aufstellung einer Schranke verwerten; doch lege ich im § 2 einen etwas 
modifizierten Ansatz zu Grunde, der zu einer schiirferen Endformel fihrt. 
Ich beweise dort die Abschitzung 


1 
L,() aa O(log® k) ? 


d. h. die Tatsache, daB fiir jedes*) k>5 und jeden komplexen Charakter 
modulo k die Zahl 


log®k Se (m)| 


unterhalb einer absolut festen (d. h. von * und dem Charakter unabhin- 
gigen) Konstanten liegt. 

AuBerst merkwiirdig ist die Aunlegio dieser Methoden und Ergebnisse 
bei der Abschitzung einer Funktion des ganzzahligen k mit den ent- 
sprechenden Methoden und Ergebnissen meiner friiheren Untersuchungen, 
bei welchen gewisse Funktionen der komplexen Variablen s auf der Ge- 
raden s=1-+ ¢i fiir wachsendes positives ¢ abgeschitzt wurden. An sich 
haben beide Probleme nichts mit einander zu tun. 


§ 1. 
Es sei z(”) ein komplexer Charakter modulo k; fiir jedes zu k teiler- 
fremde n ist 
y(n) = ert — 
wo #(m) reell ist und durch 
O< @(n) <2 
eindeutig festgelegt sei. Es ist y°(m) auch ein Charakter modulo k und fiir 
jedes zu k teilerfremde n 
17(n) = Fo, 
Sicherlich ist y?(n) nicht der Hauptcharakter, da sonst y() reell wire. 
Es werde 


. z(”) f 
— ne = L(s) 


und 


n=1 
gesetzt; bekanntlich konvergieren diese Reihen fiir s> 0. 


*) Fir k =1,2,3,4 gibt es keinen komplexen Charakter, iibrigens fiir k = 6, 8, 
12, 24 auch nicht. 
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Fiir s>1 ist 





> 
L(s)—e™™ 
Rx ™) 
mp™* 
L(s)|=e™™ 
bp 
(1) — 
wo .>” bezeichnet, daB nur die zu k teilerfremden p™ in Betracht kommen. 
Ebenso ist fiir s >1 


cos (2m(p™)) 
m pms 
(2) | M(s) —e™™ : 


ferner ist fiir s> 1 





~ & 
es mp 


E(s)=—en™ 


ly 


1 
mpme 
. 


(3) >enm 
Aus (1), (2) und (3) folgt fir s>1 

3+ 4 cos (w (p™)) + 200s (2m (p”)) 

> mpné cae 


(€(s))| L(s)|*| M(s))?>e™™ ' 
da fiir alle reellen # 





3 + 4cos# + 2cos2#=(1 + 2cos#)* 
>0 
ist, ergibt sich fiir s > 1 
(4) (§(s))*| L(s) |*| M(s) |? >1. 
Fir 1<s< 2 ist 


¢(s) =1 > 


<14+fS 
1 


1 
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(4) liefert also fir 1l<s<2 





~ 
(6) 1<g=plLOl| MOP, 
3 
(s — 1)* 
L s)| > ——_— 
IL(e)| V8vim@| 
= it 
2y\ M(s)\’ 


‘1 ~ o¢—ntyfM@l 


Wire nun 
L(1) = 0, 


so ware wegen der Differentiierbarkeit von L(s) an der Stelle s=1 fiir 
zu 1 abnehmendes s ein endlicher Grenzwert 


— ’ 
lim Pa) = ['(1) 
vorhanden, folglich 
| L (s) | 


lim —a 


=|L(1)|, 


wihrend der Nenner der rechten Seite von (6) gegen 


2-0-Y|M(1)| =0 
strebt, also die rechte Seite von (6) unendlich wird. Daher ist 
L(1) + 0. 
§ 2. 


Es sei 7(m) ein beliebiger, reeller oder komplexer, jedoch vom Haupt- 
charakter verschiedener Charakter modulo /. Eo ipso ist dann k > 3. Be- 
kanntlich ist, wenn & konsekutive ganze Zahlen n=y+1,---, y+hk 
durchlaufen werden, 


Es werde fiir jedes x = 1, 2,--- 


> un) = S(2) 
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gesetzt. Dann ist stets S(x) gleich der Summe von hiochstens i — 1 
konsekutiven Gliedern 7(m), also*) 


(7) |S(2)| <k. 
Aus (7) folgt fiir s> 1 


L(s) ->" u(n) 


SH 4 pees - 8@- 1) 


n=k+1 


Se Ss (t.- et +7) — era 


n=k+1 


- 2). it S50 (5 CESE 


n=k+1 


(Li) <>t Re a) 


n=k+1 


<2+logk 
(8) < A, logk, 
wo A, (desgl. in der Folge A,,---) eine absolute, d. h. von & und dem 


betreffenden Charakter unabhingige Konstante bezeichnet. 
Aus der Identitit 


*) Ubrigens lieBe sich leicht | S(«) << und sogar | S(«) <3 beweisen; doch 





liefert dies keine Verbesserung der GréSenordnung in der Endformel. Es ist nimlich, 
wie ich gefunden habe (vergl. z. B. § 59 des Handbuches), 


lim inf 


k=@ 


h log log k > 
_ 0, 


folglich a fortiori 


1 1 
logh (jog) 
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L'(s) = ->' —™ " 


n=2 

-->", z(n) a - sis (n) — Sie —1)) = 
n=k+1 

-- 3% log » ~Y'sin n) (8 a. ee ety tt) 
n=k+1 


folgt ferner fiir s>1 mit Riicksicht auf (7) und die fir s>1,n>3 
giiltige Ungleichung*) 


logn _ log (+ 1) >0 
n* (n +1) 
die Abschitzung 


L'(s)| <Det e (" — ‘et t) 








n=k+1 
: ] log (k -} 1) 
og n log (h-- 1 
—2 ne tery 


n=2 


1 log k 
<> ee 


<logk-logk + logk 
(9) < A, log? k. 





Es sei nunmehr y(n) der komplexe Charakter modulo /, fiir welchen 


i (n) 


nach unten abgeschitzt werden soll. Ich unterscheide zwei Fille, je 
nachdem °(m) der Hauptcharakter ist oder nicht. 
I. Es sei y°(m) nicht der Hauptcharakter. Dann werde neben 


*) In der Tat ist fir s>1, u>e 
6 tge _ t—slge 
du gf ogttt 


<0. 
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L(s) = 4 


n=1 
M(s) -> a 
n=1 
o~ 8; 
N(s) -> z a 
n=1 


betrachtet. (8) ist auf jede dieser drei Funktionen anwendbar; insbesondere 
ist fir s>1 


und 


auch die Funktion 


(10) M(s)| < A, log k 
und 
(11) |N(s) <A, logk. 


Nun ist fiir s > 1 


Wr 5+ 8 eos (e»(p™)) + 4008 (2 «(p)) + con (S.co(p™)) 
(£(s))° | L(s)|*| Mis) *|N(s)| > eb mpm 
wegen 
5 + 8 cos # + 4 cos 24 + cos 3% = (1 + cos #) (1 + 2 cos #) 
> 0 


’ 


ist daher fiir s > 1 
(€(s))° | L(s) *| M(s)* N(s)| > 1. 
Fiir 1 < s < 2 ist also 


25 
a 


(s — 1)® 


folglich nach (10) und (11) 


L(s)\* M(s)\*| N(s) > 1, 


9d 
: | 


l< (s —1)*! 


L(s)|* A, log’ k, 


(s— 1) 


L(s) . . - 
24 log * k 


—1)8 

(12) a 2—*. 
A, log* k 
Ferner ist nach (9) fiir s> 1 





| L(s) — L(1) =| JL waw 


(13) < (s — 1) A, log? k. 
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Aus (12) und (13) folgt fir 1<s< 2 
L(1)| = | L(s) — (Li) — L()) 
> |L(s) —| L(s) — (1) 


s—1) 
~, & s) —(s— 1) A, log” k 
A, log* k 
- | — = (5 _ @— nhs, sleet dD. 
A, log* k 


Hierin bestimme ich s durch die Gleichung 


, 3 21 1 
(s — 1)A, A, logs k = =} 


sie liefert den Wert 

owt 4 * 
(2 A, A,)* log’ k 

der wirklich (wegen A, >1, A, > 1) zwischen 1 und 2 gelegen ist. 

(14) ergibt nunmehr 


| L(1)| > 


So & 


A, log* klog*k 


1 
(15) = A, log* k’ 
Il. Es sei y°(m) der Hauptcharakter; dann ist y?(m) zu y(m) kon- 
jugiert, also fiir s > 1 7 . 
|L(s) =|M(s) , 
und (5) ergibt fir 1<s<2 


8 > 
l< = ps! L(s) |"; 
= § 
IL@|>V=*, 


L(1)|>Y4=* — (6 — 1) A, log? k 
—V*—* (| —2YVs—1 A, log? k); 
wird 
1 
S=1+ G4) logtk 


gesetzt, so ergibt sich 
(16) | L(1)| : 


7 A, log*k 











| 
| 
‘ 
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(15) und (16) besagen zusammen fiir jeden komplexen Charakter 
modulo k 
1 
L(1)| > A, log*k’ 
womit das in der Einleitung angegebene Ziel 
i : 
L,@~ O(log® k) 
erreicht ist. 
Auf die Benutzung von Cosinus-Ungleichungen vierten und héheren 
Grades verzichte ich, da das betreffende Minimalproblem (der bestmég- 


lichen Cosinus-Ungleichung) aus § 65 des Handbuchs trotz wertvoller 
Beitriige*) der Herren I, Schur und O. Toeplitz noch immer ungeldst ist. 


Frankfurt am Main, den 19. Marz 1910. 


*) Vergl. die Quellenangaben zu § 65 auf 8S. 891—893. 
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Uber die Auflésung unendlich vieler linearer Gleichungen mit 
unendlich vielen Unbekannten. 


Von 


Kui Hine in Wirzburg. 


Die Frage nach der Auflésung unendlich vieler linearer Gleichungen 
wurde bekanntlich von Hill, Poincaré, H. v. Koch in Angriff genommen 
und neuerdings von Hilbert*) einer sehr tiefgehenden Untersuchung unter- 
zogen. Hilbert betrachtet das folgende Gleichungssystem: 

(1+a,,)2, + Ayg%y + A323 +++ =H, 
Gy, 2, + (1+-dyy) ay + Ugg ty +--+ = Ye, 
As, %, + yy L_ + (1+ ayy) ay + +-- = yy, 


dessen Koeffizienten der Bedingung unterliegen, daB die Bilinearform: 
A(z, y) = >) Hy Xp, 


P47 
eine vollstetige Bilinearform ist, und als dessen Lisung nur solche Werte- 
systeme in Betracht kommen, fiir welche > konvergiert. Ebenso ist 


> als konvergent vorausgesetzt. 


Die v.nschligigen Untersuchungen werden von Hilbert wesentlich auf 
folgenden Satz gestiitzt, der im Mittelpunkte der Theorie der vollstetigen 
quadratischen Formen steht: 

Wenn eine beschriinkte quadratische Form K(x, y) volistetig ist, so lapt 
sie sich stets durch eine orthogonale Substitution in die Gestalt bringen: 

K(a, 4) =k, L, (x) + ky L,(#)? +--+, 
wobei die Gripen k, wenn sie in unendlicher Zahl vorkommen, Null als 
einzigen Verdichtungswert haben. 


*) Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen [4. Mit- 
teilung, Gittinger Nachrichten 1906]. 
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Die weiteren Untersuchungen *) gehen nun darauf aus, die Bedingungen, 
denen die Koeffizienten unterliegen, nach Méglichkeit einzuschrinken. Am 
weitesten kommt E. Schmidt, |. ¢., welcher den Koeffizienten des Glei- 
chungssystems: 

yyy H+ Ayyh, +s =H, 
Gg, %, + Ayg®, +++ = Yy, 


nur die Bedingung auferlegt, daB fiir jedes i aa konvergiert, wihrend 


wieder solche Lésungen allein in Betracht kocamen, fiir welche a 
konvergiert. 

Es scheint mir nun in Hinsicht auf eine einheitliche Darstellung der 
Theorie der quadratischen Formen von Interesse, zu zeigen, daB man auch 
hier eine Auflésungsmethode unter Zuhilfenahme einiger weniger formaler 
Umformungen aus dem oben angefiihrten Hilbertschen Satze erhilt, wie 
wir im folgenden zeigen werden.**) 


§ 1. 
Definitionen und Hilfssitze. 


1) Es ist stets (Dm ED u? a (Hilbert 1. c., S. 176). 


2) Eine Funktion F (a1, %,°° ) der unendlich vielen Variabeln Ly Bqy°** 
nennen wir beschriinkt, wenn 


| F(a, 2, ° + -)| <M, 


Das 1, 


sobald 


wobei M eine feste endliche Zahl ist; wir nennen sie vollstetig, wenn 
unter der gleichen Voraussetzung iiber die z;: 
lim F(a, +&, Ly t &,°° ‘) = F(x, U,°° ‘)y 


4,=0,4,=0,--- 


wie auch immer die ¢ nach Null konvergieren (1. c., 8. 176, 200). 

*) E. Schmidt, Uber die Auflésung linearer Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbekannten [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 25, 8. 53—77]. 

O. Toeplitz, Die Jacobische Transformation der quadratischen Formen von un- 
endlich vielen Veriinderlichen. Gittinger Nachrichten 1907, 8. 101—109. 

E. Hilb, Uber die Auflésung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Un- 
bekannten [Sitzungsberichte der Physikalisch -medizinischen Sozietit in Erlangen 40}. 

*) Nachfolgenden Beweis trug ich im Wintersemester 1908—1909 in der Vor- 
lesung vor. 
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3) Ist die beschrainkte Bilinearform: 
A(x, y) -> Gn Yi Ly 
i,k 


volistetig, so ist auch: 
A(x, +) Aly, -) -> > 0% > An Ve 
i k k 


eine beschriinkte vollstetige Form (1. c., 5. 218). 
4) Wenn 
L,(@) = 1,2, + ha +--+, 
Ly (X) = bgp %, + lygty +--+, 
ein orthogonales System bilden, d. h., wenn fiir jedes p 


L,(:) L,() =>, = 1, 
r=1 





L,(:) L,(-) => Iyrly, = 0, sobald q + p, 
rai 


so kann man dieses System durch ein anderes orthogonales System M,(z) 


erginzen, sodaf 
VH-TLOr+D Mer 
P ? 


ist, und daB die Systeme ZL und M ebenfalls zueinander orthogonal sind 
(Le, 8. 196). 

Dazu kommt noch 

5) der in der Kinleitung zitierte Satz (1. ¢., 8. 201). 


§ 2. 
Durehfiihrung der Untersuchung. 
Es sei das Gleichungssystem vorgelegt: 
Gy, XZ, + ygXy +++ = E,, 
(1) Gy, T, + Ayy%y + +++ = Cy, 


dabei ist >a, =m, und m, fiir jedes i eine feste endliche Zahl. 
k 


Es ist zu untersuchen, welchen Bedingungen die @, unterliegen, damit 
das Gleichungssystem Lisungen z; mit konvergenter Quadratsumme hat, 
und die méglichen Liésungen sind alle anzugeben. Bei der Behandlung 
wollen wir den Grundgedanken der einzelnen Schritte durch Numerierung 
hervorheben. 


Mathematische Annalen. LXX. 6 
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I. Wir machen die zu dem Gleichungssysteme gehiérige Bilinearform 
zu einer volistetigen. 


Zu diesem Zwecke dividieren wir die i* Zeile durch Y2m, und setzen: 
Sa 7 é 

V 2m, va V2 m; 

sodaB wir das Gleichungssystem erhalten: 


=, 


Oy, 2, + Ayg%, +-+- =, 
(2) Gy, %y + Agg%y +--+ = Cy, 


Die Gleichungssysteme (1) und (2) sind iquivalent. Da nun: 


ae. =m, 
> 3< M, 


‘ 


so ist nach § 1, 1), sobald 


é?< m,M, also g<s 


und > c? konvergent. 
Multiplizieren wir daher die i* Zeile mit einer willkiirlichen GréBe y,, 
fiir welche y; = 1, so erhalten wir 
Sw-1, 


(3) Ps > 2% = 24M 


t=1 k=1 


wobei die linke Seite eine vollstetige Bilinearform ist. 


Il. Wir fihren das Problem auf die Behandlung einer vollstetigen 
quadratischen Form zuriick. 


Man setze jetzt: 


(4) — €, = Ay Xp, 

dann erhalt man statt (3): 

(5) A(z,y) =>) > aunty =, 
é=zl1 &£=0 


und da diese Gleichung identisch in den y bestehen soll, so ist sie aqui- 
valent mit dem Gleichungssystem (2). Wir bilden dann: 





be 
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(6) A(z, +) A(y,*)= > > 4;,%,° > anh= > > a,,%, > an, 
$> Dounce +> Denereuve 
i=1 k=0 


f=1 k=l 
Ist aber: 


(7) A(z, -) A(y,-)=0 

fiir ein Wertesystem der « von konvergenter Quadratsumme fiir alle y mit 
konvergenter Quadratsumme, so ist (2) erfiillt und umgekehrt. Denn im 
ersten Falle ersetzen wir y, durch z, und erhalten eine verschwindende 
Summe von reinen Quadraten, von denen also jedes einzelne verschwinden 
muB8; im zweiten Falle ist A(z, y) identisch fir alle y Null, und (6) ent- 
steht ja aus (5), indem wir fiir y andere Werte einfiihren. 


Ill. Wir wenden auf die vollstetige quadratische Form > a, x)" 
¢=1 ‘k=l 


den in der Einleitung erwaihnten Hilbertschen Satz an. 


Da (7) fiir beliebige y gelten soll, so diirfen wir dafiir die beiden Glei- 
chungen setzen, welche man erhilt, wenn man das eine Mal y,, das andere 
Mal den Koeffizienten von y, Null setzt. Wir erhalten auf diese Weise: 


(8) Pda Deon + > Dd andor =0, 
Si f=7 t=1 fT £1 


(9) > > 4n% Ain = 0. 





t=1 k=0 
Wir transformieren jetzt gemi8 dem Hilbertschen Satze: 
oo c=) P 
(38) >(> a2) = k,L,(x)? + ky L,(2)* +--+, 
tal k=1 
wobei 
D,(@) = 1% + Lyte +--+ 
DT, (x) = yy + lygty +--+, 
(11a) Siege mat 


M, (x) = m2, + Myy% +-*+, 
M, (x) = Mg, %, + Mgq%q +--+; 


ay = 1, D(x) + ly Dy (@) + +--+ my, M(x) + my, M(x) +--+, 
(11b) ay = Ug Ly (a) + yg L(x) +--+ + yg M, (x) + yy M(x) + ---, 











84 E. His. 


und 


(12) > a => (L,@)? +>) (Ma), 
‘ P q 


ferner nach § 1, 4): 


(13) > |,-m,, = L,(m,) = 0 
ist. 
Aus (10) folgt: 
a4) > aut >) On Yy = ky Ly (az) Ly(y) + fy Lq() Ly(y) +++. 
é=1 k=1 =1 


Setzt man y, = m,,, so ist nach (13) bei beliebigen z: 


(15) DD a, m,, = 9; 


und wenn noch z,=m,, gesetzt wird, so erhilt man: 


(16) > a.m, = 0 (i wu q=1,2,--,). 


k=1 
Wir fiihren jetzt in dem zweiten Gliede von (8) dieselbe orthogonale 
Transformation aus und erhalten: 


(17) > Dd 4% 410% =>) C,L,(y) + >) D, M,(y)- 
Pp q 


é=1 k=l 


Wir setzen in (17) y,=m,,, dann wird nach $1, 4) und speziell nach 
(13) und (16) 


(18) D,=0 (q=1,2,---). 


@ 


IV. Wir diskutieren das aus (8) folgende, jetzt auf die Normalform 
gebrachte Gleichungssystem. 


Da (8) fiir beliebige y,, also nach der Transformation fiir beliebige 
L,(y) gelten mu8, so erhilt man (8) in der Normalform: 


(19) k, L,(“) + C, =0 (p =1,2,---). 
Soll daher a L,(x)* konvergieren, so miissen die Gripen c, die Eigen- 


Pp 
schaft haben, daB fiir die aus ihnen durch orthogonale Transformation er- 
haltenen Gripen C, 
C,\* 
> (i) 


p= 


konvergiert. 
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Die GréBen M(x) bleiben in den Gleichungen (19) noch voll- 
stindig unbestimmt, wir kinnen die M,(x) also willkiirlich wiihlen, so 
jedoch, dap thre Quadratsumme konvergiert; dann liefern uns die Trans- 
formationsformeln (11b) die Grifen x, welche eine konvergente Quadrat- 
summe haben und noch die Gleichung (9) befriedigen miissen. Ist diese 
erfiillt, so haben wir das allgemeine Lisungssystem von (2). 


V. Es bleibt uns also noch die Diskussion der Gleichung (9). 


Zuniichst zeigen wir, daB die Wahl der GréBen M,(x) fiir den Wert 
der linken Seite von (9) ohne EinfluB ist, d. h. wir zeigen, daB in (9) die 
Koeffizienten der M,(x) fir alle q verschwinden. In der Tat erhalt man 
als Koeffizienten von M)(x) nach den Transformationsformeln (11b): 


(20) 2 2 A, M,, Ag = O 
i= =i 
gemaB (16). Man erhiilt also als notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Auflisbarkeit des Gleichungssystems (2) die Bedingung, daB (9) 
erfiillt sei fiir diejenigen Werte von x, welche man erhilt, wenn man in 
(11b) fiir L,(x) die durch (19) gegebenen Werte, deren Quadratsumme kon- 
vergieren mup, setet, die M(x) dagegen alle als Null annimnt. 
Wir unterscheiden jetzt zwei Fille. 


a) Es gebe kein System 9, von konvergenter Quadratsumme, sodaB 


(21) 2 dy tne =0 


fiir beliebige 2, wahrend die g, nicht alle verschwinden. Wir wollen dann 
sagen, die linken Seiten des Gleichungssystems (2) sind linear wnabhiingig. 
In diesem Falle ist (9) stets erfiillt, sobald (8) erfiillt ist. In der Tat 
laBt sich (8) in der Form schreiben 


(22) a > tuts ; (> ty + 09%) =0 


fiir beliebige y,, die hier dieselbe Rolle spielen, wie die # in (21); daraus 
folgt also, daB fiir jedes ¢ 


(23) 9%; ->’ A,X, + Uy % ->’ 4;,0, = 0 
k=1 k=0 


ist, d. h. daB das Gleichungssystem (2) befriedigt ist. 
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b) Gibt es dagegen GréBen 9, vom verlangten Charakter, fiir welche 
(21) erfiillt ist, so liefert uns die Gleichung: 
(9) > oy ttn =@ 
eine hinreichende Bedingungsgleichung fiir die GréBen c,, wenn wir die 
berechneten Werte von x, einsetzen. Diese Bedingungsgleichung muB 
aber auch umgekehrt stets erfiillt sein, wenn das Gleichungssystem erfillt 
sein soll. Es ist die Gleichung (9) also entweder eine Folgegleichung von (8) 
oder sie liefert wns eine notwendige und hinreichende Bedingungsgleichung 
fiir die Grofen ¢,. 

Die Behandlung eines homogenen Gleichungssystems ergibt sich direkt, 
wenn wir die GréBen c, als Null annehmen; es folgt dann, daB alle L,(x) 
verschwinden, dasselbe gilt von der linken Seite von (9). 
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Orthogonale hypergeometrische Funktionen. 
Von 


Wera My.uer-Leseperr in Jassy (Ruminien). 


Wir nehmen uns vor, die Lésungen g(x) der hypergeometrischen 
Differentialgleichung 
d* d 
(1) w(1—2) 5¥ + [y—(@ + 1)a] 5% — 4(a—d)y = 0 


zu untersuchen, die im Intervall 0< 2<1 existieren und in den End- 
punkten z= 0, « = 1 des Intervalls gewissen Randbedingungen gentigen. 
Die Parameter a und y werden je nach den Fallen verschiedenen Be- 
schrankungen unterworfen, 4 sei zunichst unbestimmt. 

Wir werden folgende vier Arten von Randbedingungen in Betracht 


ziehen: 
I. @ und 4 sind endlich im Punkte z= 0 und geniigen der Be- 


an dg 
(i—2) y+1%9 
lim ( —--- a. - M 
@=1 ey 


im Punkte «=1, M ist eine willkirliche von Null verschiedene Kon- 
stante. Dabei werden y>0O, 1 >a—y+1>0 vorausgesetzt. 

II. Die dazu symmetrische Bedingung: g und “v sind endlich im 
Punkte « = 1 und geniigen der Beziehung 


‘ot dg 
, dz 
lim | -— = N 
z2=0 9 


im Punkte x =0. Es sei in diesem Falle 1 >y>0, «c—y+1>0. 


dg a-—y+149 
a! — (1—a)*~7t* = 
I. lim ( | —N, lim ( w “) —-M 
z2=0 9 z=1 + 


(1>y>0, 1>a—y+1>0). 


ziehung 
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IV. Spezialfall M—N—0, oder y und 9% sind endlich in beiden 
Randpunkten (y>0, «—y+1>0).*) 

Wir multiplizieren die Gleichung (1) mit 2’-'(1—)*-’, sodaB sie 
die Form 


a Es is ; 
de|@(l—a)e-7* A _ A(a—A)ar-*(1 —a)*-1y = 0 
annimmt, und wir schreiben die Greensche Formel fiir den Ausdruck 


L(y) = gq[2"—2)"-"** G3], 


wobei wir unter g(x) eine Liésung der Gleichung (1) und unter y(z, &) 
eine Grundlésung von L(y) = 0 verstehen, die der Beziehung 


(ane 8) a (azie b) 1 
§ 


dx dx 4 - 4—H*- y+ 


geniigt. Dann haben wir 
— a(a—d) [a7-*(1—2)"-7 (a, 8) p(w) da 
0 


= 9(¢) —[27(1—2)*-7** (y(@, 8) 52 — 9) “HS =e 


Das Problem wird also auf die Lésung einer Integralgleichung erster 
Art zuriickgefiihrt, wenn es méglich ist, die zu den Randbedingungen 
L, IL, IL, IV. gehérigen Greenschen Funktionen der Gleichung L(y) = 0 
zu konstruieren. 

Nun lassen sich die Greenschen Funktionen in den Fallen 1, IL, IIL. 
in der Tat konstruieren, “ae - die partikularen Lésungen von L(y)=0, 


y, = konst. und y, = J; Wace *7" kombinieren. Es sind dies namlich: 





5 
1 dz 
— a * Fea OS7S5, 


—|ar + Sar — =| §<a<l; 


K, (2, §) = 


*) Fiir Exponenten «, y, die den obigen Einschrinkungen nicht geniigen, ge- 
langt man auch zu bestimmten Reihenentwicklungen; nur miissen dabei, wie Herr 
Wey! mir mitteilt, die Randbedingungen entweder anders formuliert oder ganz fort- 
gelassen werden. 
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y +f i 0<e<t, 
K,(2,§)= 

< + frac p*-7+ E<e<l, 

1( (de 1 ; dx 

2 (fsactiamt #)-( zee arti tj ir) 0<a<t, 
K@)- °, os 

Usa +s) hze — ya t x) §é<a<l, 
wo ' . 

a ee > dx 


MN J ava—aet-1t) 
0 


Dagegen existiert keine Greensche Funktion der Differentialgleichung 
L(y) = 0 fiir den Fall IV.; die Greenschen Funktionen K, (a, &), K,(z, &) 
und K;(z, §) verlieren fir M—0, N =O den Sinn. Infolgedessen suchen 
wir eine Greensche Funktion K,(z,&) im erweiterten Sinne*), d. h. die 
za denselben Randbedingungen gehérige Greensche Funktion der Dif- 
ferentialgleichung 


(2) L(y) = @ar-(1—a)e-7, 
wo ¢ durch die Bedingung 


1 


fear (1—2)"-7 da =1 
0 
festgelegt ist. 


Zu diesem Zwecke addieren wir zur Grundlésung 
1 * dx 1 oe 
ro— + | va—ze-7H + 2 (f(@) —f) 


von L(y) =0 die allgemeine Liésung von (2) 


(2) = ot farr(1—a)-o-149( far-t(1—a)-1da) det, [5 enra 
0 


0 


+ O, = 9(2) + Gf(@) + G. 


*) D. Hilbert, Géttinger Nachrichten 1904, S. 219. 
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Die Funktion y() bleibt samt ihrer Ableitung 22 im Randpunkte 
a2=0 endlich, im Randpunkte «=1 aber sind #(x) und rid unendlich 


af(x) _ 1 
“de gh(a—a)*-7* 


so daB sich die Unendlichkeit von 


und zwar in derselben Weise wie f(x) resp. wie 


Wir wihlen also C, = — > 
K,(, 8) =+ > (f@—-f®) + 9(@) +Uf@+Q 
und zugleich von “he. 5) im Punkte «=O reduziert; K,(x, &) und 


S-,e8 sind dann auch im Punkte x = 1 endlich, die Funktion K,(z, &) 


geniigt also den Randbedingungen IV. Die Konstante C, wird durch die 
Forderung der Symmetrie der Greenschen Funktion, d. h. durch die Be- 
ziehung 


0 


1 
far (1—2)"-1 K,(a, 8) dx = 0 , 


bestimmt. Diese Beziehung gibt 
: bY 
-3 (6) far-*(1—a)e-rae + JI-fe)+ > f()]a"-(1—2) "7 dx 


1 1 
+9 (@)-2-*(1—2)-1 da +0, fxr-*(1—a)*-1 da =0. 
0 0 
Oder, wenn wir die Bezeichnung 


p(x) = J a”-*(1—a)*~' dx 
gebrauchen: 


— 3 @—9O) — fila) (a) de + Ff (9) —9®) 
+.f¥(a)-27-"(1—-2)-1 de = —4,- 0, 


was sich auch in der Form schreiben laBt 


g x 
— far-v(1—a)-@-149 ( f #-1(1—ay'-1ds) dx + + f(&) (pa) —9O) 


e 
0 


— [ia) 9 @) de + {y(a)a”-"(1—a)s-1 da = — 5 -G. 
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Es ist also é 
0, = 9(@) — + Fe) + ¢ ff) y (a) dx — & [9(a)a”-(1—2)*-1 de 


-9®)—7f@+4 
und folglich 
K,(z,)—— FE) + yz) + HE) +A 0S7Sb,, 
7 ~f@+I@+I@+A E<e<1. 
Nachdem wir in dieser Weise die Kerne K,,(x,t) (m=1,2,3,4) der 
Integralgleichung 


9(¢) = — X(a—a) far (1—2)"-7 K, (x, 8) 9(@) de 
oder - 
(3) (&)-E2 (1-8) ? 
= — AeA) fitz) * (1-8) (1—2)] * K(@,8) 9(@)-2 * (1-2) Pde 


aufgestellt haben, schlieBen wir, da K,,(z,&) als Greensche Funktionen 
abgeschlossen sind, auf die Existenz unendlich vieler ihnen zugehérigen 
Eigenwerte und Eigenfunktionen. Es liegt uns aber daran, dieselben 
wirklich auszurechnen, also die Integralgleichung (3) zu lésen. Nun ist 


y-1 a-y 
2 


die lésende Funktion von (v&) ? [(1—2)(1—&) ? K,,(a,§) die mit 


r-3 e-7 
(w&) * [((l—«)(1—&)] * 
multiplizierte zu denselben Randbedingungen wie K,, (x, ) gehérige Greensche 
Funktion K,,(, £) der Differentialgleichung (1). Wir konstruieren K, (2, &), 
indem wir die partikuliren Lésungen von (1) y, = F(a—A, 4, y, x”) und 
y, = z-’ F(a—A—y+1, A—y+1, 2—y, z) kombinieren, und zwar be- 
nutzen wir die Liésung y,(x) fir O<#<£ und y,(4)+Cy,(x) fir 
—<a<1, wo C durch die Bedingung I. im Punkte x =1 bestimmt 


wird. Indem wir den Sprung der Ableitun OK, (@, €) im Punkte «=£& 
prung © de 
gleich a machen, haben wir 
1 
gano nw @ln E)+Cy (8) O<r<é, 
K, (x, §) -_ 1 
@—non (€) [ys (7) + Cy, (x)] §<r<l. 


*) In einer etwas anderen Form, die leicht aus dieser abgeleitet werden kann, 
habe ich K, (x, ) in Comptes Rendus de l’Ac. de Paris 149, 4 Octobre 1909, angegeben. 
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Wie gesagt, ist C durch die Bedingung I. bestimmt, namlich 


~ F@—1,4,7,1) + CF(@—i—y+1,4—741,2—7,1) © 


das gibt 
_ *® =e —feaztD . ( Fe@-7+1) MI —a) 
~ ra@—y) F(y—a)P (y—a+a) F(a) F(a—2) F(A—y+1) FP (@—i—y+1)  F(A—4) F—e-4+1) 


Der Nenner C der lésenden Funktion verschwindet fiir die Werte 4, von 4, 
die der Gleichung 


F(a) F(@—aA) T(a—y+1) 
geniigen und die in unendlicher Anzahl vorhanden sind, wie aus den 
Eigenschaften der f(x) folgt. Wir bemerken, dab, wie es zu erwarten war, 
diese Gleichung nur von u = 4(«@—4A) abhingt. 

Fiir die Werte 4, von A zerfallt der Zihler der Resolvente K, (x, &) 
ins Produkt y, (x) - y,(&); die zum Falle |. gehérigen Eigenfunktionen sind 
also F(a—i,, 4,, 7, 2), wo 4, Wurzeln von C=O sind. Wir finden in 
dieser Weise die von P. Appell*) zuerst entdeckten orthogonalen hypergeo- 

Der Fall II. gibt keine neuen Eigenfunktionen, da er aus dem Fall L. 
durch Anderung von x in 1 — x und von y in a—y +1 folgt. 

Im Falle IV. wird die lésende Funktion ein Spezialfall von K,(z, &) 
fir M=0. Die Eigenfunktionen sind Jacobische Polynome 


F(a- — 4, » diy Y> x), 


Fg—a+iTy—2 _ ap FO—«) 


wo 4, Wurzeln von 
— 
l(a) T(@—A) ? 
also negative ganze Zahlen sind.**) 


Endlich gibt der Fall ITI. neue orthogonale hypergeometrische Funktionen. 
Es ist nimlich 
v— a (y,(2 ")+5 *1(2)) (y,@)+Cy,@)  O<#<é, 
K,(«, §) = 
1 
N— Caxp (©) +;~-(®) (y, (@) + Cy, (x)) E<2<l, 


wo C denselben Wert wie in K, (x, &) besitzt. 





*) Comptes Rendus de 1’Ac. de Paris, 1879, 8S. 31. 

**) Vgl. Darboux, Journal de Liouville, 3i¢me série, IV, 1878. Blumenthal, 
Inauguraldissertation, Géttingen 1898. Stekloff, Crelles Journ. 125 (1908). Kueser, Math. 
Ann. 63. Der Vollstindigkeit halber erwihnen wir noch eine Note von N. Kryloff, 
Comptes Rendus 150 (1910). 


lim (a—ays-7 £ F(a—4i,1,7, )) + Clim ((a1—ays-7 #4 Sr F(a—i—y+1,4—y+1, 2—7,2) 
r=l dz a2=1 dz 


y 








r, 


) 
d 


)- 
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Die — sind 
Fa —4,, diy Y, %) + 5 — yor F(a—i—y +1, 4,—y+1,2—y, 2), 


wo 4, Wurzeln der cubntin 

C(l—y)-—- N=0 

sind. ' 
Eine willkiirliche Funktion f(x) laBt sich nach den hier betrachteten 

Eigenfunktionen in die Reihe 


1 
6,9; = f2-*(1— ay" f(@) g(a) dx 
entwickeln, wenn f(x) den Sean | I, Il, I wg IV geniigt, 
7-3 a-y 


und wenn auberdem a * (1— 2) * f(x) und  * ‘a-#! * Lf) i im Inter- 
valle (0,1) quadratisch integrierbar sind. 


Bukarest, 1. Februar 1910. 
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Uber Irreduzibilitat der linearen homogenen Substitutionsgruppen 
und Differentialgleichungen. 


Von 


Atrrep Loewy in Freiburg i. Br. 


Der vorliegende Aufsatz zerfallt in zwei Teile. Der erste Teil (§1 
bis § 3) beschiftigt sich mit Untersuchungen iiber die Reduzibilitit der 
Gruppen linearer homogener Substitutionen. Hieraus méchte ich besonders 
auf die neuen iibersichtlichen Irreduzibilitatskriterien fiir lineare homogene 
Substitutionsgruppen, die in den Siatzen II und III des § 2 gegeben werden 
und als Spezialfall einen bekannten Satz von Maschke enthalten, hinweisen. 
Der zweite Teil (§ 4 — § 6) wendet die voraufgehenden Untersuchungen 
auf lineare homogene Differentialgleichungen an. Aus seinem Inhalt seien 
hier der Satz V des §5 sowie seine am Schlu® dieses Paragraphen an- 
gegebene speziellere Formulierung hervorgehoben; sie stellen die Ver- 
allgemeinerung eines Frobeniusschen Fundamentalsatzes iiber die Integrale 
einer irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung dar. 


§ 1. 


Satz tiber eine besondere Form, in die man eine Gruppe linearer 
homogener Substitutionen transformieren kann. 


Unter einer Gruppe @ linearer homogener Substitutionen verstehen 
wir jedes System linearer homogener Substitutionen von nicht verschwin- 
dender Determinante von der Abgeschlossenheit, daB das Produkt je zweier 
und die reziproke jeder Substitution in G enthalten ist. Eine Gruppe © 
linearer homogener Substitutionen in m Variablen heiBt reduzibel, wenn 
man m<m linear unabhingige, lineare homogene Kombinationen der 
Variablen mit konstanten Koeffizienten finden kann, die durch jede Sub- 
stitution von © nur untereinander transformiert werden. Existieren keine 
derartigen m < » Kombinationen der Variablen, so heiBt die Gruppe irre- 
duzibel. 
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Wir beweisen 
Satz I. G sei irgend eine Gruppe linearer homogener Substitutionen 
in n Variablen der Form 
Y= FY, + Ag¥y +--+ +a,,y, (6=1,2,---,m). 
Befinden sich wnter den Funktionen, in die irgend eine lineare homogene 
Funktion Y,= p,y, + Po, +--++p,y, mit beliebigen konstanten Koeffizienten 
Pr, Ps,***, P, durch die Substitutionen der Gruppe © iibergeht, genau m 
linear unabhiingige Funktionen der Variablen y,’, ys',---, yj, 80 kann man 
Yi, = Pi + Poe +++ +1,y, derartig durch ein System von n—1 Funktionen 
Y= bis + bing + ++ + DinYn (t= 2,3,---, m) 
und kogredient 
Yy' = Pyy + D2 +--+ + Pan» 
Y; _ bith’ +2949’ + igiaths binYn ( = 2, 3, Ce n) 


erginzen, daB Y,, Y,,---,Y, bezw. Y,', Y,',---, Y, linear unabhingige 
Funktionen der Variablen y,, yg,--+, y, beew. y;', Yo',+-+,y, sind und eine 
zu & dihnliche Gruppe © in den n Variablen Y,, Y,,---, Y, beew. Y,', 
Y,',---, ¥; von folgender Eigenschaft definieren: Bei der Gruppe © trans- 
formieren sich die ersten m Variablen Y,, Y,,---, Y,, nur durch lineare 
homogene Kombinationen von Y,’, Y,',---, Y,, (d.h. fiir m <n ist die Gruppe@ 
reduzibel), ferner enthilt © m Substitutionen, bei denen sich die erste Variable 
folgendermafen transformiert: 
Y,=— Y,|¥,=—Y, ¥,= ¥,'|---|%= Yn! 

Bezeichnet man die angegebenen m Substitutionen mit §,, S,, ---, 5,,, 
so folgt, da G als Gruppe auch die m Substitutionen S;15,, S718,, 
S718,,---, S718, enthalten muB: die Gruppe G besitzt auch m Substi- 


tutionen, welche die i Variable Y,, wobei i jeden der Werte 1, 2,3,---, m 
annehmen darf, folgendermaBen transformieren: 


Y= ¥'|¥i=— ¥y| ¥%j= ¥;'|---|¥%i= Yh I- 


Der Beweis des Satzes [*) ergibt sich auf folgende Weise: Nach Vor- 
aussetzung befinden sich unter den Funktionen, in welche die Funktion 
Y,=Pi,Y¥, + PoY¥o +--+: +,y, durch die Substitutionen der Gruppe G 
iibergeht, genau m voneinander linear unabhiingige Funktionen. Da © als 
Gruppe die identische Substitution enthiilt, so geht Y, durch diese in 
Y,’ = p, 4; + Poe +---+p,y;, tiber. Unter den Funktionen, in die Y, 
durch die Substitutionen von © iibergefiihrt wird, sei 


*) Fiir eine Vereinfachung des Beweises des Satzes I bin ich Herrn I. Schur zu 
verbindlichem Danke verpflichtet. 
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Yi, = PY: + Pos ++ + PY, 


sowie 
Yj =bi9i + Oe¥¢ +---+5,,4, (i= 2,3,---,m) 
ein System von m linear unabhingigen. 

Wir behaupten: Fihrt irgend eine lineare homogene Substitution S 
aus @ die Funktion Y,—p,y¥,+p,y¥.+---+p,y, im eine Funktion 
£,y', + ¥_ +--+ ,y, tiber, so geht die Funktion c,y, + ey, + ---+ ¢,y, 
bei Anwendung einer beliebigen Substitution 7 aus © nur in eine lineare 
homogene Kombination von Y,’, Y,’,---, Y,, mit konstanten Koeffizienten 
iiber. Diese Tatsache ergibt sich auf folgeni Art: Die durch Anwendung 
der Substitution 7’ aus ¢,y,+ &y,+---+¢,y, resultierende Funktion geht 
offenbar aus der Funktion Y, = p,y, + po¥.+--- + p,y, durch Anwendung 
der Substitution S7’ hervor; diese Substitution gehért als Produkt zweier 
Substitutionen der Gruppe © ebenfalls © an. Da unter den Funktionen, 
in die Y, durch die Substitutionen von @ iibergeht, sich nur die m linear 
unabhiingigen Funktionen Y,’, Y,’,---, Y,, befinden, so fihrt eine beliebige 
Substitution aus G, also auch die Substitution ST, die Funktion Y, nur 
in eine lineare homogene Kombination von Y,’, Y,',---, Y,, tiber. Hiermit 
ist die ausgesprochene Behauptung bewiesen. 

Die Funktionen 


Yi, = Pry’ + Poe’ + +> + DPaY,, 
und 


Vy = bys + Oise +--+ + Oy, 
werden aus Y, durch Substitutionen von & erhalten; folglich transformieren 
sich Y,(i—1,2,---,m) bei allen Substitutionen von © auf Grund der 
soeben bewiesenen Tatsache nur durch lineare homogene Kombinationen 
von Y,’, Y,',---, Y,. Wir ergiinzen Y,, Y,,---, Y,, durch weitere n — m 
Variable Y,,,,, Y, 42,°°*, ¥,, die als beliebige lineare homogene Kombi- 
nationen von ¥,, Y,°°*, ¥,, namlich 


Y= bi, + Vite + °° > + Yiny, (E= m+ 1,m+2,---,m), 
gewahlt seien, und nur der Bedingung geniigen sollen — was auf unendlich 
viele Weisen ausgefiihrt werden kann —, da sie zusammen mit den Funk- 
tionen Y,, Y,,---, Y,, ein System von » linear unabhiingigen Funktionen 
von ¥;, %,°-°,¥, bilden. Fiihren wir noch kogredient 

Yi, = by) + Oye +++ +5,,y, (6 =m+1,m4+2,---,n) 
ein, so erhalten wir eine mit der Gruppe G ihnliche Gruppe G, deren 
Substitutionen in den Variablen Y,, Y,,---, Y, beaw. Y,’, Y,,---, ¥, ge 
schrieben erscheinen. Bei den Substitutionen der Gruppe © transformieren 


sich, wie es Satz I behauptet, die ersten m Variablen Y,, Y,,---, Y,, nur 
in lineare homogene Kombinationen von Y,’, Y,',---, Y,. 


m* 
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Die m Substitutionen aus G, welche die Funktion Y, in Y,’, Y,',---, Y;, 
iberfithren, seien mit S,, S,,---,S,, bezeichnet. Sind alsdann S,, S,,---, S,, 
die S,, S,,---,S,, entsprechenden Substitutionen aus G, so transformiert 
sich bei der Substitution S,(i—1,2,---,m) aus @ die erste Variable 


Y, in Y/. Hiermit ist Satz I véllig bewiesen. 


§ 2. 
Kriterien fiir die Irreduzibilitit einer Gruppe linearer homogener 
Substitutionen. 


Aus dem Satze I ergibt sich folgendes besonders einfache Kriterium 
fiir die Irreduzibilitét emer Gruppe linearer homogener Substitutionen: 

Satz IL. Kine Gruppe & linearer homogener Substitutionen in n Variablen 
der Form 

Y= Firth + M2Ye +--+ + ny, (= 1, 2,---,m) 
ist dann und nur dann irreduzibel, wenn jede lineare homogene Funktion 
Y,=Pi:¥i + Pete t+-->+D,y, mit beliebigen konstanten Koeffizienten p,, 
Ps,-**,p, durch die Substitutionen der Gruppe © in genau n linear unab- 
hiingige Funktionen der Variablen y,', y,',- +, y, dibergefiihrt wird. 

Der Beweis des Satzes I] ergibt sich unmittelbar: Wird irgend eine 
Funktion Y, = p,y,+ Pe¥e+-:-+p,y, durch die Substitutionen der 
Gruppe @ nur in m<~ linear unabhingige Funktionen tibergefiihrt, so 
ist die Gruppe © nach Satz I reduzibel. Ist umgekehrt die Gruppe G 
eine reduzible Gruppe, so existiert auf Grund der Definition der Reduzi- 
bilitét wenigstens eine Funktion Y, = p,y, + po¥e+---+ P,Y,, 80daB man 
sie durch » — 1 weitere linear unabhiingige, lineare homogene Funktionen 
Y,, Y;,---, ¥, der Variablen y,, y,,---,y, erganzen kann und sich die 
ersten m Funktionen Y,, ¥,,---, Y,, nur in lineare homogene Funktionen 
von Y,’, Y,’,---, Y;, transformieren, wobei m < nist. Y,’, Y,’,---, Y; be- 
deuten mit Y,, Y,,---, Y,, kogrediente, lineare homogene Funktionen von 
Y:'; Ye,°**,¥,. Bei einer reduziblen Gruppe existiert demnach eine Funk- 
tion Y,, die durch die Substitutionen der Grupye @ in weniger als » linear 
unabhiingige Funktionen iibergeht. Hiermit isc der Satz II bewiesen. 

Unser Satz II enthilt im besondern den bekannten Satz von H. Maschke*), 
der sich auf die Angabe eines ausreichenden Kriteriums fiir die Reduzi- 
bilitét einer Gruppe linearer homogener Substitutionen beschriinkt: Ist in 
einer Gruppe linearer homogener Substitutionen ein nicht in der Haupt- 
diagonale stehender Koeffizient durchgehend Null, so ist die Gruppe reduzibel. 

DaB der Satz von Maschke im Satze II enthalten ist, sieht man sofort 


*) H. Maschke, Math. Ann. 52, S. 363 (1899). 
Mathematische Annalen. LXX. 7 
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ein: Geht namlich eine Variable, etwa y,, wie es der Satz von Maschke 
verlangt, ausschlieBlich in lineare homogene Verbindungen von m der n 
Variablen y,’, y,',---,y, tiber, unter denen die Variable y/ fehlen mége*), 
so hat man fiir unseren Satz Il, dem Konstantensystem 
P, = 9, pp=9,---, R= 9, D= 1, Dr = 9,---, D2 =O 

entsprechend, die Funktion Y,—y,. Diese wird durch die siimtlichen 
Substitutionen der Gruppe @ nur in lineare homogene Verbindungen der 
Variablen y,', o',--+, Yi—1,9/+1,°**, ¥,» also in héchstens m — 1 linear unab- 
hangige Funktionen von y,’, y,',---, y, tibergefiihrt. Mithin ist die Gruppe 
nach Satz II nicht irreduzibel, und man hat den Satz von Maschke. Dieser 
ist durch die voraufgehenden Betrachtungen, die nur mit dem Begriff der 
Irreduzibilitaét und der Gruppe operieren, besonders einfach bewiesen. 

Wir wenden uns jetzt zum Beweis des folgenden Irreduzibilitiits- 
kriteriums: 

Satz Ill. Eine Gruppe © linearer homogener Substitutionen in n Vari- 
ablen der Form 

Yi= GY + Ag¥e + +--+ 4,,Y, (¢=1,2,--., n) 

ist dann und nur dann irreduzibel, wenn folgendes statthat: 

Bedeuten p,, P.,-++,p, wgend n willkiirlich gewdhlte Konstante, mit 
denen die kogredienten Funktionen 


Y, = Pith + Pats +° °° + Pans 

YY = Pts + Psst °° + Pan 
gebildet seien, so muB man fiir jedes Konstantensystem p,,p,,---, p, We 
Funktionen Y,, Y, jedesmal durch zwei kogrediente Systeme von je n — 1 
Funktionen 

Y, = bi, + bite +++ + Onde (¢ =2,3,---,m), 

Yi = by + Ope +++ + Oy, (¢ = 2, 3, ---, m) 
derartig erginzen kimnen, dap Y,, Y,,---, Y,, beziehungsweise Y,', Y,',---, Y;, 
n linear unabhiingige Funktionen der Variablen y,,y,,---,y, bezw. y'; 
Y2,*:*,¥y, sind und die in den neuen Variablen Y und Y’ geschriebene, 
mit © dhnliche Gruppe © n Substitutionen enthiilt, bei denen sich die erste 
Variable folgendermaBen transformiert: 

¥-%1%-Y1L— % | |h= Xl. 
Der Beweis des Satzes ergibt sich auf folgende Weise: Ist die Gruppe G 

irreduzibel, so geht jede lineare homogene Funktion 


Y= Py, + PoYe + +++ + DiYp 


*) In allen Substitutionen der Gruppe © ist also durchgehend der Koefifizient 
a,,= 0. DaB i=] ist, folgt unmittelbar daraus, daB die Gruppe @ unter ihren 
Substitutionen die Identitéit enthalten soll und fiir diese a,;— 1 ist. 
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durch die Substitutionen von © nach Satz II in genau » linear unab- 
hiingige Funktionen iiber. Mithin kann man nach Satz I eine mit @ 
iihnliche Gruppe @ von solcher Eigenschaft, wie es Satz II] angibt, kon- 
struieren. Geht umgekehrt durch die Substitutionen einer Gruppe © jede 
Funktion Y,= p,y¥,+ Pe¥,++::+DP,¥,, Wie es Satz III aussagt, in n 
linear unabhiingige Funktionen Y,’, Y,’,---, Y/ der m Variablen y,’, y,’,---,y; 
iiber, so ist die Gruppe © auf Grund von Satz II irreduzibel. Hiermit 
ist Satz II] bewiesen. 

Wir wollen zum SchluB des Paragraphen den Satz II noch ein wenig 
anders formulieren: Die einzelnen Substitutionen der Gruppe G seien mit 


¥%= 42H + af +aQyy +---+afy, (i= 1,2,....m) 
bezeichnet, wobei A die Werte 1, 2,... annehmen und die einzelnen Sub- 


stitutionen der Gruppe © charakterisieren miége.*) Alsdann geht eine 


Funktion Y, = p,y, + Pe% +--+-+>p,y, durch die Substitutionen von G 
iiber in 


vu’ DP. + wy’ >) pad +--+, >'p,002. 
s=1 s=1 s=l 
Unser Satz I] sagt aus, daB fiir eine irreduzible Gruppe unter den Funk- 
tionen, in die Y, tibergeht, genau m linear unabhiingige enthalten sind, 
d. h. man kann bei jeder irreduziblen Gruppe zu jedem Wertsystem 
Pr» Py, «++, P, Stets n geeignete Substitutionen, die den Zahlen 4,, 4,,..., 4, 
entsprechen mégen, derartig aus der Gruppe wihlen, daB die Determinante 


s=n s=an s=n 
>'p,a% > pat)... Zz pat) 
s=1 s=1 ; 


e=1 ! 


s=n s=n s=n 
Y 
2 4 Ay 
> pat? > p,a% nes > pa? 
s=1 e=i1 


n s=n s=n 
> 2 hs > 2 
pay pay of page) | 
s=1 


s=1 s=l | 


von Null verschieden ausfallt. 


*) Durch diese Art der Bezeichnung der einzelnen Substitutionen der Gruppe © 
soll keine Abziihlbarkeit im Sinne von Herrn Georg Cantor ausgedriickt werden. 


7° 
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§ 3. 
Kriterien fir die Irreduzibilitit einer Gruppe linearer homogener 
Substitutionen mit Koeffizienten aus einem Korper beziiglich 
dieses Korpers. 


Bisher haben wir iiber die Koeffizienten der Substitutionen der 
Gruppe G keine Voraussetzungen gemacht. Wir nehmen jetzt an, es sei 
ein unendlicher Zahlkérper 2 vorgelegt. Die Koeffizienten simtlicher 
Substitutionen unserer Gruppe © mégen ausnahmslos diesem Kérper Q 
angehéren. Man kann dann eine Reduzibilitéit der Gruppe © beziiglich 
dieses Korpers definieren: Die lineare homogene Substitutionsgruppe 
in » Variablen, deren Substitutionskoeffizienten ausnahmslos dem Kérper Q 
angehéren, ist beziiglich des Kérpers 2 reduzibel, wenn man m<™» lineare 
homogene Funktionen der Variablen mit konstanten Koeffizienten finden 
kann, welche durch eine jede Substitution der Gruppe nur unter sich 
transformiert werden und dabei ausschlieBlich Transformationen mit 
Koeffizienten aus Q erleiden. Ist die Gruppe beziiglich des Kérpers Q 
reduzibel, so lassen sich die Koeffizienten dieser m<m linearen homogenen 
Funktionen stets so wahlen, dab sie dem Kérper 2 angehéren.*) Bei 
unseren Beweisen benutzten wir auch nur rationale Operationen; man kann 
also alle Betrachtungen innerhalb Q durchfiihren. Wir kénnen daher 
folgende Satze formulieren: 

I’) G sei irgend eine Gruppe linearer homogener Substitutionen in 
n Variablen der Form 

Ye = My + Ye + °° + 4,,Y,, (i= 1,2,...,m) 
mit Koeffizienten aus einem Korper 2. Befinden sich unter den Funktionen, 
in die irgend eine lineare homogene Funktion 

Y= i + Ye +--+ AY 
mit beliebigen konstanten Koeffizienten x,, ,,...,2, aus 2 durch die Sub- 
stitutionen der Gruppe © iibergeht, genau m linear unabhiingige Funktionen 
der Variablen y,’, yy’, -.+,Y,, 80 kann man ¥, = ay, + %3Y_ +--+ + 2% 
derartig durch ein System von n — 1 Funktionen 

Y, = bits + OiYg +--+ + bind, (¢=2,3,...,m) 
mit ebenfalls dem Kirper Q angehirigen Koeffizienten und kogredient 

Y= %y, + Yo +--+ + %Y,, 

Yy = bh + bists +++ + Bind (i= 2,3,...,m) 


*) Vgl. hierzu A. Loewy, Uber die Reduzibilitét der Gruppen linearer homogener 
Substitutionen, Transactions of the American math. soc. 4 (1903), S. 58. 
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erginsen, dap Y,, Y,,...,Y, bew. Y,', Y,',..., Y, linear unabhéingige 
Funktionen der Variablen y,, ,--.,Y,, baw. Yy', Ye’, +++) ¥,, sind und eine 
zu @ dhnliche Gruppe G in den n Variablen Y,, Yy,..., ¥, baw. 
Y,’, ¥,',..-, ¥, vom folgender Eigenschaft definieren: Bei der Gruppe G, 
deren Substitutionen ausnahmlos Koeffizienten aus Q haben, transformieren 
sich die ersten m Variablen Y,, Y,,..., Y,, mur durch lineare homogene 
Kombinationen von Y,', Y,',..., Y,, (d. h. fiir m<n ist die Gruppe © 
beziiglich des Kérpers Q redusibel), ferner enthilt G m Substitutionen, bei 
denen sich die erste Variable folgendermaBen transformiert: 
Y= ¥,\|Y%,=—Y¥,|%,=—¥)--|%= Y,,|- 
Kriterien fiir eine in bezug auf einen Kérper Q irreduzible Gruppe 
geben folgende Sitze: 
Il’) Eine Gruppe & linearer homogener Substitutionen in n Variablen 
der Form 
Yi; = M19; + Mg Ye + °° + ind, (¢=1,2,...,m) 
mit Koeffizienten aus einem Korper Q ist dann und nur dann besiiglich 
des Korpers Q irreduzibel, wenn jede lineare homogene Funktion 
Y= 4% + %Y_ + °° > + UY, 
mit beliebigen dem Korper Q angehorigen Koeffigienten x,, 2, ..., %, durch 
die Substitutionen der Gruppe © in genau n linear unabhiingige Funktionen 
der Variablen y,', ys, ,---, Y,, tibergefiihrt wird. 
III’) Eine Gruppe & linearer homogener Substitutionen in n Variablen 
der Form 
Ys = I, + 2Ye +++ + OY, (t= 1,2,...,m) 
mit Koeffizienten aus einem Korper Q ist dann und nur dann in bezug 
auf den Korper Q irreduzibel, wenn folgendes statthat: Bedeuten x, ,2,,...,%,, 
irgend n willkiirlich gewihlte Konstanten aus dem Korper Q, mit denen die 
zwei kogredienten Funktionen 
Y, = HY; + Hy Yo +7 + UYn > 
Yy = My) + MY +--+ + %Y, 
gebildet seien, so muB man fiir jedes dem Korper 2 angehdrige Konstanten- 
system ,, %_,.--,%, die Funktionen Y,, Y,' jedesmal durch zwei kogrediente 
Systeme von je n — 1 Funktionen: 
Y; = bids + Ost, +-°> + OY, (t= 2,3,...,m), 
Y= bis + iste + +++ + ing, (i= 2, 3,..., m) 
mit ebenfalls dem Korper Q amgehirigen Koeffizienten derartig ergdnzen 
kinnen, daB Y,, Y,,..., ¥,, bew. Y,', Y,',..., Y,, mn linear unabhiingige 
Funktionen der Variablen y,, yg, ---, Y, baw. yy’, Yo’, -- +, y,, sind und die 
in den neuen Variablen Y und Y’ geschriebene, mit © dhnliche Gruppe G, 
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deren Substitutionen auch ausnahmslos nur Koeffizienten aus Q haben, 
n Substitutionen enthilt, bei denen sich die erste Variable folgendermaBen 
transformiert : 

¥,=¥//%,-%1%=—¥)--- 1% = Fi. 

Eine Gruppe & mit Koeffizienten aus Q, die in bezug auf Q irredu- 
zibel ist, kann in einem Kérper 2’, der ebenfalls alle Substitutionskoeffi- 
zienten der Gruppe © enthilt, reduzibel werden. Ist dies der Fall, so 
gibt es stets wenigstens eine lineare homogene Funktion 

HY, + Hyg +--+ 7,Y, 
mit Koeffizienten aus Q’, die durch die Substitutionen © in weniger als 
n linear unabhingige Funktionen iibergefiihrt wird, wahrend jede lineare 
homogene Funktion 2, y, + 2,4, +-::-+2,y, mit Koeffizienten 2,, 2, ..., 2 
aus 2 in genau » linear unabhangige Funktionen tibergeht. 





n 


§ 4. 
Die Rationalitiétsgruppe einer linearen homogenen Differential- 
gleichung. 


Wir wollen nunmehr die in den §§ 1 und 2 durchgefiihrten Betrachtungen 
auf die Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen anwenden. 
= sei ein Rationalititsbereich, der alle reellen wie imaginiiren Konstanten 
umfaBt; enthalt er auBerdem noch Funktionen der unabhingigen Variablen z, 
so soll jede von ihnen ausnahmslos in demselben Bereich S der Ebene 
eine eindeutige, bis auf isolierte Punkte tiberall in S reguliire analytische 
Funktion sein. Dem Begriff des Rationalitiitsbereiches entsprechend soll 
= so in sich abgeschlossen sein, daB auch stets die Summe, die Differenz, 
das Produkt und der Quotient (die Division durch Null ist ausgeschlossen) 
je zweier Funktionen sowie der Differentialquotient jeder Funktion aus 2 
in dem System 2 enthalten ist. Beispiele fiir einen Rationalititsbereich 2 
sind die Gesamtheit aller Konstanten oder aller rationalen Funktionen 
oder aller eindeutigen analytischen Funktionen, die innerhalb von S den 
Charakter rationaler Funktionen haben. 

Wir betrachten nunmehr die Rationalititsgruppe*) einer linearen 
homogenen Differentialgleichung F =0 n“* Ordnung mit Koeffizienten 
aus 2, von der ein Integral Y, keiner linearen homogenen Differential- 
gleichung niedrigerer als m“* Ordnung (m <n) mit Koeffizienten aus 2 
geniigt. Dann gilt folgender zu I analoger Satz: 


*) Fir die Rationalitiitsgruppe vgl. meine neue Darstellung in dem Aufsatz 
iiber die Rationalititsgruppe einer linearen homogenen Differentialgleichung, Math 
Ann. Bd. 65, S. 129 (1908). 
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I”) Soll ein Integral Y, einer linearen homogenen Differentialgleichung 
F=0 »” Ordnung mit Koeffizienten aus & keiner linearen homogenen 
Differentialgleichung niedrigerer als m“” Ordnung (m <n) mit Koeffizienten 
aus & geniigen, so ist hierzu notwendig und hinreichend, dap man ein 
Fundamentalsystem Y,, Y,,..., Y,, von Integralen von F = 0 finden kann 
und die ihm entsprechende Rationalitiitsgruppe © der linearen homogenen 
Differentialgleichung F = 0 folgende Eigenschaften hat: © enthdlt m Sub- 
stitutionen, die Y, in Y,, Y, in Y,, Y, in Y;, ..., Y, in Y,, iiberfiihren, 
und jede weitere Substitution aus © transformiert Y, nur in eine lineare 
homogene Kombination der m Integrale Y,, Y,, ..., Y,.*) 

Der Beweis ergibt sich auf folgende Art: @ sei die zu einem be- 
liebigen Fundamentalsystem von Integralen y,, y,,..., y, der linearen 
homogenen Differentialgleichung F' = 0 — Rationalititsgruppe. 
Geniigt ein Integral Y, = p,y¥, + poy, t+---+p,y, von =O einer 
linearen homogenen Differentialgleichung H y) = 0 m*" Ordnung mit 
Koeffizienten aus 2, d. h. ist H(p,y, + po¥e +++: + p,y,) = 9, 80 ist 
dies eine richtige Gleichung mit Koeffizienten aus 2, welche die Funk- 
tionen ¥,, Ys, ---, ¥, und deren Abgeleiteten ganz und rational enthiilt. 
Mithin kann man auf sie jede Substitution G der Rationalitiitsgruppe © 
von F' = 0, die y; (¢ = 1, 2,...,) in 


AsV, + OgYg +++ + Un, (t= 1,2,...,m) 


iiberfiihren mége, anwenden. Hierdurch erhalt man 


=a =H 


H(y, 2 a,+4 6dr >: + I, Pe) = (), 


Mithin folgt: Alle Funktionen, in die Y, durch die Substitutionen der 
Rationalititsgruppe G iibergeht, geniigen der linearen homogenen Diffe 
rentialgleichung H=0. Geht nun Y, durch die Substitutionen der 
Gruppe G in genau v linear unabhingige Funktionen iiber, so kann man 
auf Grund von Satz I des § 1 die Funktion Y, durch » — 1 'inear un- 
abhangige Funktionen 

VY, = bits + Dine + °° + + inn (¢=2,3,...,m) 
ergiinzen, daB man eine mit @ ‘thnliche Gruppe G in den Variablen 
Yy ae ...) ¥, erhalt und diese folgende Eigenschaften hat: Bei der 


*) Anders ausgedriickt: @ enthilt m Matrizes, deren erste Zeilen 10 0---0, 
bezw. 010--- 0, bezw.0010---0,----- , bezw.00---0100--- 0 lauten, und alle 
_———_——— 
. n—m Nullen 
anderen Matrizes von & enthalten in den n —m letzten Spalten der ersten Zeile 
ebenfalls stets nur Nullen. 
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Gruppe  transformieren sich die ersten v Variablen Y,, Y,,..., Y, nur 
in lineare homogene Kombinationen ihrer selbst und @ enthilt » Sub- 
stitutionen, die Y, in Y,, baw. Y, in Y,, bzw. Y, in Y;,..., bzw. Y, in Y, 
iiberfihren. Da @ die Rationalititsgruppe der Differentialgleichung F = 0 
in bezug auf das Fundamentalsystem Y,, Y,,..., Y, ist, dessen erste 
v Integrale sich durch @ nur in lineare homogene Kombinationen ihrer 
selbst transformieren, so existiert nach einem bekannten Satz von Herrn 
E. Beke*) eine lineare homogene Differentialgleichung v ter Ordnung mit 
Koeffizienten aus 2, die Y,, Y,,..., Y, zu einem Fundamentalsystem 
hat. Da die Rationalititsgruppe © die Funktion Y, in die y linear un- 
abhiingigen Funktionen Y,, Y,,..., Y, tiberfiihrt, so geniigt Y, auch 
keiner linearen homogenen Differentialgleichung niedrigerer als »“* Ord- 
nung mit Koeffizienten aus 2. Ist die lineare homogene Differential- 
gleichung H = 0 m“* Ordnung die Differentialgleichung niedrigster Ord- 
nung mit Koeffizienten aus 2, die Y, zum Integral hat, so muB demnach 
m=v sein, und H=0 hat die Funktionen Y,, Y,,..., Y,, 2a einem 
Fundamentalsystem. Fiir F = 0 existiert folglich ein Fundamentalsystem 
Y,, Y,..-, ¥,, dessen zugehérige Rationalititsgruppe die im Satze I” 
ausgesprochenen Eigenschaften hat. 

Existiert umgekehrt fiir die lineare homogene Differentialgleichung 
F = 0 ein Fundamentalsystem Y,, Y,,---, Y,, dessen zugehérige Ratio- 
nalitatsgruppe © die Eigenschaft besitzt, daB Y, nur in lineare homogene 
Kombinationen von Y,, Y,,---, Y,, tibergeht und @ m Substitutionen be- 
sitzt, die Y, in Y,, Y, in Y,, Y, in Y,, tiberfiihren, so transformieren 
sich nach SatzI Y,, Y,,---, Y,, nur in lineare homogene Kombinationen 
ihrer selbst und geniigen nach dem bereits beniitzten Satz von Herrn Beke 
einer linearen homogenen Differentialgleichung m‘* Ordnung mit Koef- 
fizienten aus 2. Da die Rationalititsgruppe © die Funktion Y, in die 
m linear unabhingigen Funktionen Y,, Y,,---, Y,, iiberfihrt, so geniigt 
Y, auch keiner linearen homogenen Differentialgleichung mit Koeffizienten 
aus X von niedrigerer als m** Ordnung. Hiermit ist Satz I” véllig be- 
wiesen. Aus I”) folgt im besonderen der 

Satz IV. Notwendig und hinreichend, damit eine lineare homogene 
Differentialgleichung F =0 n*” Ordnung mit Koeffizienten aus ein Integral Y, 
besitzt, das keiner linearen homogenen Differentialgleichung niedrigerer Ord- 
nung mit Koeffizienten aus als F = 0 geniigt, ist, daB man ein Funda- 
mentalsystem Y,, Y,,---, Y, finden kann und die 2u diesem Fundamental- 
system szugehdrige Rationalitétsgruppe © n Substitutionen enthilt, die Y, in 
Y,, Y, im Y,,--+, Y, im Y,, tiberfiihren. 
a) % E. Beke, Die Irreduzibilitét der linearen homogenen Differentialgleichungen, 
Math. Ann. 45, 8. 289. 
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§ 5. 
Die Irreduzibilitét einer linearen homogenen Differentialgleichung. 


Nach Herrn Frobenius*), dem wir den Begriff der Lrreduzibilitat 
einer linearen homogenen Differentialgleichung verdanken, heiBt eine 
lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus 2 irre- 
dusibel, wenn sie mit keiner ebenfalls linearen homogenen Differential- 
gleichung mit Koeffizienten aus 2 von niedrigerer Ordnung ein Integral 
gemeinsam hat. 

Fiir irreduzible lineare homogene Difterentialgleichungen gilt folgender 
Fundamentalsatz von Herrn Frobenius: Eine lineare homogene Differential- 
gleichung D=0O mit Koeffizienten aus 2, die mit einer irreduziblen 
linearen homogenen Differentialgleichung J=— 0 ein Integral gemein hat, 
wird durch jedes Integral von J = 0 befriedigt. 

Auf Grund des bekannten Frobeniusschen Beweisverfahrens (a. a. 0. 
S. 257) kann man den eben angefiihrten Satz allgemeiner so formulieren: 
Eine lineare homogene Differentialgleichung D = 0 mit Koeffizienten aus 
2, die mit irgend einer linearen homogenen Differentialgleichung F' = 0 
mit Koeffizienten aus 2 ein Integral gemeinsam hat, das keiner linearen 
homogenen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten 
aus X als F = 0 geniigt, wird durch jedes Integral von F’' = 0 befriedigt. 
Aus der Definition der Irreduzibilitit ergibt sich unmittelbar, daB der 
erste Satz nur ein Spezialfall des zweiten ist. 

Es soll nunmehr die Richtigkeit des folgenden, soviel ich weiB, noch 
nicht bemerkten Satzes erwiesen werden: 

Satz V. Hat irgend eine algebraische Differentialgleichung A =O mit 
Koeffizienten aus & mit irgend einer linearen homogenen Differentialgleichung 
F =0 mit Koeffizienten aus XZ ein Integral gemein, das keiner linearen 
homogenen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten aus 
als F = geniigt, so kann man stets wenigstens ein Fundamentalsystem von 
Integralen von F =0 finden, dessen Elemente siimtlich auch der Differential- 
gleichung A =O geniigen. 

Anders ausgedriickt: Hat irgend eine algebraische Differentialgleichung 
A=0 mit Koeffizienten aus X mit irgend einer linearen homogenen Differential- 
gleichung F =0 mit Koeffizienten aus = ein partikuldres Integral gemein, 
das keiner linearen homogenen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung 
mit Koeffizienten aus X als F = 0 geniigt, so befinden sich unter den ge- 





*) Frobenius, (ber den Begriff der Irreductibilitit in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen, Journ. f. Math. 76 (1873), S. 236. 
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meinsamen Integralen von A= und F = 0 genau soviel linear unabhingige 
Funktionen, wie die Ordnung der linearen homogenen Differentialgleichung 
F =0 angibt. 

In dem zu beweisenden Satz V ist der voraufgehend angegebene Satz 
als Spezialfall enthalten. Ist niimlich A = 0 im besonderen eine lineare 
homogene Differentialgleichung, so geniigt ihr wie jeder linearen homo- 
genen Differentialgleichung auch jede lineare homogene Kombination mit 
konstanten Koeffizienten irgendwelcher sie befriedigender Funktionen. Wird 
nun A =0, wie es Satz V behauptet, durch ein Fundamentalsystem von 
Integralen der linearen homogenen Differentialgleichung F' = 0 befriedigt, 
so wird A = 0, wenn es eine lineare homogene Differentialgleichung ist, 
auch durch jede lineare homogene Kombination des Fundamentalsystems 
mit konstanten Koeffizienten, d. h. durch jedes Integral von F = 0, be- 
friedigt, wie es der voraufgehende Satz aussagt. 

Zum Verstindnis des Satzes V mége zunichst ein Beispiel folgen. 
Die lineare homogene Differentialgleichung 


_ ay d*y 
Pa y~*p 


+ 135? — 8y = 0 


mit konstanten Koeffizienten hat c,e?* + ¢,xe** + c,x2%e®* zum allgemeinen 
Integral, wobei ¢,, ¢,, ¢, willkiirliche Konstanten bedeuten. Wiahlt man 
als Rationalititsbereich 2 den aller reellen und imaginiren Konstanten, 
so geniigt x*e** keiner linearen homogenen Differentialgleichung niedrigerer 
als dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten; denn die zugehérige 
charakteristische algebraische Gleichung muB wenigstens eine dreifache 
Wurzel besitzen. Wie die Ausrechnung lehrt, befriedigt die Funktion x*e** 
folgende nicht lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten: 
2 2 
A= 2y Za (a2) — 4075 + y= 0. 

Nach Satz V muB man daher ein Fundamentalsystem von Integralen 

der linearen homogenen Differentialgleichung F' = 0 finden kénnen, das 


A =O befriedigt. Ein solches besteht tatsichlich unter anderem aus den 
drei Funktionen 


e** + 2re™* + zie, &* 4+ 4re** + 4a7%e*, z*e?*, 


von denen auch keine einer linearen homogenen Differentialgleichung 
niedrigerer als dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten geniigt. Man 
beachte aber, dab, da A = 0 keine lineare homogene Differentialgleichung 
ist, deswegen nicht jede lineare homogene Kombination des angegebenen 
Fundamentalsystems von F =0 mit konstanten Koeffizienten auch die 
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Differentialgleichung A = 0 befriedigt; so gentigt z. B. die Funktion xe*” 
nicht der Differentialgleichung A = 0.*) 

Der zu beweisende Satz folgt unmittelbar aus Satz IV: Die Funktion Y, 
sei ein Integral der linearen homogenen Differentialgleichung F = 0 mit 
Koeffizienten aus 2 und geniige keiner linearen homogenen Differential- 
gleichung niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten aus 2. Befriedigt Y, 
irgend eine Differentialgleichung A(y) = 0 mit Koeffizienten aus 2, so 
hat man eine Relation A(Y,)=0, die Y, ganz und rational enthiilt. 
Wahlen wir riach Satz IV die m Funktionen Y,, Y,,---, Y,, als Fundamental- 
system von Integralen von F=0, so gestattet A(Y,)=0 wie jede 
richtige Gleichung mit Koeffizienten aus 2 jede Substitution der Ratio- 
nalititsgruppe &, also auch im besonderen die » — 1 Substitutionen, die 
Y, in Y,, bezw. in Y,,---, bezw. in Y, tiberfiihren. Mithin befriedigen 
Y,, Y;,--+, Y¥, die Differentialgleichung A(y)=0. Dies ist der zu be- 
weisende Satz V. Man sieht auch sofort ein, daB, da G zu jeder Sub- 
stitution die reziproke enthalt, auch Y,, Y,,---, Y, ebenso wie Y, keiner 
linearen homogenen Differentialgleichung niedrigerer Ordnung mit Koeffi- 
zienten aus 2 als F’' = 0 geniigen kénnen. 

Aus Satz V folgt als Spezialfall: 

Hat irgend eine algebraische Differentialgleichung A= mit Koeffi- 
zienten aus X mit einer irreduziblen linearen homogenen Differentialgleichung 
J=0 mit Koeffizienten aus & ein Integral gemein, so kann man stets 
wenigstens ein Fundamentalsystem von Integralen von J = 0 finden, dessen 
Elemente A = 0 befriedigen. 


& 6. 
Anwendung des Satzes V auf algebraisch integrierbare lineare 


homogene Differentialgleichungen und zur Verschiirfung eines 
Koenigsbergerschen Satzes. 


Der Satz V gilt natiirlich auch, wenn A(y) = 0 eine algebraische 
Gleichung mit Koeffizienten aus XZ ist. Geniigt aber nach Satz V ein 
Fundamentalsystem von Integralen von F =O auch der algebraischen 
Gleichung A = 0, so besitzt F = 0 ein Fundamentalsystem von Integralen 
das nur aus algebraischen Funktionen besteht, und wird daher ausschlieB- 
lich durch algebraische Funktionen befriedigt. Man hat daher das Resultat: 


*) Da A=O die Differentialgleichung niedrigster Ordnung mit Koeffizienten 
aus ist, der x*e** geniigt (vgl. § 6), so befriedigt jedes Integral von A=0O die 
lineare homogene Differentialgleichung F —0. Das allgemeine Integral von A= 0 
lautet c,*e** + 2¢, ¢,re** + ¢,*x%e**, wobei c, und c, zwei willkiirliche Konstante 
bedeuten. 
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Ist ein partikuléres Integral emer linearen homogenen Differentialgleichung 
F=0 mit Koeffizienten aus 2 Wurzel einer algebraischen Gleichung mit 
Koeffizienten aus X und befriedigt dieses keine lineare homogene Differential- 
gleichung niedrigerer Ordnung mit Koeffizienten aus Z als F =0, so ist 
F = 0 eine algebraisch integrierbare Differentialgleichung, d. h. jedes Integral 
von F' = 0 ist eine algebraische Funktion. 

Dieser Satz kann in gewisser Beziehung als Analogon zu dem Abel- 
schen Satz aus der Theorie der algebraischen Gleichungen angesehen werden: 
LaBt sich auch nur eine Wurzel einer irreduziblen algebraischen Gleichung 
durch Radikale bestimmen, so trifft dies fiir alle Wurzeln zu und die 
Gleichung ist algebraisch auflésbar (Abel, Oeuvres II, 221, Christiania 1881). 

Wir beniitzen Satz V noch zur Verschirfung eines Theorems von 
Herrn L. Koenigsberger. Nach ihm gilt folgender Satz*): Sei 

d a? 
A(y, 7 ae 7) = 9 

eine Differentialgleichung p** Ordnung mit Koeffizienten aus 2, die als 
ganze rationale Funktion von y, 44, try vit betrachtet, in 2 algebraisch 
irreduzibel (d. h. nicht in Faktoren mit Koeffizienten aus 2 zerlegbar) ist. 
Ist A =O unter allen beliebigen algebraischen Differentialgleichungen mit 
Koeffizienten aus = die Differentialgleichung niedrigster Ordnung, die 
eine Funktion Y, befriedigt, und gentigt Y, irgend einer weiteren alge- 
braischen Differentialgleichung mit Koeffizienten aus 2, so ist, abgesehen 
von etwaigen singularen Integralen, die A = 0 besitzt, jedes Integral von 
A =O auch Integral der anderen Differentialgleichung. 

Befriedigt eine Funktion Y, im besonderen irgend eine lineare homo- 
gene Differentialgleichung G(y)—0 mit Koeffizienten aus 2, so sei 
F(y) = 0 die lineare homogene Differentialgleichung niedrigster Ordnung 
mit Koeffizienten aus 2, der Y, geniigt. Die lineare homogene Differential- 
gleichung F(y)=0 braucht nicht unter allen beliebigen algebraischen 
Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus 2 die Differentialgleichung 
niedrigster Ordnung mit Koeffizienten aus 2 zu sein, der Y, geniigt.**) 


Aly, z, try <3) =0 sei die Differentialgleichung niedrigster Ordnung 
mit Koeffizienten aus 2, die Y, zum Integral hat; die linke Seite von A 





*) L. Koenigsberger, Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der Differen- 
tialgleichungen, Leipzig 1882, 8. 5. Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen, 
Leipzig 1889, 8.69. Vgl. ferner Ludwig Schlesinger, Handbuch der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen, Bd. 2, 8. 55, Leipzig 1897. A. Loewy, Math. Ann. 
65, S. 131. 

**) Vgl. das Beispiel im § 5. 
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‘5 3 betrachtet, im 
Rationalititsbereich 2 irreduzibel angenommen. Nach dem Koenigsberger- 
schen Satz befriedigt jedes nicht singulire Integral von A = 0 die lineare 
homogene Differentialgleichung G = 0 und a fortiori F = 0. Unser Satz V 
verscharft die Aussage dahin: Unter den nicht singuléren Integralen von 
A = gibt es genau soviel linear unabhdngige Funktionen, wie die Ordnung 
von F = 0 angibt. Die vollstiindige Integration der linearen homogenen 
Differentialgleichung niedrigster Ordnung mit Koeffizienten aus 2, die 
eine Funktion Y, zum Integral hat, und diejenige der beliebigen alge- 
braischen Differentialgleichung niedrigster Ordnung mit Koeffizienten aus 2, 
die durch Y, befriedigt wird, sind also véllig aquivalente Probleme. 


werde, als ganze rationale Funktion von y, oy, - 
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Uber raumliche Variationsprobleme. 
Von 


Hans Haun in Czernowitz. 


Die folgende Arbeit beschiiftigt sich mit der Ausarbeitung einer 
Methode, die in ihrem Grundgedanken wohl das erstemal bei L. Scheeffer*) 
auftritt: es wird eine Vergleichskurve, die hinsichtlich des Wertes, den sie 
einem Integral erteilt, mit einem Bogen einer Extremale dieses Integrales 
zu vergleichen ist, zuerst verglichen mit einem aus zwei Extremalenbégen 
zusammengesetzten gebrochenen Extremalenzug, dessen Ecke auf der Ver- 
gleichskurve liegt, und sodann wird dieser gebrochene Extremalenzug mit 
dem urspriinglichen Extremalenbogen verglichen. Scheeffer hatte sich die 
Aufgabe gestellt, mit Hilfe dieser Methode die Theorie der zweiten Varia- 
tion zu begriinden. In zwei Arbeiten habe ich gezeigt, wie diese Methode 
verwendet werden kann, um fir alle, die einfachen Integrale behandelnden 
Aufgaben der Variationsrechnung den sogenannten Osgoodschen Satz zu 
beweisen**), und welchen Vorteil man im einfachsten Falle aus ihr bei 
der Betrachtung von Extremalenbigen, deren Endpunkt zum Anfangs- 
punkt konjugiert ist, ziehen kann.***) Im folgenden nun soll diese Methode 
auf riumliche Variationsprobleme angewendet werden. Sie erweist sich 
hier zunichst wieder niitzlich beim Studium von Extremalenbigen, deren 
Endpunkt zum Anfangspunkt konjugiert ist. Mit dieser Frage hat sich, 
und zwar fiir das allgemeine Problem, A. Kneser}) beschiftigt: er iiber- 
trug die Enveloppenmethode, die er im einfachsten Falle mit so viel Er- 
folg angewendet hatte, auf den allgemeinen Fall. Er gelangte aber nur 
unter ziemlich wesentlichen Einschriinkungen ans Ziel; auch seither wurde 
keinerlei iiber die Knesersche Arbeit hinausgehender Fortschritt erzielt, 
ja es scheint, dab es nur sehr schwer méglich wire, mit dieser Methode 


**) L. Scheeffer, Math. Ann. 26 (1885), 8. 522. 

“*) H. Hahn, Monatsh. f. Math. u. Phys. 17 (1906), 8. 63. 
**) H. Hahn, Wien. Ber. 118 (1909), S. 99. 

+) A. Kneser, Charkow. Math. Mitt. (2) 7 (1902). 
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ein allgemeines Resultat, wie im einfachsten Falle, zu erhalten. Auf Grund 
der im folgenden verwendeten Methode reduziert sich die ganze Frage auf 
die, ob eine gegebene Funktion von zwei Verinderlichen an einer ge- 
gebenen Stelle ein Minimum hat oder nicht. Es wird weiter gezeigt, dab 
es sich dabei um den Fall handelt, in welchem die Bedingungen erster 
Ordnung erfiillt sind, aus den Gliedern zweiter Ordnung aber die Ent- 
scheidung iiber das Stattfinden oder Nichtstattfinden eines Minimums noch 
nicht erfolgen kann. Es werden sodann Extremalenbogen betrachtet, die 
iiber den zuni Anfangspunkt konjugierten Punkt hinausgehen. Scheeffer 
hatte versucht, aus der genannten Methode Jacobis Theorem, da ein 
solecher Extremalenbogen kein Minimum liefern kann, zu beweisen, kam 
aber nicht zu einem vollig befriedigenden Resultut. Erst Escherich*) 
gewann aus der Scheefferschen Methode einen allgemein giiltigen Beweis 
fiir das Jacobische Kriterium. Im folgenden wird, durch Verwertung 
dieser Methode nach einer anderen Richtung hin, ein neuer Beweis ge- 
fiihrt. Zugleich aber werden, wie ich glaube, neue Sitze iiber die Art 
des Aufhérens des Minimums in dem zum Anfangspunkt konjugierten 
Punkte gewonnen. Es sind hier zwei Fille zu unterscheiden, die ein 
giinzlich verschiedenes Verhalten zeigen: der Fall, in dem die zum An- 
fangspunkt der Integration gehérige Mayersche Determinante im konju- 
gierten Punkte von erster Ordnung verschwindet, der als der allgemeine 
Fall betrachtet werden kann, und der Fall, in welchem diese Determinante 
im konjugierten Punkte eine zweifache Nullstelle hat. Im ersten Falle 
zeigt ein iiber den konjugierten Punkt hinausgehender Extremalenbogen, 
der aber keinc weitere Nullstelle der Mayerschen Determinante enthiilt, 
ein Verhalten, fiir das beim einfachsten, ebenen Probleme der Variations- 
rechnung keinerlei Analogon besteht. Es giebt niimlich in jeder Nachbar- 
schaft des Extremalenbogens Gebiete von der Art, daf der Extremalen- 
bogen gegentiber jeder Vergleichskurve, die mit einem solchen Gebiete 
auch nur einen Punkt gemein hat, immer noch ein Minimum liefert. Erst 
in der auf den konjugierten Punkt folgenden Nullstelle der Mayerschen 
Determinante hért dieses Verhalten auf: es wird gezeigt, dab es bei einem 
itiber diesen Punkt hinausreichenden Extremalenbogen solche Gebiete nicht 
mehr geben kann. Im zweiten Falle, in dem also die Mayersche Deter- 
minante im konjugierten Punkte zwei zusammenfallende Nullstellen hat, 
gibt es bereits fiir Extremalenbégen, die iiber den konjugierten Punkt 
hinausgehen, keine solchen Gebiete mehr; es ist also dann das Aufhéren 
des Minimums schon im konjugierten Punkte ein vollstiindiges. — Es ist 
wohl kein Zweifel, daB sich analoge Siitze auch fiir das allgemeine Pro- 


*) G. v. Escherich, Wien. Ber. 108 (1899), S. 1269; 110 (1901), S. 1412, 
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blem der Variationsrechnung mit einer unabhingigen Veriinderlichen werden 
aufstellen lassen; doch diirfte die Ubertragung der im folgenden durch- 
gefiihrten Beweise auf den allgemeinen Fall nicht in allen Punkten 
trivial sein. 

° $1. 

Das Problem, mit dem wir uns im folgenden beschiiftigen wollen, 
lautet: Es sind zwei Punkte (2), y), 4) und (2,, y,, 2,) des Raumes (x, > 2) 
durch eine in der Form 
(1) y=y(@); #=2(2) 
darstellbare Kurve zu verbinden (y(x),2(a) bedeuten dabei stetige und 
stetig differenzierbare Funktionen), die das Integral 


(2) Sf, 9, #59, &)ax 


zu einem Minimum macht gegeniiber allen hinlinglich benachbarten, die- 
selben beiden Punkte verbindenden und gleichfalls in der Form (1) dar- 
stellbaren Kurven. Von der Funktion f(z, y, z, y’, 2’) werden wir voraus- 
setzen, dab, wenn &, y(&), 2(€) irgend ein Punkt des Kurvenbogens (1) ist, 
sie eine regulire analytische Funktion ihrer fiinf Argumente ist fiir alle 
den Werten &, y(é), 2(&) hinlinglich benachbarten Werte z,y,2 und alle 
Werte von y’,, 2’. 
Wie iblich setzen wir*): 
E(z, Y; 4, y; #, 7, z’) = f(a, Y; &, Vy, z’) sa f(z, Y; &, y; 2’) 
-J— VF (a, y, 2, y, 2) — (2 —2')f,(2, y, 2, y’, #) 
und setzen voraus, es mége eine positive Zahl « geben, sodaB, wenn x 
irgend ein Punkt des Intervalles x, <2<z, ist, fiir alle den Ungleichungen 
(3) ly-y@\s4l4—*@|S4|¥—y¥@<e,|/—#@)|<e 
gentigenden y, z, y’, 2 und alle 7,2’ die Ungleichung besteht: 
(4) E(z,y,2,y,2,9,7)>0, 
in der das Gleichheitszeichen nur fiir 7’=y', 77 =< méglich sei. Be- 
kanntlich folgt daraus, daB die quadratische Form 
(5) yy y(%), 2(x), y' (2), # (2) u,? + 2fye (2, y (x), 2(2), y'(@), 2 (1) Uy Uy 
+ fy (&, y@), 20), y' @), 2 (@)) uy" 


keiner negativen Werte fahig ist fiir alle z des Intervalles («,, z,), woraus 
weiter folgt, dab ebenda: 


*) fy Fyn ete. bedeuten dabei, wie auch im folgenden, die partiellen Ableitungen 
von f nach y’, 2’, etc. 
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(6) Fy y(@, y@), 2a), ya), #(x)), fy e(@, y(@), 4(@), y @), #(@)) 

fey@,y¥@,2@),¥@),2@)), fr (@, y¥@, 4@),¥@,2@) =~ 
Die Lagrangeschen Gleichungen unseres Problemes lauten: 

, d . d 

(7) fy—-aely~% f—agfen°. 
Wir setzen nun weiter voraus, der Bogen (2, 2,) der Extremale (1) ent- 
halte kein fiir die Lagrangeschen Gleichungen singuliires Element, d. h. es 
sei die Determinante (6) in (2, 2,) ungleich Null. Dann gilt also in (6) 
stets das Zeichen > und die Form (5) ist positiv definit. 

Ist 

y=y(x,a); #—2(z,a) 

eine den Parameter a in differenzierbarer Form enthaltende einparametrige 


Extremalenschar, die fiir a=a, die Extremale (1) ergibt, so geniigen 
die Ausdriicke 


My (%) = Ya(%, dq), My (2) = 44(2, A) 
dem sogenannten akzessorichen Systeme linearer Differentialgleichungen: 
VU, (U,, Uy) = fyy%4s + f, My + hy +f, My’ 
= ey ythy + hyatla + hyyth’ + fy stl’) = 0, 
a(t» Mp) = fry + Fo.Me + fry’ + frets’ 
— fe Ceytts + festle + foyth’ + footy’) = 0, 


(8) 





wo in die partiellen Ableitungen von / fiir y,z,y’, 2 (wie im folgenden, 
wenn keine Argumente angegeben sind, immer) einzusetzen ist: y(x), 2(x), 
y (x), 2'(x). Wegen des Nichtverschwindens der Determinante (6) ist dieses 
System im Intervall (7, z,) reguliir. Der Greensche Satz fiir das Glei- 
chungssystem (8) lautet*): 


Th, VW, (Uy, Uy) + tye (U,, Uy) — Ud, (H,, Hy) — Uy ty (H,, My) 
(9) d a, ae 
™ Je (ty, My; H,, My), 


Wo W(u,, U3 %,,%) folgende Bedeutung hat: man setze 


Y% wae fy yt + fy Ms + hoy + hye» 


(10) ae ee 
Vg — fay Ms + fe My + toy + fovMs 
*) Man vgl. fiir die folgende Z tellung von Tatsachen die Arbeiten 
von G. v. Escherich iiber die zweite Variation, sowie ihre Darstellung bei O. Bolza, 
Vorlesungen iiber Variationsrechnung, 8. 619ff., sowie J. Hadamard, Legons sur le 
calcul des variations, 8. 336ff. Ferner H. Hahn, Rend. Pal, 29, 8S. 49ff. 
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und definiere analog 3, und @,, dann hat man: 
(U,, Uy; %,, Hy) = (u, 0, — U,0,) + (Uo, — H,r,). 
Fir irgend zwei Lésungen u,, u, und #,, #, des Systemes (8) ist wegen (9): 
H(u,, Uy; %,, H,) — const. 
Ist diese Konstante gleich Null, und sind diese Lésungen linear un- 
abhiingig, so heiBen sie zu einander konjugiert. 


Ist die zweiparametrige Extremalenschar (die fiir a,, b, die Extre- 
male (1) liefern mége) 


y = y(z, a, b), a= a(z, a, b) 


eine Mayersche Schar (d. h. gibt es Flichen, zu denen alle Extremalen 
dieser Schar transversal liegen), so sind die Lésungen von (8) 


= Yq(Z My, by), Mg—= 2, (%, My, by); Uy —Y,(@, Gy, by), tly = 4, (x, My, by) 
zu einander konjugiert. Jeder geniigend kurze Extremalenbogen JaBt sich 
mit einer Mayerschen Schaar umgeben, die in seiner Umgebung ein Feld 
bildet. DemgemaB gibt es auch stets zu einander konjugierte Liésungen 
von (8): u,, %,; %,, %,, fiir die die Determinante u,#,— u,%, an einer vor- 
gegebenen Stelle ungleich Null ist. 

Es gibt zwei linear unabhiingige Liésungen u,, u, und #,, #, von (8), 
deren Anfangswerte an der Stelle — Null sind. Sie sind offenbar zu ein- 
ander konjugiert. Sind u,*,u,* und @,*, #,* zwei linear unabhiingige Lésungen, 
deren Anfangswerte an der Stelle & ebenfalls Null sind, so ist: 

u,* = au, + pu,, u,* = yu, + du, 

u,* = au, + Bi,, u,* = yu, + di, 
und es ist ed —By+0. Die Determinanten u,#, —u,%, und u,*a,* — u,*u,* 
unterscheiden sich also nur um einen von Null verschiedenen konstanten 
Faktor und haben daher dieselben Nullstellen. Eine beliebige dieser Deter- 
minanten werde bezeichnet mit A(z, &). Es ist offenbar A(z, &) nicht 
identisch Null. Die erste auf & folgende Nullstelle von A(z, &) heibt 
der zu & konjugierte Punkt. 


Damit es eine nicht identisch verschwindende Lésung u,(x), u(x) 
von (8) gebe, fiir die 


u,(6)—= 4, () = 0; — u,(£) = 4 (E) = 0 


(wir sagen kurz: die in € und in & verschwindet), ist notwendig und hin- 
reichend, daB A(é, &) = 0 sei. 

Bedeutet u,(x), u,(x) (¢ = 1, 2, 3, 4) ein Fundamentallésungssystem 
von (8), so kann man setzen: 
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 HO@), wyO(x), M(x), u(x) | 
| thy (az), thy™(ar), e4y)(ar), toy (ar) | 
HE), HE), w(E), HE) | 


| ug(E), wy (E), rg(E), Hy) | 


Sind u,, u, und #,, % zwei zueinander konjugierte Lésungen von (8) 
und verschwindet die Determinante 


(11) A(a, §) = 


; U = u, tl, — Uy, 
fiir z= & von zweiter Ordnung, so ist: 
u,(&) = u,(€) = 0, 
#, (6) — u,(€) = 0. 
Wir wollen diesen Satz beweisen. Sei also an der Stelle — sowohl 
U als U’ gleich Null. Wir kénnen offenbar von vornherein annehmen: 


u,(€) = u,(E) = 0; denn wire es nicht der Fall, so kénnte man es er- 
reichen, indem man «,(%), u,.(x); %,(”), %,(#) durch Linearkombinationen 
ersetzt. Wir haben also dann: 

uy (&) ty(E) — wy’ (E) a, (E) = 0. 


Da die beiden Lésungen u,, u, und %,, %, konjugiert sind, haben wir 


weiter: 
0, (E)i,(E) + v, (€)a, (E) = 0. 
Wir werden beweisen, daB hieraus folgt %,(&) = 0, %,(€) = 0, womit ja 


unsere Behauptung erwiesen sein wird. Beachten wir, daB (10) sich jetzt 
reduziert auf: 


(8) = fy) (©) + fy ede (8)3 (8) = fey]. (8) + fev)’. 
Es wird daher: 

w® -4®| 

m(€) (8) | 
Das aber ist ungleich Null, weil die Form (5) positiv definit ist und 
u,’(€) und u,’(€) nicht beide verschwinden kénnen, da ja schon w,(&) = 


u,(—&) = 0 ist. Also ist in der Tat @,(&) = @,(€)=0. Ist also U an der 
Stelle £ von zweiter Ordnung Null, so kann man stets annehmen: 


A(a, §) = U. 


Damit ist auch gezeigt, daB U hiéchstens von zweiter Ordnung ver- 
schwinden kann, da offenbar A(z, &) an der Stelle — nur von zweiter 
Ordnung verschwindet. 


=fyy) (41 OP + 2 fy ary (&) uy) + foe] (m’®@)*. 


8* 
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Ist 
(12) = y(a, a, b); z= 2(z, a, b) 
die zweiparametrige durch den Punkt & y(&), 2(€) von (1) hindureh- 


gehende Extremalenschar, die fiir a,, b, die Extremale (1) liefere, so sind 
(wenigstens bei geeigneter Wahl der Parameter a und 5) 





Uy, = ¥, (2, A, by), ti, = y,(%, M%, bg); 
Uy = 4, (a, do, by), a“, = 2,(2, A, by) 


zwei linear unabhingige Lésungen von (8), die fiir = £ verschwinden, 
sodaB man fiir A(x, &) auch die Funktionaldeterminante 


A(x, £) = yq(Z, Gq, bo)#,(X, My, by) — Yn(%, My, by)2,(2, 4, by) 
wihlen kann. Hieraus folgert man: 

Sei &* der zu & konjugierte Punkt und §< §& <§& <&. Es gibt 
dann eine Umgebung*) @ des zwischen & und &, liegenden Bogens 
von (1), von der jeder Punkt sich mit dem Punkte &, y(&), 2(€) durch eine 
und nur eine der Extremale (1) benachbarte Extremale der Schar (12) 
verbinden laBt (d. h. durch eine und nur-eine Extremale der Schar (12), 
fiir deren Parameterwerte die Betrige a—a,| und |)—b,| eine geeignete 
Zahl nicht iibersteigen). 

Sind u,, u, und #,, #, zwei zueinander konjugierte Lésungen von (8), 
setzt man wie oben: 

U = uti, — u,ti,, 
bedeuten ferner ,, 7, zwei stetige, zweimal stetig differentiierbare Funk- 
tionen, setzt man ferner: 


> Mh» "Ms Ne» MN, %e 
(13) G7 4, Mr b= |“) Uy, Us > 


i,, tw, w, iy, U,, ty 
so gilt tiberall, wo U nicht verschwindet, die Escherichsche Identitét: 


(14) M1 ¥1(%1> Ne) + %e%2(%> Ne) =fyy bi? + 2 fy wot Se + feos? 
d — Ne 4, 1% — Ne % —- = . 
— g(t was a Mas Ma) — "GE Ci, Hs ty Ma) 


Wir entnehmen aus dieser Identitiit die folgende Tatsache: Es sei & die 


*) Unter der Umgebung e des Extremalenbogens (€,, &,) wird die Gesamtheit 
jener Punkte verstanden, deren y- und z-Koordinaten sich von den entsprechenden 
Koordinaten des Punktes gleicher Abszisse auf der Extremale (1) um nicht mehr 
als 9 unterscheiden. 
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a, 
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der Stelle € unmittelbar folgende Nullstelle von A(a, &) (d. h. der mu & 
konjugierte Punkt) oder die der Stelle £ unmittelbar vorhergehende Null- 
stelle von A(a, &) und es seien u,, u, und #,, %, zwei zueinander kon- 
jugierte Lésungen von (8). Dann verschwindet die Determinante u,#,—u,i, 
in mindestens einem Punkte des Intervalles (&, &). 

Denn seien u,)(x), u(x) und a(x), a(x) zwei linear un- 
abhingige Lésungen von (8), fiir die 

my (E) = ug (E) — 2, (E) = w,(E) = 0 
sei; dann kann man stets annehmen: 
A(x, &) = u,9(x)a,© (x) — u,9(a)a,(2). 
Setzt man daher: 
U,(#) = au,©(x) + pu, (x); U,(x) = au(x) + pa,O(2), 
so kann man wegen A(é, £) = 0 nicht verschwindende Werte von « und 
so finden, dab 2 i 
U,(&) = U,(&) = 0 

wird. Die nicht identisch verschwindende Liésung U,, U, von (8) hat 
also die Eigenschaft, daB ihre beiden Glieder sowohl in & als in — den 
Wert Null haben. Seien nun u,, wu, und &,, % zwei konjugierte 
Lésungen, deren Determinante im ganzen Intervalle (£, §) mit EinschluB 
seiner Endpunkte von Null verschieden sei. Dann kann offenbar U,, U, 


sich nicht linear aus u,, u, und @,, %, zusammensetzen; daraus aber 
folgert man ohne weiteres, dab die Ausdriicke 


U;;, U;, U, U,', U,, U, 

M's My Uy > Us’, Uy, Uy 

Uy, t, Wy ty, Uy, My 
nicht identisch Null sein kénnen. Ersetzt man nun in der Identitiit (14) 
"> Ng durch U,, U,, so wird die linke Seite Null, sodaB man erhiilt: 


IL Cobh + fy hibe + fe ebde 


U,%, — U, U; *— 


4 E 
U, ees 
_ ee v(u,, Ug; U;; U,) - “2 v “ v(%,, U5 U;, 0,)| 


Hierin ist die rechte Seite Null, was im Widerspruch steht mit dem 
positiv definiten Charakter der Form (5). Die Unméglichkeit des kon- 
jugierten Systems u,, u.; %,, %, ist somit dargetan. 
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Wir wollen diesen Satz noch mehr verschiirfen. Wir wollen nimlich, 
unter den Voraussetzungen des obigen Satzes, zeigen, daB die Determi- 
nante u,i, —u,%,, falls sie im Innern des Intervalles (&, €) von Null ver- 
schieden ist, sowohl im Punkte & als auch im Punkte ~ verschwinden muf. 

Sicher ist, nach dem eben Bewiesenen, daB diese Determinante, falls 
sie im Inneren von (&, §) nicht verschwindet, entweder in £ oder in — 
verschwindet. Nehmen wir zuerst an, sie verschwindet, etwa in &, von 
erster Ordnung (die Annahme, ein Verschwinden erster Ordnung finde in 
E statt, wiirde sich ebenso erledigen), sei aber in — nicht Null. Wir 
kénnen dann, wie schon bemerkt, stets annehmen, es sei u,(£) = u,(&) =0; 
dann gilt fiir jedes positive « die Formel: 


g 
S¢ Fy yh” + 2f,, bo +f; f,*) dx 
S+e 


=e a as v(u,, H,; U,, u)],. 3 


- ¥(u,, m5 U,, U,) — 257 
wobei rechts das von der oberen Grenze — herriihrende Glied Null ist. 
Gehen wir rechts mit ¢ zur Grenze Null iiber, so nihert sich das von der 
unteren Integrationsgrenze § + ¢ herriihrende Glied ebenfalls der Null, da 
die beiden Ausdriicke U,#, — U,t, und w(u,, u,; U,, U,) je von erster 
Ordnung, der Ausdruck U,u, — U,u, von zweiter Ordnung, U aber nur 
von erster Ordnung Null wird. Es tritt also derselbe Widerspruch auf 
wie oben. 

Es bleibt der Fall zu untersuchen, daB U in & oder in & von zweiter 
Ordnung verschwindet. Wie wir oben gesehen haben, kann sich dann U 
von A(z, §) beziehungsweise von A(z, ) nur um einen nicht verschwin- 
denden konstanten Faktor unterscheiden. 

Im ersteren Falle ist daher, wegen A(E,£)—0, auch U an der 
Stelle — Null. Im zweiten Falle beachte man, daB wegen (11) aus 
A(é, §) =0 auch folgt A(é,~)—0, sodaB auch U an der Stelle & ver- 
schwinden muB. Unsere Behauptung ist also in allen Fallen bewiesen. 


Es sei 


(15) ¥ = yo(2, a°, 0°); z= %(x, a®, U) 
die durch den Anfangspunkt xz, des Extremalenbogens (1) hindurchgehende 


zweiparametrige Extremalenschar; die Extremale (1) erbhalte man fiir 
a® = a,", b, = b,°. 
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Ebenso sei 
(16) y= y, (x, a, b*); a= 2,(2, a’, bt) 
die durch den Endpunkt 2, des Extremalenbogens (1) hindurchgehende 
zweiparametrige Extremalenschar; die Extremale (1) erhalte man fir 
a & a,', bt = b,1. 

Nehmen wir zunichst an, der zu x, konjugierte Punkt falle nicht 
ins Innere des Intervalles (xz, 2,) (wohl aber kann er in den Endpunkt 2, 
dieses Intervalles fallen); dann gilt der Satz: 

Liegt das Intervall (&, &,) ganz im Innern des Intervalles (x, x,), 80 
gibt es eine Nachbarschaft @ des Bogens (&,, ,) der Extremale (1), von der 
jeder Punkt sich sowohl mit dem Punkte x, der Extremale (1) durch eine 
und nur eine der Extremale (1) benachbarte Extremale der Schar (15), als 
auch mit dem Punkte x, der Extremale (1) durch eine und nur eine der 
Extremale (1) benachbarte Extremale der Schar (16) verbinden lapt. 

Nach Voraussetzung ist A(z, x,)+0 fir 4,<a2<2,. Nach dem 
am Schlusse des vorigen Paragraphen bewiesenen Satze ist daher auch 
A(a, 2,) +0 fir 4<a2<a2,. Denn wire A(E, z,)=0 (4% <& <4,), 80 
miiBte nach diesem Satze A(z, x,) entweder in einem inneren Punkte von 
(—, «) oder im Punkte & verschwinden, was beides nicht der Fall ist. 
Nun aber kann man annehmen: 

A (2, Xo) = Yo ao(% 495 ¥9) Zqy0(%, 9, BS) — Yor (Ly 49 BO) #5 q0(%, 49, 9), 
A(x, ©.) = Yy go(% Hy Bf) 2, y0(%, A), OS) — Vy y0(%, Oy 9) 4, o(%, 49, 40), 
sodaB die Theorie der impliziten Funktionen die Richtigkeit unserer Be- 

hauptung zeigt. 

Nehmen wir nunmehr an, der zu 2, konjugierte Punkt x,* falle ins 
Innere des Intervalles (x,, 7,), die niichste auf x,* folgende Nullstelle von 
A(x, x) aber, sie heiBe x,**, gehére dem Intervalle (a, z,) nicht mehr 
an, weder als innerer noch als Endpunkt. 

Wir bezeichnen die dem Punkte x, unmittelbar vorhergehende Null- 
stelle von A(x, 2,) mit 2,* und behaupten die Ungleichung: 

%< 2,° < a* <¢,. 
Wiire zuniichst 2,* > ,*, so miiBte nach dem Satze des vorigen Para- 
graphen A(x, x) entweder in einem inneren Punkte von (z,*, 2) oder 
sowohl in 2,* als in 2, verschwinden, was beides unméglich ist, da nach 
Voraussetzung A(x, z,) +0 ist fiir 4*<2<2,. Wir haben also z,* < a,*. 
Es kann aber auch nicht z,* <2, sein. Denn es mub, wieder nach dem 
Satze des vorigen Paragraphen, A(x, x,) entweder in einem inneren Punkte 
von (a), %*) oder in beiden Endpunkten dieses Intervalles verschwinden. 
Da, wie eben gezeigt, A(a,*, z,)+ 0 ist, muB also A(z, x,) in einem 
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inneren Punkte von (%,, 2,*) verschwinden, daher 2,*>,. Daraus er- 
gibt sich ohne weiteres, daB fiir 2,* < 2 < a,* sowohl A(z, x°) +0, als 
auch A(z, z,)+ 0 ist. Durch Anwendung der Siitze iiber die impliziten 
Funktionen erhalten wir*): 

Liegt das Intervall (&,§&,) ganz im Innern des Intervalles (x,*, x,*), 
so gibt es eine Nachbarschaft @ des Bogens (§,&,) der Extremale (1), von der 
jeder Punkt sich sowohl mit dem Punkte x, der Extremale (1) durch eine 
und nur eine der Extremale (1) benachbarte Extremale der Schar (15), als 
auch mit dem Punkte x, der Extremale (1) durch eine und nur eine der 
Extremale (1) benachbarte Extremale der Schar (16) verbinden lapt. 

Sei nun, je nach Lage des zu x, konjugierten Punktes, das Intervall 
(&,&) so gewihlt, wie es der betreffende der beiden eben bewiesenen 
Sitze verlangt. Wir wollen zeigen, dab sich dann die Nachbarschaft 0 
des Bogens (&,,&,) der Extremale (1) auch so wihlen laBt, dab, wenn P 
einen beliebigen Punkt dieser Nachbarschaft bedeutet, folgender Satz 
besteht: 

Es gibt eine Umgebung 6 (6 > @) des Bogens (x,2,) der Extremale (1) 
derart, dag der den Punkt x, von (1) mit P verbindende Extremalenbogen 
aus (15) das Integral (2) zu einem Minimum macht gegeniiber allen zu- 
liissigen Vergleichskurven, die dieselben Punkte verbinden und ganz in der 
Nachbarschaft « der Extremale (1) verbleiben; und da ebenso der den 
Punkt P mit dem Punkt x, von (1) verbindende Extremalenbogen aus (16) 
das Integral (2) zu einem Minimum macht gegeniiber allen zuliissigen Ver- 
gleichskurven, die dieselben Punkte verbinden und ganz in der Nachbarschaft 6 
der Extremale (1) verbleiben. 

Sei 
(17) Y = ¥(%, Zo, Yor Zo» Yo Zo)» 2 = 2(%, Ly, Vos Zo» Yor 2) 
diejenige Lésung von (7), deren Anfangswerte an der Stelle 7, sind: 9, 
Zo, Io, %o- Fiir Zy— %,Yo— Yor Zo—= %01 Yo = Yor %o = % erhalte man 
daraus die Extremale (1). Da sie fiir 4<2< 2, durch kein singulires 
Element von (7) hindurchgeht, gilt nach einem bekannten Satze dasselbe 
fiir alle Lésungen (17) im Intervalle #,< 2 <2,, wenn nur 


(18) |%—a%|<h, |\Go— Yo|<h, |Z9—%o|<k, Yo—Yo | <A, |Zp—%y | <h 
und hf und & hinlainglich klein sind. Wir wihlen ein %,< 2, sodab 
|%,— 2% |<h. Offenbar kann man es dadurch, daB man /: sowie die Nachbar- 


*) Fiir die Giiltigkeit dieses Satzes, sowie der weiteren Erérterungen dieses 
Paragraphen ist es keineswegs erforderlich, da 2, <”,** sei, sondern nur, daB 
2,*<2,* ist. Wir wollten im obigen lediglich zeigen, da®, wenn die erste dieser 
Ungleichungen erfillt ist, die zweite sicher auch erfillt ist, sodaB dann unsere 
Satze immer anwendbar sind. 
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schaft @ des Bogens (§,£,) von (1) hinlinglich klein macht, erreichen, 
daB die Anfangswerte 7/,, 2), %,, 2, fiir «=, derjenigen Extremale von 
(15), die den Punkt P unseres obigen Satzes mit dem Punkte 2, y, 2% 
verbindet, den Ungleichungen geniigen: 

- = _ , k i=, k 
(18a) YoY <A, |—H%\<h, Yo—m |< a? 7o— I< 9° 
Samtliche Extremalen der zweiparametrigen, durch den Punkt Z,, 7/,, Z 
hindurchgehenden Schar 


j= y (2, Xo, Yo Zo, Io, Zo), 
: 2 = 8(%, Zo, Yor 20 Yor 20) 
fiir die 
la @ =F k = 6 => 
(19) Yo—Yoi<g %—% <Z> 


werden daher die Eigenschaft behalten, fir 7,< 2 <2, regulir zu 
bleiben. 
Wir zeigen nun zuniichst, dab die Determinante 

| Y,,.(a, Xo, Yoo Zoos Yoos Zo) y; (x, Lo, Yoo: Zoos Toor Boo) | 

|e, (at, Zo, Yoos Zo0s Yoo Zo) 2, (2, Zo, Yoos Z 09 Yoos Fo) | 
im Intervalle z,< « < §, absolut genommen gréBer bleibt als eine positive 
Zahl a fiir jedes feste der Ungleichung x, —h< Ty< % geniigende Ze, 
wenn die positive Zahl h hinlinglich klein ist, wobei 9, Z99, Yoo» Zo9 die 
Anfangswerte der Extremale (1) fiir z = %, bedeuten. 

Zum Beweise wihle man zwei konjugierte Lésungen u,, “.; %,, %, von 
(8), deren Determinante u,#, — u,%, fiir z=, nicht verschwindet. Man 
wihle nun é so klein, daB diese Determinante auch noch fiir |~ — 2,| < 0 
von Null verschieden bleibt, wihle h <4 und |%,—-2|<h. Da nun die 
Determinante (20) nichts andres ist als A(x, %,), kann sie fiir Z,< c<a,+0 
nicht verschwinden, da ja sonst, nach einem friiher bewiesenen Satze, die 
Determinante u, %i,—u,%, ebenfalls in (%, 2+ 0) verschwinden miiBte, 
was nicht der Fall ist. Sie bleibt daher in (%, 2+ 4) absolut genommen 
oberhalb einer positiven Zahl. Was nun das Intervall (2, + 0, &,) anlangt, 
so bleibt darin A(z, x.) absolut genommen oberhalb einer positiven Zahl, 
dasselbe gilt daher von 


Y,)(@ Xs Yo> 20» Yoo £) Y5)(@, Xo) Yo: 29) Yos &y)| 

| 2, (2, Xo» Yor “or Yor %0) 2. 1(@ Loy Yor %o» Y %)\’ 
welcher Ausdruck sich ja von A(z, 2) nur um einen konstanten Faktor 
unterscheidet. Wiahlt man aber / hinlinglich klein, also 7%, hinlinglich 


nahe an 2, so riicken auch Yo, Zo9, Yoo Zoo beliebig nahe an Yo, 2), Yo % » 
sodaB aus der Stetigkeit der Ausdriicke y,., y,., 2,,, #,, folgt, daB auch 


= 


(20) 
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(20) in (z+ 6, &,) absolut genommen oberhalb einer positiven Zahl bleibt, 
womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Daraus nun aber folgt weiter, auf Grund einer bekannten Eigenschaft 
der stetigen Funktionen, daB auch die Determinante 

Y5,(% For Yor Zo Yo. 20) Ys,(% Zor Yor Zo» Yor Fy) 

4,.(2, ¥o, Yo 201 Yor 20) 4, (x, ¥o, Yor Zo» Yor 20) 
fiir jedes feste Z,(z,—h<%,<x,), und fiir alle |%], — Yo| << *, |Z — 2y9| <%, 
|Fo— Yoo! <*, |Zo— Z| <* im ganzen Intervall 4,<2<&, absolut ge- 
nommen oberhalb einer positiven Zahl bleibt, wenn nur x hinlinglich 
klein ist, und gewiB kann man, wenn h hinlinglich klein gewahlt war, 
durch geniigend kleine Wahl von @ erreichen, daB die eben angeschriebenen 
Ungleichungen fiir 7, =, 7 = %, Fo = Yo 2% = % erfiillt sind. 

Seien nun £, 7, € die Koordinaten eines beliebigen, dem Intervalle 
(%, &,) angehérigen Punktes derjenigen Extremale aus (15), die den Punkt 
2% von (1) mit dem Punkt P verbindet. Dann ist: 

n= Y(E, Zo, Yor 20> Yor 20) & = 2(E, Zor Yor 20» Yor 20)- 
Das oben Bewiesene zeigt, dab wir auf Grund der Lehre von den impli- 
ziten Funktionen behaupten kénnen: Die Gleichungen 
Y= (5, Zo, Yor Zo» Yor 20) 2 = 2(E, Zo, Yor Zo» Yor 20) 

kénnen fiir |y— | <t, |e —£|<+ im eindeutiger, regulir analytischer 
Weise nach #,', 7, aufgelést werden, und zwar kann die positive Zahl + 
unabhiingig gewihlt werden von der Lage des Punktes — im Intervall 
%SE<E, Das aber heiBt mit anderen Worten: die zweiparametrige 
durch den Punkt Z,, ¥,, 7 hindurchgehende Extremalenschar bildet in der 
Nachbarschaft t des vom Punkte 2, von (1) zum Punkte P fiihrenden 
Extremalenbogens aus (15) ein Feld dieses Bogens. — Ferner geht aus 
obigem hervor, daB die Zahl t auch unabhiingig gewahlt werden kann 
von der Lage des Punktes P in der Nachbarschaft 9 des Bogens (&,, &) 
der Extremale (1). Wir erkennen nun leicht, dab (bei geeigneter aber 
von P unabhiingiger Wahl von r) der Extremalenbogen aus (15), der den 
Punkt z, von (1) mit P verbindet, dem Integrale (2) einen kleineren 
Wert erteilt als jede andere seine Endpunkte verbindende Vergleichs- 
kurve, die ganz in seiner Nachbarschaft + verbleibt (vorausgesetzt, daB 
die Nachbarschaft @ des Bogens (&,, &,), in der P gewahlt war, hinlinglich 
klein angenommen wird). 

In der Tat haben wir um den fraglichen Extremalenbogen bereits 
ein seine Nachbarschaft + ausfiillendes Feld konstruiert, es bleibt also 
nur nachzuweisen, daB in diesem Felde die E-Funktion definit positiv ist. 
Nun kénnen wir dadurch, da wir g hinlinglich klein und %, hinlanglich 
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nahe an 2% annehmen, bewirken, daB in (18a) k beliebig klein wird; 
speziell auch so klein, dab, solange ¥,, 7, den Ungleichungen (18), 9,’, 7,’ 
den Ungleichungen (19) geniigen, fiir 7,< 2<&, die Ungleichungen be- 
stehen: 

\Ye(", Zo» Yor 2a» Yor 20) —¥'(2)| <8, 

|2,(@, Zo, Yor 20» Yor 20) — # (x)| <e. 
Diese Ausdriicke y, und z, sind nun nichts anderes als die Gefiallsfunktionen 
p(x, y, 2), g(a, y, 2) des genannten Extremalenfeldes. Wegen (4) wird 
also bei geniigend kleiner Wahl von 9 und ¢ in der Nachbarschaft t+ des den 
Punkt x, der Extremale (1) mit dem beliebigen Punkte P der Nachbar- 
schaft g@ des Bogens (x,, &,) der Extremale (1) verbindenden Extremalen- 
bogens aus (15) die Ungleichung bestehen: 


E(a, y, 4, pP@, ¥, 4, I, ¥, 9, ', 7) 20, 
worin p(x, y, 2), q(x, y, 2) die Gefallsfunktionen des die Nachbarschaft 
des genannten Extremalenbogens bedeckenden Feldes bezeichnen und das 
Gleichheitszeichen nur eintritt fir 7’ = p(x, y, 2), 7 = q(x, y,2). Dies 
aber reicht fiir das behauptete Minimum hin. 


Man wihle nun 6 < und g so klein, dab, wenn P beliebig in der 
Nachbarschaft @ des Bogeus (&,, &,) von (1) gewiihlt wird, der P mit dem 
Punkt z von (1) verbindende Extremalenbogen aus (15) ganz in der 
Nachbarschaft o des Bogens (x, &,) von (1) verbleibt. Offenbar liegt 
dann die Nachbarschaft 6 des Bogens (z,,&) der Extremale (1) ganz 
innerhalb der Nachbarschaft r desjenigen Extremalenbogens aus (15), der den 
Punkt x, von (1) mit dem Punkt P verbindet, wie P auch in der Nach- 
barschaft 9 des Bogens (&, &,) von (1) gewihlt sein mag. Da nun, wie 
eben bewiesen, der genannte Extremalenbogen aus (15) gegeniiber seiner 
Nachbarschaft t ein Minimum liefert, so liefert er auch ein Minimum 
gegeniiber allen in der Nachbarschaft o des Bogens (a, &,) von (L) ver- 
bleibenden Kurven; die mit ihm gleichen Anfangs- und Endpunkt haben, 
und dies ist der erste Teil unserer Behauptung. Der zweite Teil dieser 
Behauptung beweist sich véllig analog. 


g 3. 


Sei wieder z,* der zu x, konjugierte Punkt, z,** die erste auf 2,* 
folgende Nullstelle von A(x, 2), x,* die erste x, vorausgehende Null- 
stelle von A(z, z,). Wir nehmen an, es sei 2,*< 2,*; wie wir wissen, 
ist das sicher der Fall, solange z,< 2,**. Wir wihlen das Intervall 
(E&, &,) so wie es zu Beginn des § 2 auseinandergesetzt wurde: beliebig 
ganz im Inneren von (7,, 2,), wenn 2,* nicht ins Innere von (2, 2,) 
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fallt, ganz im Inneren von (z,*, z,*), wenn «,* ins Innere von (a, 2,) 
fallt. Sei die Nachbarschaft @ des Bogens (&,£&,) der Extremale (1) 
hinlainglich klein gewihlt; P sei ein beliebiger Punkt in dieser Nachbar- 
schaft, (x, y, 2) seien seine Koordinaten. Mit V,(x, y, 2) bezeichnen wir 
den Wert des Integrales (2) erstreckt von x, bis # tiber diejenige Extre- 
male der Schar (15), die den Punkt P mit dem Punkte x, der Extremale 
(1) verbindet; mit V,(x, y, 2) den Wert des Integrales (2) erstreckt von x 
bis x, tiber diejenige Extremale der Schar (16), die den Punkt P mit dem 
Punkte x, der Extremale (1) verbindet. J, sei der Wert, den der Bogen 
(%, 2,) der Extremale (1) dem Integrale (2) erteilt. Wir setzen: 


Via, Y; Z)= Vi(a, Y; 2) + Vi (a, y, 2) — Jy. 
Diese Funktion V(x, y, z) ist in der Nachbarschaft 9 des Bogens (&,, &,) 
der Extremale (1) definiert, und zwar reguliir analytisch. 


Sei — irgend ein Wert des Intervalles (&,, &,), (€, y, 2) ein Pankt aus 
der genannten Nachbarschaft 9, von der Abszisse £; wir setzen: 


(21) y—y(—)=—4y; 2—2(&)=—€ 


und setzen weiter: 


Vey )—VEy@+n, «+H — Wn, fb. 
Dann ist offenbar W(y, £; &) definiert fir » <o, |< 0, &<&<&, 
und es ist W(0, 0; &) = 0. 

Die Frage, ob der Bogen (x,, x,) der Extremale (1) das Integral (2) 
zu einem Minimum macht, ist dann villig gleichbedeutend mit der Frage, 
ob die Funktion W(n, €; &) von » und € an der Stelle y= 0, §=0 ein 
Minimum hat oder nicht. 

In der Tat habe zuniichst W(y, £; &) fiir 7 = 0, € = 0 ein Minimum; 
wir kénnen dann g so klein wihlen, dab fiir 4|<@, ¢| <9, sobald nicht 
47=0, €=0: 

(22) W(n, £3; §) > 9. 

Sei o die im Satze von S. 120 erwihnte Nachbarschaft des Bogens (z,, «,) 
der Extremale (1), sei 

(23) y= 9(2), 2=2(2) 

eine in der Nachbarschaft g und mithin auch sicher in der Nachbarschaft 6 
dieses Bogens verbleibende Kurve, die die beiden Endpunkte dieses Bogens 


miteinander verbindet, aber nicht ganz mit der Extremale (1) zusammen- 
fallt, und es sei: 


y(E)=¥9, 2(€) =72. 
Der eben erwihnte Satz lehrt dann (wobei nun der Punkt (€, 7, 7) die 
Rolle des Punktes P spielt) das Bestehen der Ungleichungen: 
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§ 
St(@, 9@), Ea), 7'@), 2 @)dx — V(b, 9,7) >0, 


(24) 


Zo 
Ste, 9(u), F(a), ¥'@), Fa) dx — Vi(E, 9,27) >9, 
g 


wobei in der ersten (bzw. zweiten) dieser Ungleichungen das Gleichheits- 
zeichen nur dann eintreten kann, wenn die Kurve (23) von 2, bis § (baw. 
von & bis z,). mit einer Extremale aus (15) (bzw. aus (16)) zusammen- 
fallt. Hieraus nun folgt durch Addition: 


(25) ff(«, 9@, 2@), 7 @), @)dx—Jy> Vo(E, , 2) + Vik, 9, 2) —Ip, 


und da wegen (22): 

Vo(,9,2)+ Vig, 9,2)-Iy>O 
ist, sobald nicht 7 = y(&), 7 = 2(&) ist, ist das Minimum nachgewiesen 
gegentiber allen Kurven, die nicht durch den Punkt € der Extremale (1) 
gehen. Fiir diese Kurven aber folgt es, weil dann in einer der beiden 
Ungleichungen (24) und mithin auch in der Ungleichheit (25) sicher das 
Ungleichheitszeichen stebt. 

Dieselbe SchluBweise zeigt, daB im Falle eines uneigentlichen Mini- 
mums von W(y, €; &) auch die Extremale (1) ein uneigentliches Minimum 
von (2) liefert. DaB endlich im Falle, daB W(m, £; &) an der Stelle » = 0, 
€=0 kein Minimum hat, auch die Extremale (1) das Integral (2) nicht 
zu einem Minimum macht, liegt auf der Hand; denn W/(y, £; &) ist ja 
nichts anderes als die Integraldifferenz fiir spezielle Vergleichskurven*), 

Unser Resultat ist zuniichst deshalb von Bedeutung, weil es zeigt, 
dap die Frage, ob ein Extremalbogen, dessen Endpunkt zum Anfangspunkt 
konjugiert ist, ein Minimum liefert oder nicht, zu deren Entscheidung bisher 
kein allgemeingiiltiges Verfahren bekannt war, sich reduziert auf die Frage, 
ob eine Funktion von zwei Verénderlichen, die sich berechnen lift, sobald 
die Lagrangeschen Gleichungen des Problems vollstindig gelist sind, an einer 
gegebenen Stelle ein Minimum hat oder nicht. 

Wir erkennen zuniichst sehr leicht, daB die die Glieder erster Ord- 
nung betreffende notwendige Bedingung fiir das Eintreten eines Minimums 
von der Funktion W(m, €; &) sicher befriedigt wird; sodann werden wir 
zeigen, daB, im Falle x, zu x konjugiert ist, derjenige Fall vorliegt, in 
welchem aus den Gliedern zweiter Ordnung allein die Entscheidung iiber 


*) Und zwar ergibt sich aus der Natur dieser Vergleichskurven, da® in diesem 
Falle unser Extremalenbogen nicht einmal ein schwaches Minimum liefern kann. 
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Eintreffen oder Nichteintreffen eines Minimums nicht getroffen werden 
kann (der sogenannte semidefinite Fall).*) 

Es bezeichnen p,(2x, y, 2), Yo(%, y, 2) die Gefiallsfunktionen des in der 
Nachbarschaft @ des Bogens (£,, &,) der Extremale (1) von der Extremalen- 
schar (15) gebildeten Feldes; ebenso p,(x, y, 2), q,(%,y,2) die Gefills- 
funktionen des ebenda von der Extremalenschar (16) gebildeten Feldes. 
Dann ist bekanntlich: 


Vo, (2, y,2)= f,/(@, Y, 2, Do(X, Y, 2), Io (X,Y, 2)) 5 
(26) Vast, Y,2) = — Fe (%s Ys 4, Do(X, Y, 4)» To(%, Y 2)) 5 

Vi, (2, y,4)=— f,(, Y, 2, D (2, Y, 2), 9, Y, 2)) 5 

Vi,(@, ¥; 2) a f,(@, Y, 2, Py (L,Y, 2), (4, Y, 2)) - 
Da nun aber die Extremale (1) sowohl der Schar (15) als der Schar (16) 
angehért, so ist in allen ihren Punkten: 

PZ, y,2) = p, (2, y, 2); G(x, ¥, 2) = q, (2, ¥, 4), 

und somit auch wieder in allen Punkten der Extremale (1): 

Voy (2, Y; 2) + V;,, (2, y, 2) bs 0; ViAa, y; 2) + V; (2, y; 2) =0. 
Daraus aber ergibt sich unmittelbar: 

W,(0,0;8)=0; W,(0,0; &) =0, 
wie wir behauptet haben. 

Wir gehen tiber zur Betrachtung der Glieder zweiter Ordnung in 
W(m, €; &). Wir denken uns den Wert von € fest gewihlt, und kénnen 
dann fiir die Parameter a°, b® der Schar (15) sowohl als fiir die Para- 
meter a’, b' der Schar (16) die Differenzen der Koordinaten der Schnitt- 
punkte der betreffenden Extremalen der Schar (15) (bzw. der Schar (16)) 
und der Extremale (1) mit der Ebene « = & wihlen. Es sind dies nichts 
anderes als die durch (21) eingefiihrten GréBen y, €. Fiir 2 = & wird dann: 


a a 
| Voyy(E, ¥,4)= on Vo (, y,2); Vo.(&,¥,2) = oe Vo.(&,¥, 2)5 


| VoyalEs Ys 4) = A Vogl 958) — 2 Voslbs ys 2), 

und analoge Formeln gelten fiir V,, Da nun 4 = a, € = 0 (und ebenso: 
y = a), € = b), so schreiben sich (15) und (16): 

Y= Yo(%,u,6), #= (x, 0, §), 

y=4,(2,7,6), 2=4,(2, 9,6), 


(27) 


und es werden: 
u(r) = Yo (2; 0,0); u(x) = % (2s 0, 0); 
,° (x) = Yor\*, 0,0); #,° (x)= Zy(2, 0, 0) 


*) Er tritt bekanntlich ein, wenn in W(n, £; §) die Glieder zweiter Ordnung in 
y, § eine verschwindende Determinante haben. 
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und ebenso: 


m2) = 91,(7, 0,0); w(x) = 4,,(2, 0, 0); 
H, (2) = (2, 0,0); a(x) = 4,,(z, 0, 0) 
je zwei unabhiingige Lisungen von (8). Zum Beweise der linearen Un- 
abhiingigkeit von u,, u,; @,, 7 beachte man: 
(28) uF) = 1, (FE) = 0; HE) = 0, 4,(E) = 1, 
und ebenso beweist man die lineare Unabhiingigkeit von u,”, u.; @,%, 
a, aus 
(28a) 4B) = 1, wy%(B)—0; HME) —0, HME) = 1. 
Ferner ist: 
4,2) = ug (x) = 0; 4, (a) = 4, (%) = 0, 
4, (2,) = uy(a,) = 0; (2) = HO(@,) = 0. 
Nach (26) und (27) ist nun im Punkte £ der Extremale (1): 


Vow (EY, s)= A tlk, YE, 0,6), 40, 1) 6)> You’, 8), 42% )],<0, t=07 


und das ist, wenn man von der Bezeichnungsweise (10) Gebrauch macht, 
nichts anderes als r,°(£). Man erkennt auf diese Weise, daB im Punkte £ 
der Extremale (1) die Formeln gelten: 
Vovwy= (8), Voys= rE) — = HE), Vo = 8), 
V, yy oe v, (8), V; yz waka vg(&) — 0,6), Fass ae 0,)(&) ’ 


Die Glieder zweiter Ordnung in W(n, £; &) lauten also: 

29) 2 (oH —0,%H)y? +O — 4G) nb + (6 —H,@)En 
+ (6, (&) = 0, (€))g*) , 

und die Determinante dieser quadratischen Form ist: 


| 04 (8) — (8) v(E) — o(E) | 


(80) | B,(E) — 8) HE) — 4,8) | 


Wir wollen zeigen, dab sie verschwindet, falls z, der zu x, konjugierte 
Punkt ist, fiir alle anderen x, aber, die innere Punkte des Intervalles (z,,z,**) 
sind, von Null verschieden ist. 

Angenommen, die Determinante (30) sei gleich Null. Wir bestimmen 
« und £ (nicht beide Null) aus 


a (0, €) —o,&) + BG, E —5,%@) = 0, 
oc (vg'(E) — 1, (€)) + B(G, E) — 0, ©) = 0 


(31) 
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und betrachten die sicher nicht identisch verschwindenden Lisungen von (8): 
HO) = amy (x) + PUO(Z); U(x) — aH, (x) + BU), 
(x) = ccm (x) + BUM(x); Uy (#) = eux) + BULM(Z). 

Wegen (28) und (28a) hat man dann: 

(32) mE) = WOE); WE) — 408). 

Bildet man nun nach (10) die zu diesen beiden Lésungen von (8) ge- 

hérigen v, und »,, so wird nach (31): 

0, (E) = 9,(E); (EF) = 0,66). 

Das aber reduziert sich wegen (32) auf: 

fy yu” 7 u,") + fy ee” = #7) = 0 ? 
fey Gi” — WW") + FH — HY] = 0, 


woraus wegen des Nichtverschwindens der Determinante (6) folgt: 

my "(E) = WOE); O"(E) = w'(8). 
Zusammen mit (32) aber ergibt das allgemein: 

H(z) = Uj M(a); UZ) = uM(a). 

Die mit u und u® bezeichneten Lésungen sind also ein und dieselbe 
Lésung von (8). Sie hat die Eigenschaft, in x, und in 2, zu verschwinden, 
was, da z, im Innern von (z,, z,**) liegt, nur méglich ist, wenn x, der 
zu 2%, konjugierte Punkt ist. Damit ist die eine Hilfte unserer Behaup- 
tung erwiesen. 

Um auch die andere Hilfte zu beweisen, nehmen wir an, x, sei zu 2, 
konjugiert*). Dann gibt es eine nicht identisch verschwindende Lésung 
von (8), die in z und in 2, verschwindet. Sie muB daher einerseits in 
der Form 

ty (2) = u(x) + BH, O(x); Uy (x) = aug (x) + BU,M(2), 
andererseits in der Form: 

Hy (x) = yu (a) + OHM); Hy (e) = yu) + 34,(2) 
darstellbar sein. Setzen wir hierin x = £, so folgt aus (28) und (28a): 
a=y, B=0. 

Bilden wir nun nach (10) %, und 7, so haben wir: 
0, (2) = ae, (a) + BE); 0 (x) = av, (x) + £8, (x) 


@, (x) _ av, (a) + Bd, (x) ; 0, (x) _ wv, (x) ao Bd, (x), 


und: 





*) Genau derselbe Schlu8 laBt sich durchfiihren fiir x, — x,** (vorausgesetzt, dab 
dann die Funktion W(n, £; §) tiberhaupt noch einen Sinn hat) und ergibt daher auch 
in diesem Falle das Verschwinden der Determinante (30). 
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= 





woraus das identische Verschwinden von 


| 0 (x) — 9x)  0,((x) — v(x) 
4,2) — 8,2) 9x) — 2,0) 


und somit auch unsere Behauptung folgt. 

Wir fiigen noch die leicht zu beweisende Behauptung hinzu, da die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB in W/(y,£; &) die 
Gilieder zweiter Ordnung fehlen, das heiBt, daB in der quadratischen 
Form (29) alle Koeffizienten Null sind, die ist, daB A(z,z,) an der 
Stelle x, eine zweifache Nullstelle hat, oder, was dasselbe ist, daB alle an 
der Stelle z, verschwindenden Lésungen von (8) auch an der Stelle x, 
verschwinden. 

Wir machen noch eine weitere Bemerkung, die nur fiir den Fall, 
daB wv, zu 2 konjugiert ist, in Betracht kommt: Wenn die Funktion 
W(n, €; &) fir 4 = 0, €=0 ein uneigentliches Minimum hat (zufolge des 
eben Bewiesenen kann das nur der Fall sein, wenn x, zu 2, konjugiert ist), 
und somit die Extremale (1) das Integral (2) zu einem uneigentlichen 
Minimum macht, so haben stets die beiden Scharen (15) und (16) unend- 
lich viele Extremalen gemeinsam. Alle diese unendlich vielen Extremalen- 
bégen, die mit dem Bogen (a, 2,) von (1) Anfangs- und Endpunkt ge- 
mein haben, erteilen dem Integrale (2) denselben Wert, alle iibrigen diese 
Punkte verbindenden Kurven aber erteilen dem Integral einen gréBeren 
Wert. 

Denn angenommen, die beiden Scharen (15) und (16) hiatten nicht 
unendlich viele Extremalen gemeinsam, so miiBte es im Falle des un- 
eigentlichen Minimums offenbar in jeder Nahe des Bogens (2, 2,) von (1) 
gebrochene Extremalenziige geben, von x, bis & bestehend aus einer Ex- 
tremale aus (15), von & bis x, bestehend aus einer Extremale aus (16), 
die dem Integrale (2) denselben Wert erteilen wie die Extremale (1), und 
die auch ihrerseits das Integral (2) zu einem uneigentlichen Minimum 
machen, da ja andernfalls auch in jeder Nihe des Extremalenbogens (1) 
Kurven verliefen, die dem Integrale einen kleineren Wert erteilen als 
dieser Extremalenbogen, entgegen der Voraussetzung. Im Knickpunkte 
jedes dieser gebrochenen Extremalenziige miiBten also die Erdmannschen 
Bedingungen erfiillt sein: 


f(a, y, 2, yt’, 2*’) — y*’ f(a, y, 2, y*', 2t’) — 8t’ Fa, 9, 2, 9%, 8F) 
—_ f(z, ¥,4, y~',8~’) = y~' f(a, ¥, 4; y~', 27’) — 2~’ f(a, Y,4, y~, 2’) 
f(a, y, 2, y*', et’) = fy (2, y, 2,97, 27") 


+? at") oe —’ g-’ 
fe(LsY,4,Y »4 V=f(a,y,2,y »% )» 
Mathematische Annalen. LXX. 9 
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aus denen folgen wiirde 

E(a, y, 2, y*',2*',y~', 2-’) =0, 
was im Widerspruche stiinde mit der Annahme (4). Und daB alle den 
beiden Scharen (15) und (16) gemeinsamen Extremalenbégen zwischen 2, 
und x, dem Integrale (2) denselben Wert erteilen, erkennt man in der 
folgenden bekannten Weise. Offenbar miissen die (15) und (16) gemein- 
samen Extremalen, wenn in unendlicher Zahl vorhanden, da ja alles 
regular analytisch ist, eine mindestens einparametrige Schar bilden: 


y= (2, a), a= 2(x, a). 


Der Wert, den die Bégen (x, z,) dieser Schar dem Integral (2) erteilen, 
werde bezeichnet mit J(a). Dann ist: 


J’ (a) =f (f(a, y@, @), #0, a), y,(a, a), 2,(2, a) 
Zo 


— < fy, Y(X, a), a(@, a), ¥,(2, a), 4, (2, a))| y_(2, a) 
+ [f, (@, ya, a), 2(@, a), y, (x, a), 2,(2, a) 
as - f,(@, y(x, a), 2(@, a), Y_(L, a), 2, (2, a))) 2,(2, a)} dz; 


das aber ist Null fiir alle a, wegen der Lagrangeschen Gleichungen (7), 
sodaB J(a) von a unabhingig wird, wie behauptet. 


g 4. 


Unsere Methode liefert nun einen sehr einfachen Beweis dafiir, dab 
ein Extremalenbogen, der den zu 2, konjugierten Punkt im Inneren ent- 
hilt, kein Minimum des Integrales (2) liefert. Wir werden zu diesem 
Zweck die Abszisse z, in unseren obigen Formeln als variabel betrachten. 
Bringen wir die Abhingigkeit unserer Funktion W(y, ;&) von 2, zum 
Ausdruck, indem wir von jetzt ab schreiben W(, €;&,2,) und berechnen 
wir 22 W(n, 658, %). 

Wir erteilen dem z, einen festen Wert Z,, bestimmen das zugehdérige 
Intervall*) (£,, £,) und bezeichnen mit € einen inneren Punkt von (§,, é,). 
Mit P werde bezeichnet der Punkt mit den Koordinaten &, y(&) + , 
2(&)+¢. Es laBt sich, nach dem in § 2 Bewiesenen, mit jedem Punkt 
x, der Extremale (1), wenn nur 2, dem 7, hinlinglich benachbart und 
E|<,\4|<@ ist, durch eine und nur eine der Extremale (1) benach- 
barte Extremale verbinden. Bezeichnen wir den Wert des Integrales (2) 


*) Es ist dasjenige Intervall (€,,&), von dem zu Beginne von § 2 die Rede war. 
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erstreckt tiber die betreffende Extremale von & bis x, mit J(z,). Dann 
ist bekanntlich, wenn mit y*’, z*’ die Richtungekoeffizienten der durch P 
und den Punkt Z, hindurchgehenden Extremalen im Punkte Z, bezeichnet 


werden: 
J(%, + & x,) — J(%,) 


= (f(%,, y&), 4), y*’, ) — (y*’ — ¥ &)f (a, y(%,), 2(@,), y*’, 2*’) 
— (e"— #(&,)) f.(@, yE,), 2&,), y*’, #’) | Oa, + (Az), 
und da das iiber die Extremale (1) von 7, bis %,+ Az, erstreckte In- 
tegral (2) den Wert 
fF, vy), 2), y &), 2 (#,)) Oa, + [O2}, 
hat, so ergibt sich nun unmittelbar: 


€ r7] , , , , 
(33) da, W(n, 3 &, 2) = — Ela, y(@,), 2(a,), y*’, 2*’, y'(@,), 2 (24); 


da dieser Ausdruck nach (4) stets negativ ist*), sehen wir, dafB W(n, €; &, x,) 
mit wachsendem x, fortwihrend abnimmt.**) 
Nun ist bekanntlich: 


2E(x,, yx), 2(@;), y*’, 2’, y' (a), 2 (@)) 
- fy y(2, y(a,), 2(a,), y (a), £ (a) (y*’ — y'(@,))? 
+ 2fy (41, YO), 2), u' (4), # (ay) (y*’ — y' (a) (2*’ — 2’ (a) 
+ fo AX, Y&R), 2), o¥ @,), # @,)) (2 — # a) P+ [Oy —y' @)) ( — “@D))s- 
Bezeichnen wir nun wieder die durch den Punkt 2, von (1) hindurch- 
gehende zweiparametrige Extremalenschar, wie in § 3, mit 

y= (2, 9, §), z= 4,(2, 1, $), 

so ist offenbar: 

y= (Xs, 7,6), 2 = 4,.(%, 0, §) 
und daher wieder in der Bezeichungsweise von § 3: 


y*" = yf! (a) + jul?’ (a,) + Sut?’ (x,) + [n, ble 
a! me 2'(x,) + gud)’ (x,) + Sul’(x,) + [n, ble. 


Beriicksichtigen wir daher in (33) nur die Glieder zweiter Ordnung in 
7, €, so erhalten wir, nach (29), indem wir auch hier zum Ausdruck 
bringen, daB die v noch mit x, variabel sind: 
*) AuBer fiir y*’ =y'(x,), 2*’=<2'(x,), was aber nur eintreten kann fiir 7 —{—0. 
*) AuBer fiir 7 —£—=0, was, als selbstverstiindlich, im folgenden immer weg- 
gelassen wird. 
9* 
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te { (0) — v,% E; 24) 4? + (0, E) — v,E; a) 98 
+ (GE) — 6%; 2) Eq + (6, E) — HME; x) F} 
oe (fy y le, (0% + $a,"(a))? 
+ 2fy le, (9%) + a," (ary) (4g y) + Sig!” (@,)) 
+ fe vle, (nus @,) + §4,(a,))*}, 


worin die rechts auftretenden Lésungen u,, u,; @,,%, von (8) auch 
noch von der Lage von 2, abhingig sind. 

Wir behaupten, daB dieser Ausdruck sicher negativ ist. Er kann 
wegen des positiv definiten Charakters der Form (5) nur negativ oder 
Null sein, letzteres nur dann, wenn 

mY (xy) + Sm,"(a,) =O; — geey'”(a,) + Sa,"(2,) = 0. 

Aus diesen Gleichungen aber folgt: 7 = €—0. Denn, da die beiden 
Lésungen von (8): u,,u,; @,%, @, linear unabhingig sind, so mub 
wegen 

uy)(a,) = ug (2,) = 0; «4, (a) = U,(a,) = 0 
notwendig 
uty °F (ary) th?” (a0) 
8, (xy) ity” (x) 


+0 


sein. Unsere Behauptung ist also erwiesen. 

Die Tatsache, daB der Bogen (x,,x,), wenn er den zu x, konjugierten 
Punkt im Inneren enthiilt, kein Minimum mehr liefert, ist hiermit ebenfalls 
erwiesen. In der Tat, die Form (29) ist, wenn 2, zu 2x, konjugiert ist, 
semidefinit, verschwindet also fiir gewisse Werte von 4, €, die nicht beide 
Null sind. Wie eben bewiesen, nimmt sie aber bei festgehaltenem 1, ¢ 
mit wachsendem z, ab, erhilt also notwendig fir gewisse 4, negative 
.Werte, sobald z, den zu xz, konjugierten Punkt iiberschritten hat; die 
Funktion W(y,¢;&) hat also dann kein Minimum mehr fiir 7 = = 0, 
sodaB auch der Extremalenbogen (z,, z,) kein Minimum mehr liefert. 

Wir wissen nunmehr, daB sobald x, den zu x, konjugierten Punkt 
iiberschritten hat, die Form (29) negativer Werte fahig wird. Da ihre 
Determinante solange «,< 2,**, wie wir wissen, nicht Null ist, ist sie 


also entweder indefinit oder negativ definit. Wir kénnen nun angeben, 


wann jeder dieser beiden Fille eintritt, und daraus weitere Schliisse ziehen. 
Die Form (29) wird, wenn x, den zu x, konjugierten Punkt x,* iiber- 
schreitet, indefinit, wenn A(x, x,) in x,* eine einfache Nullstelle, sie wird 
negativ definit, wenn A(x, x,) daselbst eine zweifache Nullstelle hat. 
In der Tat, im ersteren Falle ist fiir z,—,* die Form (29) eine 
nicht identisch verschwindende positiv semidefinite Form; wir haben dies 
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alles ausfiihrlich bewiesen mit Ausnahme des positiven Zeichens; das aber 
ist evident, denn solange x, zwischen x, und z,* liegt, muB die Form (29) 
positiv definit sein, da ja dann der Bogen (z,,2,) der Extremale (1) 
wirklich ein Minimum liefert, mithin die Funktion W(y, €;&,2,) fir 
” =0,€=0 ein Minimum haben muB, was, da die Determinante ihrer 
Glieder zweiter Ordnung nicht Null ist, nur méglich ist, wenn die Glieder 
zweiter Ordnung eine positiv definite Form bilden. Da sich nun aber bei 
festgehaltenem 7, € die Werte dieser Form mit xz, stetig iindern, ist sie 
fiir 2,—,* offenbar keiner negativen Werte fihig. Aus demselben 
Grunde wird also diese Form, solange 2, dem ,* gentigend nahe bleibt, 
fiir gewisse 7, positiv bleiben, und kann somit nicht negativ definit 
sein. — Verschwindet hingegen A(z, z,) in 2,* von zweiter Ordnung, so 
ist, wie schon oben betont, fiir x,—,* die Form (29) identisch Null. 
Da sie nun bei festgehaltenem 4,€ mit wachsendem z, abnimmt, muB 
sie, sobald 2, tiber x,* hinausriickt, negativ definit werden. 

Wir wollen hier einen Satz einfiigen iiber die Art, wie sich der zu 
%» konjugierte Punkt andert bei Verschiebung des z, sowie bei Ubergang 
von einer Extremale zu benachbarten Extremalen. Sei 


(34) Y = ¥ (XL, Yor Zo, Yor 20); 2 = 4(%, Yos Zo) Yor 20) 
diejenige Lésung der Lagrangeschen Gleichungen (7), welche fiir « = 2, 
die Anfangswerte 9, 2), 9%», %, hat. Die Anfangswerte der Extremale (1) 


fiir = 2% SCIEN: Yo, 2%, Yo» 4. Zu jeder der Extremalen (34) gehért 
ein akzessorisches Differentialgleichungssystem: 


(35) Yi (15 M23 Yor Zor Yor %o) = 9, Yel, M23 Yor Zor Yor 20) = 9; 

dessen Koeffizienten, solange x im Intervall (2, z,) liegt und 9,2, Z 
den Ungleichungen (18) geniigen, reguliir analytisch von diesen vier 
GréBen abhingen. Auf jeder der Extremalen (34) gehért zum Punkte 7, 


eine Determinante A(z, Z,), die gleichfalls als regulir analytisch von 
%o, Vo 20, %oy % abhiaingig angenommen werden kann und mit 

A(X, Zo; Yor Zo, Yor 20) 
bezeichnet werde. Man beweist dann ohne weiteres den Satz: 

Es habe auf der Extremale (1) die Determinante A(x, Xo; Yo, 20 Yo» %o ) 
in dem zu 2% konjugierten Punkte x,* eine einfache Nullstelle, und es be- 
deute « eine beliebige, aber hinldnglich kleine positive Zahl. Dann kann 0 
so gewdhlt werden, daf fiir 
(36) | Z—ay| <9, | Jo—Y%| <9, | %Zy— 4%)! <9, | Ho —Yo | <9, |Z —%y | <9 


die Determinante A(x, Zo; J, Zo) Yo» Zo) im Intervalle «—x,*|<e eine 
und nur eine einfache Nullstellé besitzt. 
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In der Tat ergibt sich, da 


A, (%o*, X03 Yor 209 Yo » Zo) +0 
ist, der Satz durch bloBe Anwendung der Theorie der impliziten Funk- 
tionen. Es kann aus ihm ohne weiteres geschlossen werden, daf die 
Abszisse Z,* des zu £, konjugierten Punktes eine an der Stelle x,, ., 25 Yo 520 
reguliir analytische Funktion von Z,, Go, 25, Jy, Zo ist. Denn beachtet man, 
daB sich offenbar, wenn h geniigend klein ist, von jedem der Differential- 
gleichungssysteme (35) konjugierte Lésungen angeben lassen, deren De- 
terminante im Intervall (7,—h,2,+h) nicht Null ist, so erkennt man 
leicht, daB die im Intervall (z,*—<,z,*+ «) liegende Nullstelle von 
A(x, Fo, Jo) Zo) Vos Zo.) die Abszisse des zu %, konjugierten Punktes ist. 

Im Falle, dab A(2, 7; ¥, 29, Yo» % ) in X* eine zweifache Nullstelle 
hat, gilt folgender Satz: 

Ist « eine beliebige aber hinliinglich kleine positive Zahl, so kann 8 so 
gewahlt werden, daB, solange die Ungleichungen (36) gelten, die Determinante 
A(2, Eo; Jo, Zo, Fo» Zo) tm Intervall |x — x,*| < & entweder eine zweifache 
oder zwei einfache Nullstellen besitzt. 

Beachten wir, zum Beweise, die quadratische Form (29). Es _ be- 
deuten in ihr v,%(x), v(x); (x), (x) die vermége (10) den 
Lésungen u,(x), u, (ax); @,(a), a(x) von (8) zugeordneten Ausdriicke ; 
und diese Lésungen waren charakterisiert durch die Randbedingungen 

u(x) =O, UP(%) =O; uP(E)—1, uP(E) =O, 
ta —0, W(x) — 0; WE)—0, aC) = 1. 
Ebenso sind v(x), vf(x); O(a), of (x) die vermége (10) den durch die 
Randbedingungen 


38 wP(2,)=—O0, u(a,)—0; wM(E)—1, wM(E)—0, 

@8) twee) =0, W(x,)=0; WEH=—0, WE)=—1 

festgelegten Lisungen von (8) zugeordeten Ausdriicke. Nehmen wir 

2, = 2* +e <2,**, so ist, wie wir wissen, wegen des zweifachen Ver- 

schwindens von A(z, z,) an der Stelle z,* die Form (29) negativ definit. 
Wir ersetzen die Randbedingungen (37) durch die folgenden: 


uF) =O, uP(%)= 0; wPE)=1, wP(E)—0, 

W(%)— 0, WG) —0; WE) —O, WE) —1 
und bestimmen aus diesen Randbedingungen sowie aus den Randbedingungen 
(38) Lésungen von (35). Sie werden offenbar regular analytische Funk- 
tionen Von %», %, 29, Yo» 29. Aus diesen bilden wir weiter, nach Formel (10), 


in der nun aber in den partiellen Ableitungen von f die Argumente zu 
ersetzen sind durch die Ausdriicke (34) und ihre Ableitungen nach z, die 


(37) 
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sugehorigen vf)(x), v(x); O(a), HP); oP), Pa); HP(a), HPC). 
Aus diesen bilden wir weiter die Form (29), deren Koeffizienten nun 
regular analytische Funktionen von Z,, 9, 2, Jy, % geworden sind; sie 
heiBe etwa: 
(39) O(n, £5, 1» Zoy Vos Zor Yor 20)- 
Die Form (29) erhiilt man daraus fiir 

Ty = Xp» Yo = Yor 20 = 405 Yo = Yor 2 = %- 
Da die Form (29) fiir 2, < 2* positiv definit, fiir 7, = 2,* + ¢ negativ 
definit ist, muB, bei geniigend kleinem 6, solange die Ungleichungen (36) 
bestehen, dasselbe fiir (39) gelten. Das ist nur so méglich, daB die 
Form (39) entweder fiir ein und nur ein x, des Intervalles (x,* — ¢, 7,* + €) 
identisch verschwindet, oder fiir ein und nur ein 2, dieses Intervalles 
positiv semidefinit, fiir ein und nur ein anderes negativ semidefinit wird, 
wie man erkennt, wenn man berticksichtigt, daB auch (39) mit wachsendem 
z, abnehmen muB. Daraus aber entnimmt man ohne weiteres die Richtig- 
keit unseres Satzes. 

Man kann in diesem Falle nicht mehr behaupten, dab x,* als Funktion 
Von Fy, Jo, Zo Yo» Zo an der Stelle 2, Yo, 2, Yo; 2 vegulir analytisch 
ist; es kann dort verzweigt sein wie eine algebraische Funktion; jeden- 
falls aber ist z,* eine an der genannten Stelle stetige Funktion dieser 
Argumente. 

§ 5. 

Wir wollen uns nun mit dem Falle niher beschiftigen, dab A(x, x) 
an der Stelle z,* eine einfache Nullstelle hat. Wir haben eben gezeigt, 
daB in diesem Falle die Form (29), wenn 2, den Punkt «,* iiberschreitet, 
indefinit wird. Offenbar bleibt sie es, solange z, diesseits des Punktes x,** 
(der ersten auf z,* folgenden Nullstelle von A(z, x,)) bleibt. Denn sei 
%, irgend ein Wert von z,, der ins Innere des Intervalles (7,*, 7,**) fallt. 
Wir bestimmen nach § 2 das zugehérige Intervall (&, &,). Nehmen wir 
in diesem Intervalle € beliebig an, so ist die Form (29) definiert fiir alle 
Werte des «x, im Intervalle (z,*, 7,). Da aber ihre Determinante fiir 
x)* <a, <#, nicht verschwindet, und sie fiir Werte von z,, die nahe an 
z,* liegen, indefinit ist, so ist sie auch noch fir 2, = Z, indefinit. 

Nehmen wir also den Punkt x, irgendwie zwischen z,* und a,** an. 
Die Form (29) fillt indefinit aus. Sie ist also das Produkt zweier reeller 
Linearfaktoren: 

(40) (ay — BS) (@'y — pf). 


Von den vier Teilen, in die die beiden Geraden ay — 6£=0 und 
«4 — B&—=O die 7£-Ebene zerlegen, ist unsere Form in je zweien (die 
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Scheitelwinkel bilden) positiv, in je zweien negativ. Legen wir in dem 
Gebiet, in dem sie positiv ist, die beiden Geraden 

(41) ay —BE=0; a'y—PE=0 

und betrachten von den vier Teilen, in welche diese beiden Geraden die 
nf-Ebene zerlegen, jene zwei, in denen die Form (29) positiv ist, so 
kénnen wir nun offenbar sagen, daB die Funktion W(m, £; &), verglichen 
mit den in den genannten zwei Gebieten liegenden Punkten, im Null- 
punkte ein Minimum hat. Um dies einzusehen, entwickle man W(y, £; €) 
nach Potenzen von 7 und € bis zu den Gliedern dritter Ordnung, die man 
als Restglied schreibe. Die Glieder zweiter Ordnung bleiben in den ge- 
nannten Gebieten gréBer als das Produkt einer von Null verschiedenen 
positiven Zahl mit 4° + ¢*; wihrend die Glieder dritter Ordnung (wenn 
n* + ¢? endlich bleibt) eine endliche Schranke nicht iibersteigen, woraus 
man das Gewiinschte unmittelbar entnimmt. 

Fiir unser Variationsproblem folgt nun daraus, dab der Bogen (2, x,) 
der Extremale (1) dem Integrale (2) einen kleineren Wert erteilt als jede 
andere hinlainglich benachbarte Kurve von gleichen Endpunkten, deren 
y- und z-Koordinaten an der Stelle € die Form haben 


y=y)+n, 2=2() +8, 

wo » und € in die oben genannten beiden Gebiete hineinfallen, denen 
gegeniiber W(y, €; &) fir 7 = €=—0 Minimum ist. 

Man beachte nun, daB man dieselbe Uberlegung durchfiihren kann 
fiir jeden Wert von &, der dem zum Werte x, gehérigen Intervalle (&,, é,) 
angehért. Die Koeffizienten der Form (29) jfindern sich stetig mit &, 
daher kann man auch die Geraden (41) stetig mit £ variieren lassen. Da 
sie so gewahlt werden kénnen, daB sie fiir keinen Wert von & in (&,, &,) 
zusammenfallen, bleibt der Winkel, den sie bilden, oberhalb einer von 
Null verschiedenen Grenze. Ferner kann unabhiingig von & die Zahl é 
so gewaihlt werden, daB gegeniiber allen in den genannten Gebieten 
liegenden », €, fiir die 7? + ¢°< 0 ist, W(n, €; —) im Nullpunkte Minimum 
ist. Fassen wir dies alles zusammen, so kinnen wir den Satz aussprechen: 

Es liege der Punkt x, zwischen dem 2u x, konjugierten Punkte x,* 
und der ersten auf x,* folgenden Nullstelle von A(x, z,). Ferner habe 
A(x, XZ) in x* eine einfache Nullstelle. Wir bestimmen zu x, ein Inter- 
vall (&, &,) mach § 2. Die Nachbarschaft 9 der Extremale (1) sei hin- 
liinglich klein angenommen. Man kann dann lings des Bogens (§,, &,) 
dieser Extremale zwei sich auf der Extremale schneidende Gerade sich stetig 
so bewegen lassen, daB der Winkel, den sie miteinander bilden, iiber einer 
von Null verschiedenen Grenze bleibt, und daB von den vier Gebieten, in 
die die Nachbarschaft 9 des Bogens (§, &,) unserer Extremale dadurch zer- 











— 


ee i a ee A 





Uber raumliche Variationsprobleme. 187 


legt wird, zwei (die zueinander die Lage von Scheitelwinkeln haben) die 
Eigenschaft besitzen, daB jede zuliissige, ganz in der Nachbarschaft @ ver- 
bleibende Vergleichskurve, die auch nur einen einzigen Punkt eines dieser 
beiden Gebiete enthilt, dem Integrale (2) einen griferen Wert erteilt, als 
der Bogen (x,, x,) der Extremale (1). 

Ganz analoge Betrachtungen kann man durchfiihren, wenn x, der zu 
% konjugierte Punkt ist und A(z, a) in 2, von erster Ordnung ver- 
schwindet. Die Form (29) wird dann das Quadrat einer nicht identisch 
verschwindenden reellen Linearform: 


(ay — Bo)’. 

Wihlt man die zwei Geraden (41) der Geraden «y — B§ = 0 benachbart, 
so bleibt auBerhalb der beiden kleinen Winkel, die diese zwei Geraden 
miteinander bilden, unsere Form oberhalb des Produktes einer von Null 
verschiedenen positiven Zahl mit 4? + ¢, woraus wie oben gefolgert wird, 
daB die Funktion W(n, €; &) fir 70, €=—0O Minimum ist gegeniiber 
allen benachbarten Punkten, mit Ausnahme der in jenen beiden kleinen 
Winkeln gelegenen. Auf unser Variationsproblem iibertragen, liefert das 
den Satz: 

Sei x, der zu x, konjugierte Punkt, und es habe in ihm A(x, xy) eine 
einfache Nullstelle. Das Intervall (&, &,) liege ganz im Inneren von (x, x,); 
man kann dann aus einer hinlinglich kleinen Umgebung @ des Bogens (&, §,) 
der Extremale (1) durch zwei einander benachbarte, sich auf der Extremale (1) 
schneidende Gerade, die stetig lings des Bogens (&,, §,) gleiten, zwei schmale 
Gebiete (die zuwemander die Lage von Scheitelwinkeln haben) so heraus- 
schneiden, daB jede ganz in der Nachbarschaft @ des Bogens (x, x,) ver- 
bleibende zuliissige Vergleichskurve, die fiir §5 <2 < &, nicht ganz in jenen 
zwei schmalen Gebieten verbleibt, dem Integral (2) einen griperen Wert er- 
teilt als der Bogen (x,, x,) unserer Extremale. Der Winkel zwischen jenen 
zwei Geraden kann beliebig klein angenommen werden, wenn nur die Nachbar- 
schaft @ hinlinglich klein gewdhlt wird. 

Wir wollen nun untersuchen, wie sich diese Gebiete, mit denen eine 
Vergleichskurve nur einen Punkt gemeinsam zu haben braucht, um dem 
Integrale einen gréBeren Wert zu erteilen als die Extremale, ‘ndern, 
wenn sich der Punkt xz, verschiebt. Wir haben eben gesehen, dab sie, 
wenn 2, der zu 2, konjugierte Punkt ist, sich von der genannten Nachbar- 
schaft @ des Extremalenbogens (£,, &,) beliebig wenig unterscheiden, und 
(&, &,) kann dann selbst beliebig wenig von (a), 2,) verschieden an- 
genommen werden. Riickt x, iiber z,* hinaus, so wird zuniichst (&, &,) 
immer kleiner, da der Punkt x,* offenbar (siehe 8. 119) nach rechts riickt, 
und das Intervall (&, &,) im Inneren von (z,*, )*) zu wahlen war. 
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Sodann erkennen wir leicht, daB bei wachsendem 2, und festgehal- 
tenem & jede der beiden Geraden (Formel (40)) 


an—BE=—0, w&y—ps=—0 
sich fortwiihrend in derselben Richtung dreht, und zwar so, daB derjenige 
Winkel zwischen diesen beiden Geraden, in dem die Punkte der im obigen 


Satze erwihnten zwei Gebiete liegen, fortwihrend kleiner wird. Es folgt 
dies daraus, daB, wie oben bewiesen: 


jx, («0 — BE) (an — BH) <0 


ist, sodaB fiir solehe Werte », £, fiir welche unsere Form bei einem be- 
stimmten Werte z, negativ ist, sie auch bei allen gréBeren Werten z, 
negativ ist, waihrend fiir alle Werte 7, €, fiir die sie bei einem bestimmten 
Werte von z, verschwindet, sie bei allen gréBeren Werten von x, gleichfalls 
negativ sein mu. Die beiden Gebiete unsres obigen Satzes werden also 
bei wachsendem x, auch dadurch immer kleiner, daB die Winkel der ihre 
Begrenzung erzeugenden Geraden kleiner werden. — 

Fiir das Folgende sind nun zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem, 
wenn sich 2, dem Punkte z,** von links her unbegrenzt niihert, sich 
auch z,* dem Punkt 2,* unbegrenzt niahert oder nicht.*) Wir beschif- 
tigen uns zunichst naiher mit dem letzten der beiden Fille. 

In diesem Falle kann das Intervall (&, €,) véllig unabhiingig von der 
Lage des Punktes z, im Intervalle (x,*, 7,**) angenommen werden: es 
bezeichne Z,* die Grenzlage, der z,* zustrebt, wenn x, gegen 2z,** geht, 
und die nichts anderes ist, als die der Stelle x,** unmittelbar voran- 
gehende Nullstelle von A(z, x,**); nach Voraussetzung ist Z,* < x,*. 
Man braucht nun nur (&, &,) ganz im Inneren von (Z,*, z,*) anzunehmen. 
Die Konstruktion der Funktion W(n, £; £, z,) ist fiir alle — dieses Inter- 
valles, auch fiir z, = z,** méglich.**) Beachten wir ferner, dab in diesem 
Falle A(z, z,) im Punkte z,** sicher eine einfache Nullstelle hat; denn 
hiitte es dort eine zweifache Nullstelle, so wiire es, wie in § 1 bewiesen, 
bis auf einen konstanten Faktor gleich A(z, x,**) und es miiBte daher 
#,* = z,* sein. 

Wir behaupten: in diesem Falle verchwinden in W (vn, €; §& 2,**) die 


*) Durch analoge Uberlegungen, wie wir sie zu Ende von § 4 angestellt haben, 
liBt sich zeigen, dab x,* stetig wiichst, wenn 2, stetig wiichst, so da die hier ge- 
machte Fallunterscheidung voéllig gleichbedeutend ist mit der, ob die der Stelle x,** 
unmittelbar vorangehende Nullstelle von A(x, x,**) mit 2,* zusammenfallt oder nicht. 

**) Denn offenbar gelten nun die Siitze des § 2 samt den dort gegebenen Be- 
weisen auch noch, wenn 2, nach z,** fallt, ja auch noch, wenn x, >2,** ist, aber 
geniigend nahe an x,** liegt. 
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Glieder zweiter Ordnung nicht alle wnd bilden eine negativ semidefinite 
Form*). 

Um das zu beweisen, bezeichnen wir (analog wie 8. 127) mit u,(z), 
u(x) und #,(x), a(x) zwei den Bedingungen 
my (a) = 0, uy (a) = 0; (a) = 0, H (a) = 0, 
mE) = 1, mE) = 0; u,6) =O, aO(F) =1 
geniigende Lésungen von (8); ebenso mit u, (x), u,(() und &,(x), a(x) 
zwei den Bedingungen 
43 0, (ay) = 0, us (ay) = 0; H, (a) = 0, G9 (a**) = 0, 
“7 HA) —1, 4) —0; a%)=—0, aE) —0 


geniigende Lésungen von (8). Wiirden nun in W(n, €; &, «,**) alle Glie- 
der zweiter Ordnung wegfallen, so miiBte nach (29) 


04°(E) = vy((E), 09! (E) = 04 (Bs 8,() = BR), B(E) = 8, (E) 
sein, woraus aber in Verbindung mit (42) und (43) folgen wiirde: 


wy (2) = HOw), UyQ(2) = HO); HOH) = HO(@), U(x) = H,(Z). 


(42) 


D. h. es verschwiinden samtliche in 2 verschwindenden Liésungen von (8) 
auch in «,** und es wiire somit (bis auf einen konstanten Faktor) A(z, 2) 
gleich A(a, 2,**) und hiitte somit in x,** eine zweifache Nullstelle, was, 
wie gezeigt, nicht sein kann. Unsere Form verschwindet also nicht iden- 
tisch. DaB sie semidefinit sein muB, zeigt man wie auf 8.128. Dab sie 
endlich nicht positiv semidefinit sein kann, folgt daraus, daB sie bei wachsen- 
dem x, und festem 7,§€ und & abnimmt, und bereits fiir 2,* < 2, << 2,** 
indefinit ist, also fiir 7, ,** sicher negativer Werte fihig ist. 

In diesem Falle ist die Konstruktion von W(n, £; ,2,) auch noch 
moglich fir 2,>2,** (solange x, dem z,** geniigend nahe bleibt). 
Offenbar bilden die Glieder zweiter Ordnung dann eine negativ definite 
Form. Denn da sie fiir 2, = 2,** bereits negativ semidefinit ist und mit 
wachsendem 2, abnimmt, muB sie fir z, > «,** negativ definit werden. 

Wir kénnen zusammenfassen: 

Hat A(a, x) in x,* eine einfache Nullstelle und ist Z,* < x,*, so bilden 
die Glieder zweiter Ordnung in W(n, €;&,,) eine quadratische Form, die 
fiir x, <x5* positiv definit, fiir x, = x,* positiv semidefinit, fiir x)* <a, < x,)** 
indefinit, fiir x,= x,** negativ semidefinit, fiir x, > x,** negativ definit ist. 


*) Daraus folgt, daB die S. 136 erwihnten Gebiete, von denen bereits gezeigt 
wurde, daB sie mit wachsendem 2, schmiiler werden, sich auf Null reduzieren, wenn 
x, sich dem Punkte x,** nithert. 
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Wir haben oben bewiesen, daB, falls A(z, 2.) in a,* eine einfache 
Nullstelle hat und z,< z,** ist, sich stets in jeder Nachbarschaft der 
Extremale (1) Gebiete angeben lassen (die also bis an die Extremale (1) 
heranreichen) von der Eigenschaft, daB jede zulissige Vergleichskurve von 
gleichem Anfangs- und Endpunkt wie der Bogen (2,, z,) der Extremale (1), 
die nur einen einzigen Punkt eines solchen Gebietes enthilt, dem Inte- 
grale (2) einen gréBeren Wert erteilt als der Bogen (z,, 2,) der Extre- 
male (1), sodaB also dieser Bogen in gewissem Sinne immer noch ein 
partielles Minimum von (2) liefert. Wir wollen zeigen, daB diese Eigen- 
schaft im Punkte z,** aufhért. Es gilt der Satz: 

Hat A(a, x.) im Punkte x,* eine einfache Nullstelle, ist x, > x,** und 
Ly < E < &,, bedeutet ferner M irgend eine Punktmenge in der Ebene x=, 
die den Schnittpunkt dieser Ebene mit der Extremale (1) zum Hiiufungs- 
punkt hat, so gehen stets durch Punkte von M guliissige Vergleichskurven 
von gleichem Anfangs- und Endpunkt wie der Bogen (%,x,) der Extre- 
male (1), die dem Integrale (2) einen kleineren Wert erteilen als dieser 
Extremalenbogen. 

Wie oben unterscheiden wir die beiden Fille: 7,* < a,* und 7,* = z,*. 
Wir behandeln zuniichst den ersten der beiden Fille. Wir wihlen einen 
Punkt #, so, dab 7,+ 2, x,**< %,< 2, und so, daB die Konstruktion 
von W(n,¢; &Z,) fir ein geeignetes € noch méglich ist. Die Glieder 
zweiter Ordnung in W(y, £; &,%,) bilden eine negativ definite Form, die 
Funktion W(y, €;§, %,) hat daher fiir 7 = 0, €=0O ein Maximum, d. h. 
alle die gebrochenen Extremalenziige, die von x, bis § mit einer der 
Extremale (1) hinlinglich benachbarten Extremale aus (15), von § bis Z, 
aber mit einer Extremale aus der durch den Punkt Z, von (1) hindurch- 
gehenden zweiparametrigen Extremalenschar zusammenfallen, erteilen dem 
Integral (2) einen kleineren Wert als der Bogen («,, Z,) der Extremale (1). 
Ist nun zuniichst < %,, so geht durch jeden der Extremule (1) hinling- 
lich benachbarten Punkt der Menge M ein solcher gebrochener Extre- 
malenzug hindurch, und unser Satz ist bewiesen: Man wiihle eine Ver- 
gleichskurve, die von x, bis Z, mit dem genannten gebrochenen Extre- 
malenzug, von Z, bis z, mit der Extremale (1) zusammenfiallt; sie erteilt 
dem Integral (2) einen kleineren Wert, als der Bogen (x,, z,) der Extre- 
male (1). Ist hingegen > Z,, so nehme man irgend einen dieser Extre- 
malenziige her, der etwa dem Integral (2) einen um die positive Zahl / 
kleineren Wert erteile als der Bogen (2,, %,) der Extremale (1). Seien 
P®, P®,..., P™,... eine Folge von Punkten aus M, die sich gegen 
den Schnittpunkt von (1) mit der Ebene x = Z hiiufen; offenbar 14Bt sich 
dann eine Folge von Kurven C®, C®,...,C™,... finden von folgenden 
Eigenschaften: Sie haben gleichen Anfangs- und Endpunkt, wie der Boger 
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(#,, %,) der Extremale (1), die Kurve C” geht durch den Punkt P™, 
die Kurven C™ niihern sich mit wachsendem m unbegrenzt dem Bogen 
(Z,, x,) von (1); sei J” der Wert, den die Kurve C™ dem Integral (2) 
erteilt, J® der Wert, den der Bogen (%,, z,) der Extremale (1) diesem 
Integrale erteilt, so ist limJ®—J®. Wiahlen wir » so groB, dab 


J™— J <k, und betrachten eine Vergleichskurve, die von 2, bis Z, 
mit dem genannten gebrochenen Extremalenzug, von Z, bis 2, aber mit 
C™ zusammenfillt, so erteilt sie dem Integral (2) offenbar einen kleineren 
Wert als der Bogen (x, z,) der Extremale (1), und unser Satz ist wieder 
bewiesen. 

Nunmehr behandeln wir den zweiten der oben unterschiedenen Fille: 
Z,*=2,*. Da 2, >,** und die erste dem Werte z,** vorausgehende 
Nullstelle von A(z, x,**) in z,* liegt, so ist hier offenbar x,* > x,*- Sei 
zaniichst > ,*. Wir wihlen einen Wert 7,, sodaB 2,*< %,< #. Der 
Bogen («,, Z,) der Extremale (1) enthilt dann den zu seinem Anfangs- 
punkt konjugierten Punkt x,* im Inneren, es gibt also in jeder Nachbar- 
schaft von ihm Vergleichskurven von gleichem Anfangs- und Endpunkt, 
die dem Integrale (2) einen kleineren Wert erteilen. Sei eine solche Ver- 
gleichskurve gegeben, die dem Integrale einen um die positive Zahl k kleineren 
Wert erteilt als der Bogen (a, Z,) der Extremale (1). Indem wir die 
Vergleichskurve im Intervalle (%,, x,) ergiinzen wie oben, erkennen wir 
die Richtigkeit der Behauptung. Sei sodann 7< 2,*; dann ist auch 
&<a,*. Wir wihlen Z, so, dab 7<%,<-2,*. Der Bogen (Z,, x,) der 
Extremale (1) enthilt dann den zu seinen Anfangspunkt konjugierten Punkt 
im Innern, sodaB wir in ganz analoger Weise wie oben (nur dab die 
Intervalle (7, 7,) und (%,, z,) ihre Rollen vertauscht haben) zum Ziele 
gelangen. 

Wir haben bisher vorausgesetzt, daB A(x, z,) im Punkt «,* eine ein- 
fache Nullstelle hat. Es bleibt der Fall zu erértern, daB es daselbst von 
zweiter Ordnung verschwindet. 


In diesem Falle bilden fir 2,*< 2, < a,** die Glieder zweiter Ord- 
nung in W(m, ¢;&,2,) eine negativ definite qnadratische Form, wie in § 4 
gezeigt wurde. Genau so wie oben (im Falle, daB A(z, x) in x,* von 
erster Ordnung Null wird, #,*< ,* und «, > 2,** ist) beweist man daraus 
folgenden Satz: 

Hat Q(x, x) in x,* eine eweifache Nulistelle, ist x, > x,)* und x < F< 4,, 
bedeutet ferner M irgend eine Punktmenge in der Ebene « = %, die den 
Schnittpunkt dieser Ebene mit der Extremale (1) zum Héiufungspunkt 
hat, so gehen stets durch Punkte von M ulissige Vergleichskurven von 
gleichem Anfangs- und Endpunkte wie der Bogen (a, x,) der Extremale (1), 
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die dem Integrale (2) einen kleineren Wert erteilen als dieser Extremalen- 
bogen. 

Das Aufhéren auch jenes partiellen Minimums, von dem oben die 
Rede war, findet also diesmal schon statt, sobald der Endpunkt 2, unseres 
Extremalenbogens den zum Anfangspunkt konjugierten Punkt «,* iiber- 
schritten hat. Hier also spielt der Punkt z,* bereits jene Rolle, die oben 
erst der Punkt z,** spielte, was sich ja daraus erklirt, dab das doppelte 
Nullwerden von A(z, 2) im Punkte z,*, das im letzten Falle auftrat, 
aus dem Zusammenriicken zweier Nullstellen von A(z, z,) (der im fritheren 
Falle mit z,* und der mit x,** bezeichneten) in eine entstebt. 


Czernowitz, im Februar 1910. 
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Strahlensysteme und Minimalflichen. 


Von 


Kart Kommerett in Stuttgart. 


Nach dem Satze von Ribaucour ist die Mittelenveloppe jedes isotropen 
Strahlensystems eine Minimalfliche. Diese Kigenschaft ist fiir die iso- 
tropen Systeme aber nicht charakteristisch, was aus der Darbouxschen 
Erzeugungsweise der Enneperschen Minimalfliiche als Mittelenveloppe eines 
gewissen Normalensystems hervorgeht. Die vorliegende Arbeit will nun 
die ganze Klasse von Strahlensystemen, denen die erwiihnte Eigenschaft 
zukommt, niher bestimmen und untersuchen. Es ergibt sich, daB jede 
einzelne Minimalfliche durch unendlich viele nicht isotrope Systeme (z. B. 
Normalensysteme) als Mittelenveloppe erzeugt werden kann. Alle diese 
Systeme kénnen geometrisch einfach konstruiert werden. Fiir die auf 
Rotationsflichen abwickelbaren Minimalflichen kann man sogar Normalen- 
systeme angeben — und zwar fiir jede einzelne Fliiche unendlich viele —, 
auf deren Orthogonalflachen die Kriimmungslinien denen der Minimalfliche 
entsprechen. Die Kriimmungslinien aller dieser Flichen erhilt man daher 
durch Quadratur. Die Mittelfliiche dieser Systeme eutspricht dabei der 
adjungierten Minimalfliche durch Orthogonalitiit der Elemente. Be- 
sonderes Interesse verdienen die isotropen Systeme, die natiirlich in 
unserer Klasse enthalten sind. Die Koordinaten der Mittelfliche des 
allgemeinsten isotropen Systems driicken sich in tiberraschend einfacher 
Weise durch die Koordinaten der zugehérigen Minimalfliche, der zu 
ihr adjungierten Minimalfliche und der Bildkugel aus; ebenso einfach 
ist die geometrische Konstruktion der Mittelfliche. Am SchluB der 
Arbeit werden die wichtigsten Eigenschaften der Mittelfliiche eines iso- 
tropen Systems, deren Entdeckung man hauptsiichlich Ribaucour verdankt, 
abgeleitet. 

Seien £, 1, € die Koordinaten eines Punktes P einer Minimalfliche M, 
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die auf die Minimallinien (w, v) als Parameterkurven bezogen sei, so ist 
nach den Formeln von WeierstraB 


1 fa—w) F(u) du + | fa—v9 00) dv, 
(1) {= i fa +u*) F(u) du — i fase O(v) dv, 
'= fur du + vO(v) dv. 


Die Richtungskosinus X, Y, Z der Flichennormalen im Punkt (u, v) er- 
geben sich dann aus den Gleichungen 


(2) aes u+v y= *e—*) Z uv—1 


i+uvr’ 1+uv’ ~~ i+-ur 
Fiir die Koordinaten x, y, 2 eines beliebigen Punktes Q in der Tangential- 
ebene von P kann man setzen 


0g oe 


ae 


Denn wegen wali - x3 = 0 verschwindet aeineaes A und u 
sind vorerst noch willkiirliche Funktionen von u,v. Zieht man durch 
jeden Punkt (x, y, z) den Parallelstrahl zur Normalen in P, so erhiilt 
man ein Strahlensystem mit den Gleichungen 


(4) a= aot+tX, y=—yttY, 4.—2+¢tZ, 


WO <,, ¥,, 2, die Koordinaten des Punktes im Strahle (u, ») sind, welcher 
dem Parameterwerte ¢ entspricht. Die Minimalfliche ist nun die Mittel- 
enveloppe des Strahlensystems (4), wenn man 4 und w als Funktionen von 
« und v so bestimmt, dab der Punkt Q(z, y, 2) den Mittelpunkt des 
Strahis (4) darstellt. Die Gleichungen (3) sind dann die der Mittelfliiche 
des Strahlensystems. Die Kummerschen Fundamentalfunktionen seien 


aX): axex _, an 
6 DG) Sanh De) = %i 

@Xdxr = oXdx rx, @Xéx ’ oXdx = 
 Qyoutu ’ goouav —s aie fe yD": 


, Ov Ov 


Ov ou 


(Wir bemerken, daS Bianchi in seinen Vorlesungen iiber Differential- 
geometrie dieselben mit EF, F, G; e, f, f’,g bezeichnet.) X, Y,Z sind 
zugleich die Koordinaten des sphirischen Bildes des Punktes (u,v) der 
Minimalfliche und es ist daher 


(6) R-0, i= G,=0. 


area 
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Ist r der Wert der Abszisse ¢ fiir einen Grengpunkt, so ist bekanntlich 
(1) (EyG,—F,*)r —(D” E, —(D'+D,')F, + DG,}r + DD” — + <5 0. 
Soll nun (2, y, 2) der Mittelpunkt des Strahls (u,v) sein, so muB wegen (6) 
(8) D+ D,/=9 


sein. Aus (3) erhiilt man nun 


‘ou @8& are 04 0s 4 ou og 
ee aut + dado t Sede t Oude’ 
On arg Oa O& Cw 0& 

nee tu Av +50 5ut 50 de 








} 


> 


nebst den analogen Gleichungen in y, z. Fir die Minimalfliiche seien die 
FundamentalgréBen erster und zweiter Ordnung mit E, F, G; D, D’, D” 
bezeichnet, man hat dann 





(9) E=0, F=y(1+uv)' Fu) %), G=6; 
0& ox . o— OX o& OX ’ 
Die ou ~~ P= FO), ducv > pale inant. 
(10) 
ag ax » ae 
cE -* = O(v); 
, Og oteeF Oe as dlogF' dé ” 
(11) aut y + DX Aucv =e, ae = aw jo + DX. 


Mit on dieser letzteren Gleichungen folgt 


élogF , a4 Ou os 
‘12 a =(1+4 Ou +$)ce 4 cece av +4DX, 
—_ ox 04 0 0 log F 


Gu\oé , 
av. dOvou (i+ av + a5) Be +e DX. 


Beachtet man nun, daB xs - x5 oS wn @ ist, so erhalt man aus 
(12), (5) und (10) 





OX dx 
(13) al adi ju oe ") 5 
: te oX dx Ou 
— Dl = > 55 — 9 55> 
und nach (8) 
(14) F(u) 2 + + (0) $e 


Bestimmt man zwei Funktionen /, u, die dieser Gleichung geniigen, so 
stellen die Gleichungen (3) die Mittelflache des Strahlensystems (4) vor 


Mathematische Annalen. LXX. 10 
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und die’ Minimalfliche M ist die Mittelenveloppe des Systems. Zur Be- 
stimmung dieser Funktionen setze man 


oy 
(15) l= oe 
Fu) ’ 
dann erhilt man aus (14) 

9(v) — 12% 
(16) ain dv 
wo f(u), p(v) willkiirliche Funktionen von u bezw. v allein, » eine will- 
kiirliche Funktion von u, v bedeuten. Damit aber die Mittelfliche (3) 
reell ist, miissen diese Funktionen so bestimmt werden, daB 4 und w aus 
(15) und (16) als konjugiert imaginiire Funktionen von wu und »v sich er- 
geben, daB also aus 4, bei Vertauschung von u mit v und i mit --i,p 


hervorgeht. Dies ist z. B. der Fall, wenn die zu f(u), ~ konjugierten 


Funktionen g(v) und ad sind. Eine solche Funktion »(u, v) erhailt man 


auf folgende Weise: Bedeutet Y(a, B) eine reelle Funktion der reellen 
Variabeln « und f, und setzt man 


u+v 


w—v 
nhs Ses 2. 


so geht Y(a, 6) in eine Funktion (u, v) der gedachten Art itiber, denn 
es ist 





Oe _ OV da , OY Op 1 OF 16¥ 
du @a0u' GBdu 2 da * 21 dp’ 
aw _10¥ 10 
av ~ 2 Ge 2260p’ 


woraus hervorgeht, daB in der Tat “- , ad konjugiert imaginire GréBen sind. 


Man sieht, daB ein und dieselbe Minimalfliche als Mittelenveloppe 
einer sehr groBen Klasse von Strahlensystemen erzeugt werden kann. 

Wir wollen sogleich untersuchen, in welchem Falle die Strahlen- 
systeme Normalensysteme und wann sie isotrop sind. Zuvor bemerken wir, 
daB man die Funktionen 4, w mit einer reellen Konstanten « multiplizieren 
darf, ohne daB sie aufhéren, die Gleichung (14) zu befriedigen: Aus (3) 
schlieBt man, daB der Punkt Q,, der den Funktionen «1, «u entspricht, 
aus dem Punkt Q dadurch hervorgeht, daB man PQ im Verhiiltnis «:1 ver- 
gréBert. Macht man dies fir jeden Punkt Q, so erhilt man aus dem 
urspriinglichen Strahlensystem ein neues, dessen Mittelenveloppe dieselbe 
Minimalfliiche ist. Fir 4=—0, «=O ist die Minimalfliche die Mittel- 
enveloppe ihres Normalensystems, wie dies ja selbstverstindlich ist. 
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Die Normalensysteme. 


Um die Normalensysteme der Klasse zu erhalten, muB 
D’ = D, 


D ‘= D, = 0. 
Die Gleichungen (13) lehren nun sogleich, daB 4 Funktion von w allein, 
# Funktion von v allein sein muB’. Damit die Mittelfliche reell ist, 


miissen diese Funktionen natiirlich konjugiert imaginir sein. Man hat 
daher den 


Satz: Jede Minimalfliche kann als Mittelenveloppe von unendlich vielen 
Normalensystemen erzeugt werden: man erhiilt ihre Gleichungen, wenn in 
(3) fiir 1 eine willkiirliche Funktion von u, fiir w die konjugierte Funktion 
von v genommen wird. 


Schreibt man die Gleichungen (1) der Minimalfliche in leicht ersicht- 
licher Abkiirzung in der Form 


&=U,+ Vi, y= U,+ V3, f= U,+ V;, 


so hat man fiir die Koordinaten z, y, 2 der Mittelfliche des Normalen- 
systems die Gleichung 


2—(U, + a(u) 474) +(% + w(0) 1) 
und die analogen fiir y und z. Man setze nun 
ast 2(U, va ie) a= 2(U, 7 ate) a 2(U; + aS): 


= 2(V, +o), ¥, = 2(V, +07"), f= 2(Vs+ pS), 


dann definieren die ersten drei Gleichungen eine Raumkurve [,, die letzten 
eine Raumkurve [,. Da nun 


x, + 
2 ? 


sein, also wegen (8) 


en — Attys en th 


y 2°? 
ist, so ist die Mittelfliche des Normalensystems der Ort der Mitten der 
Sehnen, welche die Punkte von [, mit den Punkten von [, verbinden. 
Setzt man noch 

&=2U,, 4 =2U,, &=—2U,, 

& = 2V,, Ny =2V5, f =2V;z, 


so sind durch diese Gleichungen zwei Raumkurven C, und C, definiert. 
Die Minimalfliche ist der Ort der Mitten der Sehnen, welche die Punkte 
von C, mit denen von C, verbinden. Aus den Gleichungen fir [, und 
T, geht nun unmittelbar hervor, daB [, auf der abwickelbaren Tangenten- 
tliche von C, und f, auf der von C, liegt. Man sieht, daB die Mittel- 


10* 
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flichen dieser Normalensysteme in gewissem Sinne verallgemeinerte Minimal- 
flichen sind. Wie die Minimalflichen, so sind auch diese Mittelflichen 
Translationsflichen. 


Wir berechnen noch die Abszisse ¢ fiir jeden Strahl bis zu dem 
Punkt, in dem der Strahl von einer der Orthogonalflichen des Normalen- 
systems geschnitten wird. Man findet 


t= [2 F(u)du + fuo(0) dv. 
Da nun 


|| — E> 


ist, wo R, und R, die Hauptkriimmungsradien der genannten Orthogonal- 
fliche im Punkt (uw, v) bedeuten, so sieht man, dab die Orthogonalflaichen 
durch eine Relation von der Form 


R, + R, = f(u) + (e) 
charakterisiert sind. Ist insbesondere f(w) = m(v)=0, so hat man als 
speziellen Fall die Minimalflichen. Die durch die zuletzt genannte Relation 
definierten Flichen sind nun diejenigen, welche de Montcheuil*) in zwei 
interessanten Arbeiten untersucht hat. Die Orthogonalfliichen derjenigen 
Normalensysteme, deren Mittelenveloppen Minimalflichen sind, sind daher 
identisch mit den von de Montcheuil untersuchten F lichen. 
Die Differentialgleichung der abwickelbaren Flichen eines Normalen- 
systems ist nun 
\D du+D'dv E,du + Fydv 
| D/du+ D"dv Fydu+ G,dv se 
also fiir die Normalensysteme der Klasse 
Dav? — D' dv? = 0. 
Aus (5), (12) und (10) erhilt man 





— _ @logF , @4 
dit D =D (1+a°5 +55), 
’ He ” dlog F Ou 
D°— D"(1 + wo Ge + 56): 


*) Bull. de la Soc. math. 26 (1898), S. 103 ff.; 27 (1899), S. 114ff. De Montcheuil 
gibt fiir diese Flichen die oben mit Hilfe der Kurven f, und [, gegebene Kon- 
struktion, sowie die Gleichungen fiir die Mittelfliche (développée moyenne) aller- 
dings in ziemlich komplizierter Form. Er bestimmt auch diejenigen Flichen, deren 
Kriimmungslinien durch Quadratur erhalten werden. Der interessante Zusammenhang 
dieser Flichen mit den Minimalflichen, wonach die Mittelenveloppe der zugehdérigen 
Normalensysteme immer eine Minimalfliche gibt, ist de Montcheuil entgangen. 
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Als Differentialgleichung der abwickelbaren Flaichen hat man also 
(18) D(1 + 2208* 4 24) du? — D’ (1 + w°R8* 4 S#) dv? = 0. 


Ist nun 


(19) we ier di 


+ dlogF 


du 
du ite av + a? 
so ist (18) zugleich die Differentialgleichung der Kriimmungslinien der 
Minimalflache, und die Kriimmungslinien der Orthogonalflaichen der 
Normalensysteme entsprechen somit den Kriimmungslinien derjenigen 
Minimalfliche, welche die Mittelenveloppe dieser Systeme ist. Aus (19) 
und (9) folgt 
F’ (u) di ’(v) du 
aGaset Fo) +77" » (ee t+ Se) + ap? 
oder 
,Fo %'(v) “ Que (uw rt 
(aa + Fe} - {u ei tala “atest? —<)- 
Da 4 reine Funktion von wu, w reine Funktion von v ist, so sieht man 
unschwer ein, daB die letzte Gleichung nur erfillt werden kann, wenn 


4F™ '(v) 
A Fu) +F=u cata ”" 


A= pu, “= po, 


wo « und § Konstanten sind und zwar reelle, da es sich um reelle Strahlen- 
systeme handelt. Als Liésung erhalt man 


(20) F(u) = Au", (v) = Bo", A=pu, w=, 


wobei » eine beliebige reelle, A und B konjugiert imaginére Konstanten 
sind. Durch diese Gleichungen sind aber die auf Rotationsfliichen ab- 
wickelbaren Minimalflichen definiert. Man hat daher den 

Satz. Jede auf eine Rotationsjliiche abwickelbare Minimalfliche M 
kann als Mittelenveloppe von unendlich vielen Normalensystemen angesehen 
werden, wobei den Kriimmungslinien der Minimalfliche M die Kriimmungs- 
linien der Orthogonalfldchen der Strahlensysteme entsprechen. Die Kriimmungs- 
linien aller dieser Orthogonalflichen erhilt man durch Quadratur. Die 
Mitteljliiche jedes dieser Normalensysteme entspricht der zu M adjungierten 
Minimalfliche M, durch Orthogonalitét der Elemente. 

Das letztere ist noch zu beweisen: Bedeuten &, 4, €, die Koordinaten 
des Punktes (u, v) der zu M adjungierten Minimalfliche M,, so ist 


0& 06 0% __ j 28. 


=i, 


ou Cu’ cv ‘oo 
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Aus (12) und (19) folgt, da 2 — 2" — 0 ist, 


ouou du dv ou av dv 


d20  ~wr dh 20% werd _ 
+ i 


Diese Gleichungen driicken nun aber eben aus, daB die Mittelfliche der 
adjungierten Minimalflache durch Orthogonalitét der Elemente entspricht. 

Die zuletzt betrachteten Normalensysteme sind daher merkwiirdige 
Ribaucoursche Strahlensysteme, deren erzeugende Fliche eine Minimal- 
fliche M, ist und deren Mittelenveloppe eine Minimalfliche M ist, wobei 
M, adjungiert zu M ist. Auch hieraus folgt, daB auf der Minimalfiiche M 
und den Orthogonalflichen der Strahlensysteme die Kriimmungslinien sich 
entsprechen; denn den abwickelbaren Flichen jedes Ribaucourschen Strahlen- 
systems entsprechen die Asymptotenlinien der erzeugenden Fiche, hier 
_ also von M,, diesen letzteren aber die Kriimmungslinien von M. End- 
lich ergibt sich, daB die Mittelfliche wie bei jedem Ribaucour-System 
von den abwickelbaren Flachen des Normalensystems in einem konjugierten 
System mit gleichen Invarianten geschnitten wird. 

Zu den auf Rotationsflichen abwickelbaren Minimalflichen gehért nun 
auch die Ennepersche, welche man erhilt, wenn man in (1) F(u) gleich 
einer Konstanten setzt: wir setzen F(w) = 3 und erhalten 


a el ee ee OY 
Setzt man in (20) 6 =— ;,, also 
uu v 
i=a-—>, poe 3° 
so erhalt man nach (3) als Gleichungen der Mittelfliiche 


; 74 y? 
r=u+v, y=i(u—v), sa” = 


oder, indem man mit Hilfe der Gleichungen 
u=a,+ip,, v=o, — tf, 
reelle Parameter einfiihrt, 
a=2e0,, y=—28,, =a, — £,’. 

Die Mittelflache ist also ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid. Die 
Abszissen r, und r, der Grenzpunkte, die hier bei einem Normalensystem 
mit den Brennpunkten zusammenfallen, ergeben sich nach (7) und wegen 
D’ = D,’ = 0 aus der Gleichung 

r= DD”: F,. 
Aus (17) erhalt man leicht 


? 


r? = (1+uvr)?. 
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Sind nun 2,, y,, 4, bezw. 2, ¥,, 2, die Koordinaten der Brennpunkte des 
Strahls (w, v) des Normalensystems, so hat man 


a, =2+7,X = 4a, : t= 2+r,X—0, 
(21) "%=y¥t+71Y=—0 ’ %=yt+r,Y—48, 
4=2+7,Z2=2a,*—1, 4,=2+7,Z7 =—— 28,7+1. 


Die beiden Brennflichen zerfallen also in die beiden Fokalparabeln (21), 
und das Normalensystem, als dessen Mittelenveloppe die Ennepersche 
Minimalfliche erscheint, besteht aus der Gesamtheit der Strahlen, welche 
die beiden Parabeln treffen. Dies ist der bekannte Satz von Darboux. 
Uher diesen Satz hinaus erkennt man aus unseren allgemeinen Betrach- 
tungen, daB den Kriimmungslinien «, = const. und 6, = const. der Enneper- 
fliche die Kriimmungslinien der Orthogonalfliachen des Normalensystems 
entsprechen. Projiziert man aber einen Fokalkegelschnitt aus einem Punkt 
des andern, so entsteht ein Rotationskegel. Daraus schlieBt man, daB 
jede der Orthogonalflichen zwei Systeme von kreisférmigen Kriimmungs- 
linien besitzt, deren Ebenen mit den entsprechenden Ebenen der 
Kriimmungslinien der Enneperfliche parallel laufen.*) Da diese Ortho- 
gonalflichen auf zwei verschiedene Arten als Enveloppen von Kugeln er- 
zeugt werden kénnen, so erhilt man das bekannte Resultat, daB die 
Orthogonalflachen Cykliden sind. Ich bemerke, daB das Strahlensystem 
der zwei Fokalparabeln auch dadurch entsteht, daB man auf ein elliptisches 
oder hyperbolisches Paraboloid parallel zur Achse Strahlen fallen li8t und 
an demselben spiegelt.**) Aus dem Parallelstrahlenbiischel entsteht also 
durch Reflexion an dem Paraboloid das Normalensystem und aus diesem 
dann als Mittelenveloppe die Ennepersche Minimalflache. 


Die isotropen Systeme. 


Die Abszisse r des kiirzesten Abstands des Strahls (w, v) und des 
Strahls (wu + du, v+ dv) ergibt sich aus 


— Dau*+(D'+D,)dudo+ D'de* 


- E,du?+2F, dudv+ G,dv* 





*) Man iiberzeugt sich unschwer, daB auch in dem allgemeineren Falle, in dem 
die Konstante f in (20) von — ; verschieden ist, die Orthogonalflachen der Normalen- 


systeme, deren Mittelenveloppe die Ennepersche Fliche ist, ebene Kriimmungslinien 
besitzen. 

**) Vgl. V. Kommerell, ,,Eine optische Eigenschaft des Paraboloids‘*, Math. Mitteil. 
d. math. Ver. in Wiirtt. (2) 6 (1909), S. 79. 
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Fiir isotrope Systeme mu8 nun r unabhingig von du, dv verschwinden, 
d. h. es muB 


(22) D=0, D’'+D,=0, D’=0 
sein. Aus (17) folgt jetzt 
d log F GlogF , du 


a4 Pa 
b+amyy +57 Ite +3" 
Aus diesen Gleichungen und aus (14), welche mit D’+ D,’=0 Aqui- 
valent ist, sind 4 und w als Funktionen von u, v zu bestimmen. Die 
Integration dieser Gleichungen macht aber erhebliche Schwierigkeiten. 
Diese vermeidet man, wenn man die Gleichungen (3) der Mittelfliche des 


Strahlensystems in die Form 
a=§&+ Ye—Zb, 
(23) y=174+ Za— Xe, 
z=€+Xb—Ya 


bringt, wo a, b, ¢ drei willkiirliche Funktionen von wu, v sind. Da 


> X (Ye — Zb) als Determinante mit zwei gleichen Reihen identisch ver- 
schwindet, so liegt der Punkt @ mit den Koordinaten (z, y, 2) auf der 
Tangentialebene des Punktes P(&, 7, €) der Minimalfliche. Wir stellen 
nun zuerst wieder die Bedingung auf, daB die Gleichungen (23) die 
Mittelfliche des Strahlensystems darstellen. Diese Bedingung wird durch 
die Gleichung (8) ausgedriickt. Aus (23) folgt 





On @& Ge 77 0b oY 0Z 

du out F 56 Font oon — Oe? 

(24) 7 o€ 6 ot oY Z 

2 @ 0c 0b CZ 

oe 50 + ¥ 50 — 250 +o Ge — Ge? 

und aus (5) und (10) 

, OX dx ox de ab OX /( aY oZ 
—D =D 55 i — > ou (F50 — 250) + > Gu (Ge — Ge) 


FH 0X da ox de rz Ob ox, aY 0Z 
— B= S50 5a > Ge (F595 — 250) + > Ge (Fe — Oe) 
oder, wenn man die Summen anders ordnet, 


~D = Di (2— YF) + De Gee — Fe ae) 


cu ov av du’ 


- 5’ = Ss (zZ - ¥S)- yu Z-Fe). 


fo OU 


ov 
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Aus (8) folgt nun 


da/70Y oZ da (70Y¥ oZ 
(25) 90 (2 Gu — ¥ Gu) + > 5a (2 Ge YG) ~°- 
Nach bekannten Identitaten ist nun aber*) 

oY| oZ .ax oY 0Z -OX 
(26) 257 i= iz, S=, — ¥5,2°—-t3 


wie man auch aus (2) leicht nachrechnet. Die analogen Gleichungen erhiilt 
man hieraus.durch zyklische Vertauschung von X, Y, Z. Jetzt geht aus 
(25) die Gleichung 
da oX da 0x 
(7) fo Ow ~ 2; Ou Ov 
hervor. Dies ist die Bedingung dafiir, daB die Gleichungen (23) die 
Mittelfliche des Strahlensystems (4) darstellen. Die Gleichungen (27) 
driicken nun aber nichts anderes aus als daB folgendes Strahlensystem 
(28) E=—at+tiX, y=b+tY, F=—c+tZ, 
wo a, b,c die Koordinaten eines Punktes der Leitfliche sind, ein Normalen- 
system ist. Sind nun @, 6, € die Koordinaten des Punkts (u, v) einer der 
Orthogonalflichen von (28), so gibt es eine Funktion ¢, von u, v, sodaB 
@=a+tX, b=b+4,Y, €=—c+4,Z 
ist. Entnimmt man hieraus a, b, ¢ und setzt die Werte in (23) ein, so 
erhalt man s 
a=§&+ Ye—Zb ete. 
Man folgert hieraus, dab, ohne der Allgemeinheit zu schaden, angenommen 
werden darf, daB in (28) a,b, ¢ die Koordinaten einer der Orthogonal- 
flichen des Normalensystems bedeuten. Das allgemeinste Normalen- 
system (28) erhilt man nun offenbar dadurch, daB man eine beliebige 
Fliche G durch Parallelismus der Normalen auf die Minimalfliche M 
bezieht. (G kann z. B. eine beliebige andere Minimalfliche sein.) Sind 
nun a,b, ¢ die Koordinaten des Punktes R der Fliiche G, der dem Minimal- 
flaichenpunkt P(E, y, ¢) entspricht und zwar ausgedriickt in Funktionen 
von u,v, so stellen die Gleichungen (23) die Mittelfliiche des allgemeinsten 
Strahlensystems dar, dessen Mittelenveloppe die Minimalfliiche MV ist. Den 
Gleichungen (23) kann man aber nun eine sehr einfache geometrische 
Deutung geben. Die Glieder Ye — Zb usw. sind offenbar mit dem Rich- 
tungskosinus von PQ proportional, wo @ der Punkt (2, y, z) der Mittel- 
fliche ist. Da nun sowohl .S'X(Ye— Zb) als auch Sa(Ye — Zb) 
identisch Null ist, so steht PQ sowohl auf der Richtung (X, Y, Z) als 


*) Vgl. z. B. Bianchi-Lukat, ,,Vorlesungen iiber Differentialgeometrie’, Leipzig 
1899, 8. 132 o. 








' 
; 
; 
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auch auf der Richtung (a, b, c) d. h. auf OR, wenn O der Ursprung ist, 
senkrecht. Die Linge von PQ ergibt sich aus (23) leicht als die Linge 
RS der Projektion von OR auf die Tangentialebene in R an die Flache G. 
Fallt man also von O auf die Tangentialebene an G im Punkte R das 


Lot OS und dreht RS um RF in dieser Ebene um 5 , so stellt das ge- 


drehte RS nach GréBe und Richtung die Strecke PQ dar und zwar 
miissen die drei Strahlen, die man durch den Ursprung der Reihe nach 
parallel mit der Richtung (X, Y, Z); (a, b,c); P@ zieht, geradeso orientiert 
sein wie die positive X-, Y-, Z-Achse. All dies sieht man vektoranalytisch 
sofort eim, wenn man bedenkt, daB die GréBen Ye — Zb usw. die Kom- 
ponenten des vektoriellen Produkts der beiden Vektoren (X, Y, Z) und 
(a, 6, ¢) sind. 
Fiir isotrope Systeme muB nun weiter nach (22) auch 





D = D” =0 
sein. Aus (24) folgt nun 
-D - SHS -DES+ DF (K-22) 
+ Dae Ga? G0): 
DB - SER - SRE + SRR - 22) 


Beniitzt man (10), ordnet in den zweiten Summen um und beachtet, dab 
die dritten Summen identisch verschwinden, so erhilt man 


—D -+FW)+ SR (se y=), 


ou = sus 
~ B= +009 + Si (238 - x32) 
Zur Bestimmung der isotropen Systeme hat man also nach (26) 
(29) eX +iFW, SYHA-_ iow, 


und auBerdem noch die Gleichung (27) 
(30) da OX da OX 


ov ou au ov. 


Von diesen Differentialgleichungen, denen a, b, ¢ geniigen miissen, kann 
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man nun aber sofort ein System von partikuliren Integralen &, 4), & an- 
geben: es sind die Koordinaten des Punkts (u, v) der zur Minimalflache M 
adjungierten Fliche M,. Denn fiir die adjungierte Flache ist 


0& _,0& 06 08 


ou whe ao 1503 
benititzt man weiter die Gleichungen (10), so sieht man die Richtigkeit 
der Behauptung ein. Die Gleichungen*) (23) geben nun 


a=&+YVf,—Z, 
(31) y= + 27 — XG, 
s=t+Xm— Yh. 


Wir behaupten nun, daB diese Gleichungen (31) die Mittelfliiche des all- 


gemeinsten isotropen Strahlensystems darstellen. Um dies zu beweisen, 
setzen wir 


(32) a=f+h, b=mtm, c= &t+h 

und suchen nun &,, y,, § als Funktionen von « und v so zu bestimmen, 
daB a, b, ¢ in allgemeinster Weise (29) und (30) befriedigen. Man er- 
halt so 

(33) DES-o 08, OX 9 y0&, OX 0g, aX 


du du dv dv’ ov ou Ou ov 


Sieht man nun &, 7,, als Koordinaten der Leitfliche L des Strahlen- 
systems 


(34) E=—§ +X, y¥=1 + tY, F=§, +tZ 
an, so lehrt die letzte Gleichung (33), daB dieses System ein Normal- 
system ist. Da weiter fiir dieses Strahlensystem nach (33) die den 
GréBen D, D” entsprechenden Gréfen und ebenso EZ, und G, gleich Null 
sind, so folgt, daB die Gleichung (7), welche die Abszissen der Grenz- 
punkte gibt, zwei gleiche Wurzeln besitzt und darum das Normalen- 
system (34) aus den Normalen einer Kugel besteht. Ist r der Wert der 
Doppelwurzel von (7) und a, 6, y die Koordinaten des Mittelpunkts der 
Kugel, so ist 

a=—&+rX, BP=ntrY, y=bt+rZ. 
Nach (32) hat man deshalb als allgemeinste Integrale der Gleichungen (29) 
und (30) 

a= &—rX, b=y—rY, c=§&-rZ, 


*) Man vgl. hierzu die komplizierten und fiir die Anwendungen wenig geeigneten — 
Formeln, die Darboux in seinem bekannten Werke Bd. IV, 8S. 17 fiir die Mittelfliiche 
eines isotropen Strahlensystems gibt. 


ees 
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wobei wir die willkiirlichen Konstanten «, 8, y in &, mo, &, die ja mit 
additiven Konstanten behaftet sind, eingehen lieben. Setzt man aber diese 
Werte von a, b, ¢ in (23) ein, so erhilt man eben wieder die Glei- 
chungen (31), womit gezeigt ist, daB diese die allgemeinste Liésung dar- 
stellen. Man hat daher den 

Satz: Bedeuten &, », € die Koordinaten eines Punkts irgend einer 
Minimalfliche M, &, 1, & die Koordinaten des durch parallele Normalen 
zugeordneten Punkts der adjungierten Minimalfliche M,, so stellen die 
Gleichungen (31) und (4) das allgemeinste isotrope Strahlensystem dar, wobei 
x, y, 2 die Koordinaten der Mitteljliiche bedeuten. Die Mittelenveloppe dieses 
Strahlensystems ist die Minimaljliiche M. Ersetzt man in der 8. 153 ge- 
gebenen Konstruktion die Fiche G durch M,, so hat man die geometrische 
Konstruktion aller isotropen Systeme. 

Wir bemerken, daB jede einzelne Minimalfliche auf co* Arten als 
Mittelenveloppe isotroper Systeme erzeugt werden kann, da ja &, %, & 
mit drei additiven Konstanten behaftet sind. 

Die eben gegebene Ableitung der isotropen Systeme ist insofern nicht 
ganz befriedigend, als zum Beweis der Allgemeinheit der Lésung die Be- 
niitzung des Ribaucourschen Satzes, wonach die Mittelenveloppe jedes 
isotropen Systems eine Minimalfliche ist, erforderlich ist. Wir skizzieren 
daher kurz einen anderen Weg, wie man unabhiingig von diesem Satz 
die Gleichungen (31) herleiten und damit zugleich einen neuen Beweis 
dieses Satzes gewinnen kann. 

Seien wieder z, y, 2 die Koordinaten der Mittelfliche, u, v die Para- 
meter der Minimallinien der Kugel, so lehren die Gleichungen (22), welche 
die isotropen Systeme definieren, die bekannte Tatsache, dab die Mittel- 
fliche jedes isotropen Systems der Kugel durch Orthogonalitit der Ele- 
mente entspricht. Beniitzt man nun die Gleichungen § 157 (12) und (13) 
in dem oben angefiihrten Werke von Bianchi, indem man 9? = —1 setzt, 
so erhalt man die Koordinaten 2, y, z der Mittelfliche aus den Gleichungen 


‘ Ox og ox 0x Ck ax 

5) eX OR)» Fe —e(X Ge — Pe)” 

Dabei ist @ die allgemeinste Lésung der partiellen Differentialgleichung 
) a ’ 

(36) capa t Pop = 0. 


Dies ist aber die Differentialgleichung der Minimalflichen in Ebenen- 


koordinaten. Sind also &, 1, € die Koordinaten einer beliebigen Minimal- 
fliche M,, so ist 


gp = X& + Yro + 2b 
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die allgemeinste Lésung von (36). Fiihrt man diese Lésung in (35) ein 
und beniitzt die Gleichungen (26), so erhilt man unschwer 


ox oY 0Z Ox oY aZ 
(37) ju Gu Mou? Jo ~S Go ~ Fe 


und hieraus durch Quadratur 
=f ¥— 4 —f (Yat, — Zdy). 


Bedeuten & 7, € die Koordinaten des Punkts (uw, v) der Minimalfliche M, 
fiir die M, die adjungierte ist, und beniitzt man die bekannten Formeln 
von Schwarz (angewendet fiir M,) beztiglich zweier adjungierter Minimal- 
flichen, so erhailt man 


a=F+VO,—2 No» 
(38) y—n+ Zt, — Xt, 

2=€+Xy, — Yé, 
als Gleichungen der Mittelfliche des allgemeinsten isotropen Systems. 
Dies sind aber genau die Gleichungen (31). Da nach (38) S(«—§)X=—0 
ist, so sieht man, daB die Mittelenveloppe die Minimalfliche M ist, womit 
der Ribaucoursche Satz bewiesen ist. Wir bemerken noch, daB die Glei- 


chungen (38) die allgemeinsten unendlich kleinen Verbiegungen der Kugel 
vermitteln. 


Untersuchung der Mittelfliiche eines isotropen Strahlensystems. 


Mittels der Gleichungen (38) wollen wir noch kurz die wichtigsten 
Kigenschaften der Mittelfliichen isotroper Strahlensysteme ableiten. Wir 
beniitzen zu diesem Zwecke die Gleichungen (37), die, wie oben bemerkt, 
mit Hilfe der Formeln von Schwarz leicht aus (38) folgen. Bezeichnet 
man die Richtungskosinus der Normalen der Mittelfliiche im Punkte (u, v) 
mit X,, Y,, Z,, die Koeffizienten des Linienelements mit E,, F,, G,, die 
FundamentalgréBen zweiter Ordnung mit D,, D,’, D,”, und setzt man 


4, =+ VE,G, — F,', 


so ist nach bekannten Formeln 


(39) B, X, = on 8288 aw, 
also nach (37) 


o8,— (oH 082) (wi 082) (wo E08) 
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oder 





(0X a2 _ ay az az ox _ az ax 
4, X, = & ( av dv du + Fo% (5 ov ov Fa) 


OX0Y axeyYy 
+ bobo(5u Ge — Go Bu) 
oder nach den fiir die Kugel gebildeten Gleichungen (39) 


(40) A, X,—— iF DEX, A —— FCS XP DE 

Aus (40) schlieBt man, daB die Gerade, die den Ursprung mit dem 
Punkt (&, %, &) der adjungierten Minimalfliche M, verbindet, die 
Normalenrichtung im Punkt (u,v) der Mittelfliiche angibt. Da weiter 
nach (38) Sa —£)§ =0 ist, so folgt aus (40), daB auch S(x—£) X, =0 
ist. Daraus ergibt sich, daB die Gerade PQ, welche den Minimalflaichen- 
punkt P(E, 1, §) mit dem Punkt Q(z, y, 2) der Mittelfliiche verbindet, so- 
wohl die Minimalfliiche als auch die Mittelfliche beriihrt. Das System aller 
Strahlen PQ, das wir kurz mit (PQ) bezeichnen, hat also die Minimal- 
flaiche M und die Mittelfliche zu Brennflichen.*) , 

Setzt man zur Abkiirzung 


(41) a = 
so hat man nach (40) 7 


’ 


ax é aM ax 
(42) X— Mb, Gre Mth se, Ge 


Mit Hilfe von (37) und (42) erhilt man nun fiir die FundamentalgréBen 
zweiter Ordnung 


-B, = SE -M SRT id 
-u SeGrt—-E) 


a20X, _ 1 Be (5,2 92) 


dv Ow Iu \S0a0 — 0 de 

~MS(-B9), 
D7 = SE - MS ai 
-M SW GHE-22), 


*) Vgl. A. Ribaucour, ,,Etude des élassoides ou surfaces 4 courbure moyenne 
nulle“, Mém. cour. Bruxelles 44 (1882), 8. 57. 


0g, oM 
_ M-,, + & ov 


-D, = 
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Es ist nun, wie man leicht nachrechnet, 


du Ou Ou ow ~~ F(H), 







0m 0Z_%8Y_ 4 
ou dv ou dv ’ 
én, @Z 0f,0Y 


9v 00 7 Oo Go XO). 










Analoge Gleichungen erhilt man durch zyklische Vertauschung von 
§, Mo,» & und X, Y, Z. Man erhiilt jetzt 

(43) D,=M-F(u) 5&X, D/=0, D,”"=— Mor) d¢,X, 
und als Differentialgleichung der Asymptotenkurven der Mittelfliche 
(44) F(u) du? + O(v) dv? = 0. 

Dies ist aber auch die Differentialgleichung der Asymptotenlinien der 
Minimalfliche M. Man hat daher den 

Satz: Den Asymptotenlinien der Mittelfliiche jedes isotropen Strahlen- 
systems entsprechen die Asymptotenlinien derjenigen Minimalfliche, welche 
die Mittelenveloppe des Systems ist. Die Asymptotenlinien der Mittelfliche 
erhalt man durch Quadratur.*) 

Dieser schéne Satz von Ribaucour ist ganz besonders deshalb be- 
achtenswert, weil er sich auf oo* Mittelflichen bezieht, die alle einer 
Minimalfliche zugeordnet sind. Aus dem Satz geht nun sofort hervor, 
daB das Strahlensystem (PQ) ein Weingartensystem ist. 

Endlich berechnen wir noch das Kriimmungsmaf K, der Mittelfliche 
im Punkt (u,v). Es ist mit Beniitzung von (41) und (43) 

K, — PD” _ MF w- ow) (ZX) _ __ Fe? F(w)- O(w) - (28, X)* 

1 A,? 4? 4,‘ 
oder nach (40) 
(45) K,= 





_ Fw) 00) 
F- (Ze) 

Beachtet man, daB das KriimmungsmaB K im Punkt (u, v) der Minimal- 

fliche M sich aus 





nn 
~ Fu) -%@) 
ergibt, und daB .S',* gleich dem Quadrat des Abstandes r des Punktes 
(u, v) der Fliche M, vom Ursprung ist, so folgt 
(46) K- K, _ * ? 


Rw 





*) Vgl. A. Ribaucour, a. a. O., S. 66. 
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eine Gleichung, die sich in etwas anderer Form auch bei Ribaucour 
(a. a. O., 8. 70) findet. Die Gleichung (46) stellt nichts anderes dar als 
den bekannten Halphenschen Satz fiir W-Systeme. Aus diesem Satze 
aber schlieBen wir, daB in dem W-System (PQ) die Entfernung der Grenz- 
punkte gleich r, d. h. gleich dem Abstand des Punktes (u, v) der Fliiche M, 
vom Ursprung ist. Es liegt nahe zu untersuchen, ob unter den W-Systemen 
keine Normalensysteme enthalten sind, da diese zu W-Flichen fiihren 
wiirden. Wir bemerken, dab es deren keine gibt, wie man aus der dann 
notwendig bestehenden Gleichung 


ate = => (x—§) 
leicht schlieBt. 


Stuttgart, den 15. Januar 1910. 
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Beweis der Invarianz der Dimensionenzahl. 
Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Das Problem der Invarianz der Dimensionenzahl, d. h. der Un- 
mdglichkeit, zwischen einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit und einer 
(m + h)-dimensionalen Mannigfaltigkeit (kh > 0) eine eineindeutige und 
stetige Beziehung herzustellen, ist fiir den Fall m <3 von Liiroth gelést 
worden.*) Im Folgenden soll der allgemeine Fall erledigt werden. 


§ 1. 

Wir denken uns in einer q-dimensionalen Mannigfaltigkeit einen 
q-dimensionalen Kubus K mit der Kantenliinge 2a, welcher durch Ver- 
riickungen seiner Punkte, deren GréBe ein gewisses Maximum b < a nicht 
iibersteigt, einer eindeutigen und stetigen Abbildung « unterliegt, und 
bezeichnen mit K, einen bestimmten mit K konzentrischen und homo- 
thetischen Kubus, dessen Kantenliinge 2a, << 2 (a —b) ist. 

Wir unterziehen K einer simplizialen Zerlegung, d. h. wir wihlen 
eine willkiirliche ganze Zahl n, zerlegen K zunichst in n’ mit ihm homo- 


thetische Teilkuben mit der Kantenlinge —) und sodann jeden dieser 


Teilkuben in q! Simplexe, deren Eckpunkte zugleich Eckpunkte der Teil- 
kuben sind. Diese Simplexe nennen wir die Grundsimplexe der Zerlegung, 


*) Vgl. ,,Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten“, Math. Annalen 63 S. 222—238. 
Hinsichtlich der Fehlschliisse in den von Thomae, Netto und Cantor fir den all- 
gemeinen Fall versuchten Beweisen vgl. E. Jiirgens, ,,Der Begriff der n-fachen stetigen 
Mannigfaltigkeit“, Jahresber. der Deutschen Math.-Ver. 7,,8 50—55, und A. Schoenflies, 
Bericht iiber die Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, Bd. Il, 8. 167. Uber die 
Orientierung des Problems vgl. auch R. Baire, ,,Sur la nonapplicabilité de deux con- 
tinus 4 et n+ p dimensions“, Comptes Rendus 144, 8. 318—821; Bull. des Sc. Math. (2), 
31, 8S. 94—99, und M. Fréchet, ,,Les dimensions d’un ensemble abstrait“, Math. Ann. 68, 
8. 145—168, 
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ihre Eckpunkte die Grundpunkte der Zerlegung. Unter Grundseiten der 
Zerlegung verstehen wir die in den Grenzen der Grundsimplexe auf- 
tretenden (q—1)-dimensionalen Simplexe, unter Grundkanten der Zer- 
legung die in den Grenzen der Grundsimplexe auftretenden (q—1—p)- 
dimensionalen Simplexe (p>0). Diejenigen Grundseiten, welche in der 
Grenze von K liegen, sollen Randseiten heiBen, die tibrigen innere Seiten. 

Wir setzen fir K eiren positiven Sinn der Indikatrix fest, und in 
jedem Grundsimplex bringen wir eine positive Indikatrix an. 

Sei z eines der Grundsimplexe mit den Eckpunkten A,, A,,---, A,,;, 
welche durch die Abbildung @ iibergehen in B,, B,,---, B,,,. Hin im 
Inneren oder auf der Grenze von  liegender Punkt P laBt sich als 
Schwerpunkt von gewissen in A,, A,,---, A,,, konzentrierten positiven 
Massen auffassen. Bringen wir dieselben Massen der Reihe nach in 
B,, B,,---,B,,, an, so bestimmen sie einen Schwerpunkt Q, den wir P 
entsprechen lassen. Alsdann wird, falls die Punkte B,, B,, ---, B,,, nicht 
in einem ebenen (g—1)-dimensionalen Raume liegen, das Grundsimplex x 
eineindeutig und stetig abgebildet auf ein Bildsimplex g, dessen Inhalt 
wir, je nachdem die Bildindikatrix positiv oder negativ ausfallt, positiv 
baw. negativ rechnen werden. Wenn aber die Punkte B,, B,,---, B,,, 
in einem (g—1)-dimensionalen Raume liegen, so wird das Bildsimplex 
singulair, und bekommt den Inhalt Null. 

Indem wir mit jedem der Grundsimplexe in analoger Weise verfahren, 
erhalten wir eine neue eindeutige und stetige Abbildung 6 von K, deren 
spezielle Art wir mit dem Namen ,,simpliziale Abbildung“ bezeichnen wollen. 

Falls es fiir 8 singulire Bildsimplexe gibt, kénnen wir mittels eine 
beliebig klein gewiahlte GréBe nicht tibersteigender Herabsetzungen der 
Verriickungen der Grundpunkte eine ,,modifizierte“ simpliziale Abbildung y, 
fiir welche es keine singuliren Bildsimplexe mehr gibt, herstellen. 

Wir beschiftigen uns zuniichst mit der Abbildung y und bezeichnen 
mit « die Menge derjenigen im Inneren von K, enthaltenen Punkte, 
welche nicht dem Bilde einer Grundkante angehéren. Diese Menge u be- 
sitzt die Eigenschaft, daB je zwei ihrer Punkte sich durch einen aus einer 
endlichen Zahl von Strecken bestehenden, ganz in wu verlaufenden Streckenzug 
verbinden lassen. 

Weiter bemerken wir, daB die Bilder der Randseiten nicht in das 
Innere von K, eindringen kénnen, und nennen diejenigen Punkte von u, 
welche nicht dem Bilde einer inneren Seite angehdren, die gewihnlichen 
Punkte von K,. 

Seien P, und P, zwei willkiirliche gewéhnliche Punkte von K,, 
welche wir durch einen ganz in yw verlaufenden Streckenzug s verbinden, 
und sei P ein variabler gewéhnlicher Punkt von K,. Die Zahl der posi- 
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tiven bzw. negativen Bildsimplexe, welche P, bedecken, bezeichnen wir 
mit p, bzw. p,’, die analogen Zahlen fiir P, mit p, und p,’, die analogen 
Zahlen fiir P mit p und p’. 

Diese Zahlen p und p’ kénnen sich bei Bewegung von P an s ent- 
lang nur dann andern, wenn das Bild o einer inneren Seite passiert wird. 
Wenn die beiden Bildsimplexe, welche in o zusammenstoBen, auf ver- 
schiedenen Seiten von o liegen, so besitzen sie dasselbe Vorzeichen, und 
die Kreuzung von o hat auf die Zahlen p und p’, also auch auf die Zahl 
p—vp’, keinen Einflu8. Wenn aber die beiden Bildsimplexe auf derselben 
Seite von o liegen, so besitzen sie entgegengesetzte Vorzeichen, und die 
Kreuzung von o fihrt entweder eine Zunahme von p und p’ je um eins, 
oder eine Abnahme von p und p’ je um eins herbei, laBt also wieder die 
Zahl p—p’ ungeindert. Mithin ist p, — p,’ =p, — p,’, und fiir die Ab- 
bildung y ist die Zahl p—p' im den gewihnlichen Punkten von K, eine 
Konstante. 

Wenn nun fir die Abbildung §, in bezug auf welche wir die ge- 
wohnlichen Punkte von K, und die Zahlen p und p’ in analoger Weise 
wie in bezug auf y definieren, zwei gewéhnliche Punkte P, und P, exi- 
stierten, fiir welche p, — p,’ und p, —p,’ verschieden wiren, so kénnten 
wir 6 mit solcher Genauigkeit durch eine ,,modifizierte“ simpliziale Ab- 
bildung y, approximieren, daB die Punkte P, und P, fiir y, wieder ge- 
wohnliche Punkte von K, wiiren und die Zahlen p,, p,', p,, p, fiir y, 
dieselben Werte wie fiir 6 besiBen, daB mithin fiir y, die Zahl p — p’ 
keine Konstante sein kénnte. Aus diesem Widerspruche folgern wir, dab 
auch jiir die Abbildung B die Zahl p—p' in den gewihnlichen Punkten 
von K, eine Konstante c ist. 

Um den Wert dieser Konstante c zu ermitteln, bezeichnen wir den 
Inhalt von K, mit J, und bemerken, daB der Gesamtinhalt derjenigen 
Teile der Bildsimplexe, welche in K, enthalten sind, c- J, betrigt. Wenn 
wir dann die der simplizialen Abbildung 6 zugrunde liegenden Verriickungen 
der Grundpunkte stetig verkleinern, bis sie alle den Wert Null erreichen, 
und die Abbildung # entsprechend stetig in die identische Abbildung | 
iibergehen lassen, so kann dabei der genannte Gesamtinhalt keine Spriinge 
erleiden, und somit die ganze Zahl ¢ sich nicht iindern. Hieraus folgern 
wir, daB die Zahl ¢ fiir 6 denselben Wert, wie fiir die identische Ab- 
bildung, d. h. den Wert 1, besitzt. 

Dann aber kénnen fir § in keinem gewéhnlichen Punkte von K, die 
Zahlen p und p’ beide Null sein, sodaB sich herausstellt, dab die durch p 
erzeugte Menge der Bildsimplexe den ganzsen Kubus K, enthiilt. 

Indem wir nun weiter bemerken, daB die Abbildung « sich durch 
eine aus hinreichend groB gewihltem n hervorgegangene simpliziale Ab- 
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bildung mit jedem beliebigem Grade der Genauigkeit approximieren 1laBt, 
zeigt sich, daB auch die durch « bestimmte Bildmenge von K den ganzen 
Kubus K, enthiilt. 


Mithin ist bewiesen folgender 

Hilfssatz. Wenn in einer q-dimensionalen Mannigfaltigkeit bei einer 
eindeutigen und stetigen Abbildung eines q-dimensionalen Kubus das Mazi- 
mum der Verriickungen kleiner ist als die halbe Kantenliinge, so existiert 
ein konzentrischer und homothetischer Kubus, der ganz in der Bildmenge 
enthalten ist. 


§ 2. 

Wir nehmen nun an, daf in einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit 
das eineindeutige und stetige Bild eines m-dimensionalen Bereiches in 
einer gewissen Umgebung eines seiner Punkte nirgends dicht liegt. Als- 
dann existiert eine eineindeutige und stetige Beziehung @ zwischen einem 
m-dimensionalen Kubus K und einer in einer m-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit liegenden, nirgends dichten, zusammenhingenden perfekten 
Menge C. 

Wir schlieBen C in einen m-dimensionalen Kubus & ein, den wir 
einer simplizialen Zerlegung € unterziehen, und heben aus den in dieser 
Weise bestimmten Grundsimplexen diejenigen heraus, welche jedes wenigstens 
einen Punkt von C in ihrem Inneren oder auf ihrer Grenze enthalten. 
Die in dieser Weise bestimmte Simplexmenge bezeichnen wir mit £ und 
bestimmen in folgender Weise eine eindeutige und stetige Abbildung » von 
C auf eine nirgends dichte Teilmenge von K: 

Jedem zu £ gehérigen Grundpunkte FE der Zerlegung von k lassen 
wir einen solchen Punkt von K entsprechen, dessen Bildpunkt fiir die 
Beziehung @ in einem der Grundsimplexe, welche E zum Eckpunkte be- 
sitzen, enthalten ist. Wenn dann ein Punkt P von C dem Grundsimplexe 
A, A, --- A,,,, angehért, dessen Eckpunkten die Punkte B,, B,,---,B,,,, 
von K entsprechen, so lit er sich als Schwerpunkt von gewissen in 
A,, A,,-:-, 4,4, konzentrierten positiven Massen auffassen. Dieselben 
Massen bringen wir der Reihe nach in B,, B,,---, B,,, an, und lassen 
ihren Schwerpunkt Q fiir die Abbildung 7 dem Punkte P entsprechen. 

Sei R derjenige Punkt von K, der fiir die Beziehung # dem Punkte P 
entspricht, so kénnen wir, indem wir die Zahl der Grundsimplexe der 
simplizialen Zerlegung § hinreichend groB wihlen, das Maximum der 
Abstinde YR unter jede Grenze, a fortiori also unter die halbe Kanten- 
linge von K herabsinken lassen. Die Beziehung zwischen den Punkten R 
und den Punkten Q wird dann aber eine solche eindeutige und stetige Ab- 
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bildung des Kubus K auf eine nirgends dichte Teilmenge von sich, bei der 
das Maximum der Verriickungen kleiner ist als die halbe Kantenlinge, was 
nach dem Resultate des § 1 ein Widerspruch ist. 

Die versuchte Annahme hat sich mithin als unstatthaft erwiesen, und 
wir haben gezeigt: 

Satz 1. In einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit enthdlt das ein- 
eindeutige und stetige Abbild eines m-dimensionalen Bereiches in beliebiger 
Niihe eines beliebigen seiner Punkte einen Bereich. 

Wir nehmen weiter an, daB eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit R,, 
von einem (m + h)-dimensionalen Bereiche B,,,, (h>0) ein eineindeutiges 
und stetiges Bild B,,,, enthalt. Dann wiirde von einem in B,,,, nirgends 
dicht liegenden m-dimensionalen Bereiche B,, die Bildmenge B;, in Bi, ,,, 
also auch in R,, nirgends dicht liegen, was wider Satz 1 verstoBen wiirde. 
Mithin gilt: 

Satz 2. Eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit kann nicht das einein- 
deutige und stetige Abbild eines Bereiches hiherer Dimensionenzahl enthalten. 

SchlieBlich nehmen wir an, daB in einer m-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit das eineindeutige und stetige Bild eines (m—h)-dimensionalen 
Bereiches B,,_, (h>0O) einen gewissen Bereich B, enthilt. Dann aber 
wiirde B,_, ein eineindeutiges und stetiges Bild von B,, enthalten, was 
nach Satz 2 ausgeschlossen ist, sodaB wir bewiesen haben: 

Satz 3. In einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist das einein- 
deutige und stetige Abbild eines Bereiches geringerer Dimensionenzahl eine 
nirgends dichte Punktmenge. 

Die Satze 2 und 3 enthalten beide die Invarianz der Dimensionen- 
zahl als unmittelbare Folgerung. 
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Sur la non-applicabilité de deux domaines appartenant 
respectivement & des espaces & » et +p dimensions. 
(Extrait d'une lettre 4 M. O. Blumenthal). 


Par 


Henet Leseseue & Paris. 


L’autre jour, comme vous me parliez d’une demonstration de Vimpos- 
sibilité d’établir une correspondance univoque et continue entre les points de 
deux espaces & n et n+p dimensions, démonstration due 4 M. Brouwer 
et que les Mathematische Annalen doivent publier, je vous ai indiqué le 
principe de quelques preuves du méme théoréme. Je vous expose la plus 
simple de ces démonstrations; je ne me préoccuperai pas ici de tirer du 
raisonnement d’autres conséquences que le théoréme en question lui méme. 

Ce théoréme résulte de suite d’une sorte de généralisation de cette 
proposition qu’énonce M. Jordan dans son Cours d’Analyse et d’aprés 
laquelle tout ensemble de points admet au moins un point frontiére: 
Si chaque point d’un domaine D a n dimensions appartient a lun au moins 
des ensembles fermés E,, E,,---, E, en nombre fini et si ces ensembles sont 
suffisamment petits, il y a des points communs au moins ad n+1 de ces 
ensembles. 

Soient z,, #,,---,%, les m coordonnées; on peut préciser le degré de 
petitesse des HE, en supposant que D contient un intervalle de diamétre 
21 [c’est-a-dire l'ensemble des points définis par m inégalités de la forme 


0< «,—2$ <2, 


ot les «° sont des constantes] et que chaque EH, est contenu dans un 
intervalle de diamétre J. 

Je suppose d’abord que chaque FE, soit formé par la réunion d’un 
nombre fini d’intervalles et je considere ceux des E, qui contiennent des 
points de la variété z,— 2, frontiére de lintervalle J de diamétre 21 
contenu dans D. L’ensemble e, de ces E, n'a pas de points communs 
avec la variété 2, = z,° + 21; la frontiére de ¢, 4 V’intérieur de J est un 
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ensemble de variétés linéaires & »—1 dimensions, c’est-i-dire définies 
chacune par une seule équation du premier degré jointe a certaines in- 
égalités*). Cet ensemble de variétés contient en particulier un ensemble 
I, @un seul tenant qui s’étend depuis chaque variété x,=— 2 jusqu’a 
chaque variété 2, = x,°+ 21 (i= 2,3,---,n). 

Je considére l'ensemble ¢, des points qui appartiennent a ceux des 
E, non entitrement intérieurs 4 e, qui contiennent des points communs 
a I, et a a = 2,°, Yensemble commun a ¢, et a J, est limité a lintérieur 
de I par un ensemble de variétés linéaires & m—2 dimensions, car ¢, 
ne pouvant contenir de points de 2, —2,°+ 21 a nécessairement une 
frontiére intérieure a I. Une partie J, de cette frontiére s’étend depuis 
“= xf jusqu’a x, = x2 + 21, pour i = 3,4,---,n. 

On définira ainsi de proche en proche les ensembles J, J,, J,,-- -, J,. 
Or tout point de J appartient au moins & l’un des £;, tout point de J, 
appartient au moins a deux E, et ainsi de suite, tout point J, appartient 
au moins 4-+1 des E;. Le théoreme est donc démontré pour les F, 
particuliers considérés. 

Pour le cas général je considére un carrelage de l’espace A Il’aide 
d’intervalles non empiétants de diamétre «. Je remplace chaque EF, par 
Yensemble €; de ceux des intervalles du carrelage qui ont des points com- 
muns avec E,. Le théoreme étant vrai pour les €,, quel que soit «, est 
par suite vrai aussi pour les £,. 

Le théoréme énoncé est entiérement démontré; pour en déduire |’im- 
possibilité de application des espaces & » et & m+ dimensions il suffit 
de le compléter en prouvant que les EF, peuvent étre choisis de maniére 
quil n’y ait pas de points communs a plus de »+1 des Z;. Or ceci 
est facile. 

Soit d’abord le cas de deux dimensions z et y. Les droites x = entier, 
y = entier, divisent le plan en carrés qui se répartissent en bandes paral- 
léles & Ox qu’on numérote de proche en proche. Déplacons chacune des 


bandes de rang impair parallélement & Ow et d’une longueur égale a - 


Nous obtenons un carrelage équivalent, au point de vue de l’analysis situs, 
au carrelage formé d’hexagones réguliers; en prenant les carrés ainsi 
définis pour les £,, il n’y a que des sommets triples. 

Si l'on a 3 coordonnées 2, y, 4, on considére le carrelage de |l’espace 
& Yaide de cubes limités par des plans z= entier et dont les faces paralléles 
a Oxy se projettent sur le carrelage défini plus haut. Les cubes ainsi 


*) Cette équation et ces inégalités sont respectivement de la forme 2, =a, 
Bsa,sy. L'étude de ces égalités et inégalités permettrait de démontrer algébri- 
quement les faits bien évidents que je vais admettre. 
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construits se répartissent en couches; faisons subir a celles de ces couches 
qui sont de rang impair la translation qui améne le point 0,0,0 dans 


+ : + , 0. En prenant les cubes ainsi placés pour les ensembles 


la position 
E,, on n’a que des sommets quadruples. 

En continuant ainsi on ne sera jamais arrété. 

La démonstration précédente est en relation intime avec la proposition 
suivante que je me borne a énoncer: une courbe qui remplit un domaine 
a » dimensions a nécessairement des points multiples d’ordren+1 au 
moins et il y a des courbes remplissant un domaine a n dimensions qui 
n'ont pas de points multiples d’ordre supérieur a n + 1.*) 

On pourrait présenter la démonstration précédente de fagon moins 
artificielle, mais j'ai cherché surtout a étre court parce qu'une méthode 
de démonstration naturelle et qui a l’avantage d’élucider en méme temps 
plusieurs autres questions fondamentales d’Analysis situs a été indiquée 
par M. R. Baire**). Sans doute M. Baire n’a pas dévéloppé sa démon- 
stration; mais il me semble que, si l’on tient compte des indications 
données par M. Baire***), il ne reste plus @ trancher que des difficultés 
de détail peu sérieuses. 


Paris, 14 octobre 1910. 


*) Déja, dans son article des Mathematische Annalen, M. Hilbert remarquait 

qu'on peut remplir un domaine plan avec des courbes n’ayant que des points triples. 
**) Bulletin des Sciences Mathématiques (2) 31 (Avril 1907). 

***) Voir aussi Comptes Rendus de l’Académie des Sciences 144 (11 Février 1907). 
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Uber den Gebrauch divergenter Reihen in der Zeit 
von 1750—1860. 


Von 


Hewwricu BurkHarpt in Miinchen. 


DaB die meisten (iibrigens keineswegs alle) Mathematiker des 18. Jahr- 
hunderts ausgedehnten Gebrauch von unendlichen Reihen machten, ohne 
sich um deren Konvergenz oder Divergenz zu kiimmern, ist bekannt; 
ebenso auch wohl, daB dieses Verfahren auch noch in der ersten Hilfte 
des 19. zahlreiche Verteidiger gefunden hat. Weniger bekannt scheint zu 
sein, durch welche Anschauungen sie sich dabei leiten lieben; es schien 
mir aber nicht ohne Interesse, einmal der Frage nachzugehen, wie es 
kommen konnte, daB so viele durch Leistungen nach anderer Richtung 
geniigend iiber ihre Urteilsfahigkeit legitimierte Manner so lange an einer 
SchluBweise festhielten, die einer spiteren Generation nur als ein un- 
begreiflicher FehlschluB erschien. 

1. Bei dem ersten Auftreten unendlicher Reihen handelte es sich um 
die Reihenentwicklung rationaler gebrochener Funktionen einer Verinder- 
lichen nach Potenzen der letzteren durch unbegrenzte Fortsetzung des 
elementaren Divisionsverfahrens*). Geht man auf die Bedeutung dieses 
Verfahrens zuriick, so kann man die Sache so formulieren: die Aussage 
ydie gebrochene Funktion 
(1) ie 

h(r) 
1aBt sich in die unendliche Reihe 


(2) ar 


v 
v=0 


entwickeln“ bedeutet nichts anderes als: ,,jede der unendlich vielen ratio- 
nalen ganzen Funktionen 


*) Man vgl. etwa die Angaben iiber das erste Auftreten unendlicher Reihen bei 
R. Reiff, Geschichte der unendlichen Reihen, Tiibingen 1889, 8. 17ff., oder bei M. 
Cantor, Geschichte der Mathematik 2, 8. 53 ff. 
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(3) g(r) — h(r) >" a,r° (n—0,1,2,---) 
v=0 


ist durch die entsprechende Potenz r**' teilbar“. Ein weiterer Schritt 
in dieser Richtung war es, wenn man unter der Aussage: ,,die durch die 
Gleichung 

(4) G(r, y) =0 

(G eine rationale ganze Funktion ihrer beiden Argumente) definierte 
Funktion y von yr laBt sich in die Reihe 


(6) y= Sar 


v=0 


entwickeln“ verstand: ,,jede der rationalen ganzen Funktionen 


6 G(r, Sar 
(6) (r, a” ) 
ist durch die entsprechende Potenz r*** teilbar**). 

Weiter hat man sich rasch daran gewdhnt, auch diejenigen Reihen, 
die aus den genannten durch gliedweise Integration entstehen, als Reprisen- 
tanten der durch die Integrale Si ydr dargestellten transzendenten Funk- 
tionen anzusehen. Ausdriicklich erscheint dann diese Auffassung bei L. 
Euler in der bekannten Formulierung: ,summa cuiusque seriei est valor 
expressionis illius finitae, ex cuius evolutione illa series oritur“**). 

Schon ein gewagterer Schritt war es, wenn man dann in einer solchen 
Reihe der Variablen r einen numerischen Wert r, beilegte und die so er- 





*) Dabei kann eine komplexe Funktion durch eine Reihe reeller GréBSen dar- 
gestellt erscheinen, so daB man in derartigen Entwicklungen nicht etwa Reelles und 
Imaginaéres trennen darf (Stein, Gerg. Ann. 15, 1825, 8. 154; M. Ohm, Aufsitze aus 
dem Gebiete der héheren Mathematik, Berlin 1823, 8. 35). 

**) Sie findet sich bereits in einem Briefe an Goldbach vom Aug. 1745, corresp. 
math. phys. de qq. géométres du 18™° siécle, éd. P. H. FuB, 1, St. Petersb. 1843, S. 324. 
Verdffentlicht hat sie Euler inst. cale. diff., Laus. 1755, § 111, und sie dann Petrop. 
n. comm. 5, 1754/55 [60], S. 212, gegen die damals schon gegen den Gebrauch diver- 
genter Reihen erhobenen Einwiinde (die Vertreter dieser Einwande nennt er nicht) 
verteidigt; man erkennt aus dieser Verteidigung namentlich, daB schon damals die 
Beriicksichtigung des Restgliedes (,,mantissa‘*) und die Diskussion seines Verhaltens 
fiir » = oo gefordert wurde. Endlich steht die Definition auch noch Petrop. n. comm. 
18, 1773[74], 8. 30. Was J. A. Chr. Michelsen in den Anmerkungen zu seiner, Tempel- 
hof, Kistner und Kant [in dieser Reihenfolge!] gewidmeten Ubersetzung von Eulers 
Differentialrechnung, 1, Berlin 1790, 8. 344 fiber den Gebrauch divergenter Reihen 
redet, beruht auf der Annahme, die Regeln + -— = — usw. seien nicht allgemein 
giltig. 
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haltene numerische Reihe als eine Entwicklung des Wertes ansah, den die 
betreffende Funktion fiir r—7, annimmt; um so gewagter, wenn die 
Funktion auBer der ,,EntwicklungsgréBe“ r noch einen Parameter x ent- 
hielt und man also auf diesem Wege zu neven Entwicklungsformen nicht 
nur fiir Zahlen, sondern auch fiir Funktionen gelangte. Man wurde aber 
in dem Glauben an die Zulissigkeit dieses Verfahrens dadurch bestiirkt, 
daB zunichst kein Beispiel sich finden lieB, in welchem etwa eine und 
dieselbe Reihe als Entwicklung zweier verschiedener Funktionen oder Zahlen 
erhalten worden wire*). In dieser Weise hat z. B. Euler aus der Ent- 
wicklung der rationalen Funktion von r 
, 1—rcosz 

1) {ree fr 


durch die Substitution r=+1 die folgenden Entwicklungen abgeleitet**): 


=1+>rcosz + rcos2z + rcos8z+--- 


(8!) ¢ = 1+ cose + cos2e + cos3z+++4---. 


Noch einen Schritt weiter in das unsichere Gebiet heuristischer 
Methoden hinein bedeutet es, wenn derartige Reihen nun nach dem Para- 
meter differentiiert und integriert werden. So gewinnt Euler***) z. B. aus 
den Reihen (8) nicht nur durch Integration die beiden folgenden: 


*) So schon in dem S. 42 unter **) erwihnten Brief Eulers. 

*) Petrop. n. comm. 5, 8. 202; Inst. cale. diff. 2, § 92 gewinnt er sie umgekehrt 
durch Differentiation aus (9). Euler teilt die Reihe (8) tibrigens schon 1744 ohne 
Beweis an Goldbach mit, corresp. éd. Fuss, 1, 8.280, in der Form 
(8a) 0=5 + cosx + cos2a-+ cos3a +--- 

: 
ea car i? nach Potenzen von r durch die 
Substitution r=1 hervorgeht. Sie wiirde dann das vorstellen, was man jetzt eine 
»Entwicklung der Null nennt; in diesem Sinne zieht 8. D. Poisson (Bull. Férussac 4, 
1825, 8. 348) aus ihr den SchluB, daB man eine und dieselbe Funktion auf mehr als 
eine Art in eine trigonometrische Reihe entwickeln kiénne, und daB es also nicht zu- 
lissig sei, solche Entwicklungen durch die Methode der unbestimmten Koeffizienten 
gewinnen zu wollen. — Mit einem Ausrufungszeichen versehe ich die Nummern von 
unrichtigen Gleichungen. 

***) Petrop. n. comm. 5, 8. 203; ahnlich D. Bernoulli, ib. 17, 1772, 8. 7; J. Landen, 
math. memoirs, Lond. 1780, 8. 69. Vgl. auch den unter “) genannten Brief. — Zur 
Rechtfertigung kann iibrigens die — von Euler selbst nicht ausdriicklich gemachte — 
Bemerkung dienen: wenn die Funktion (3) durch r**! teilbar ist, so ist auch 


r=0 


in der sie aus der Entwicklung von 


und also auch 
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(9) *>* = sing + + sin2z + > sin3x + ++:°, 
xz . S Bes i 
(10) 3 = sins — 7 sin2z + 5 sm3a—+—--., 


[die in der Tat konvergieren und, die erste im Intervall (0---2z), die 
zweite im Intervall (- . poet =) wirklich die angegebenen Summen 
haben], sondern auch durch Differentiation Reihen wie die folgenden: 
(11) sing + 2sin2z + 3sin3xr+++---=90, 

cosx + 4cos2z+ 9cos824+++---=0, 


usw. 


Eine Erweiterung der urspriinglichen Auffassung nach anderer Rich- 
tung bedeutet es, wenn eine Gleichung der Form: 


(12) ra “2% (oe \va, 


in der p(x) und w(x) selbst trigonometrische Reihen bedeuten, so ver- 
standen wird: in jeder der Reihen 


cos 
(13) g(x) — ¥(2) > a, | nin | U@ 
v=0 

kommt, nachdem umgeordnet ist und die Produkte trigonometrischer 
Reihen durch Summen ersetzt sind, kein Glied mit einem niedrigeren 
Vielfachen von x als dem (» +1)" vor. Diese Auffassung scheint in 
der Tat bei Euler an mehreren Stellen unausgesprochen zugrunde zu 
liegen*); ausdriicklich formuliert finde ich sie erst bei S. F. Lacroix**). 


2. Kime andere Auffassung einer bestimmten Klasse divergenter 


durch r"** teilbar, d. h. die Reihe 


v¥=0 


kann als Entwicklung von 0(g/h)/@x angesehen werden. 

*) So Petrop. n. comm. 5, 8. 190 bei der Ableitung der Entwicklung von y tg x 
aus der von y und ib. 18, 8. 31 bei der Verifikation der Gleichung (7) durch Herauf- 
multiplizieren; auch inst. calc. integr. 1, Petrop. 1768,°§ 272. Ebenso auch bei 
J. Ph. Griison, Suppl. zu Eulers Differenzialrechnung, Berlin 1798, 8. 127. 

**) Traité des différences et des séries, Paris 1800, 8. 149; Traité de calc. diff. 
et int. 3, 2™° éd., Paris 1891, S. 160, 619. 
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Reihen vertritt D. Bernoulli*), ankniipfend an Betrachtungen von Leib- 
niz**) iiber die Reihe 


(14!) 1-141-—4 -.--=4. 


1 


Wenn in einer Reihe die Glieder sich periodisch wiederholen, sodaB all- 
gemein fir ein bestimmtes p und jedes n 


(15) an.49 a, 
ist, und wenn auberdem 
(16) G+ a+ 4,+---+a,_,=0 


ist, so habe man als Summe der Reihe das arithmetische Mittel aus den 
Teilsummen 


(17) 89 = igs 8, —= Opt My, Sy — My Oy + Oy, ++, 8p_ y= yt Oy + y+ °° + Oy, 
anzusehen. Er bezeichnet derartige Summenformeln als ,,incongrue verae“. 
Bei der trigonometrischen Reihe (8) sind die Voraussetzungen erfillt, 
wenn x zu x kommensurabel ist; er iiberzeugt sich an Beispielen***) da- 
von, daB hier seine Auffassung dieselben Resultate gibt, wie diejenige 
Eulers. Ubrigens bemerkt er bereits selbst, daB fir «— einem ganz- 
zahligen Vielfachen von 2 — aber nur fiir diesen Fall+) — der Schlu8 
sich nicht mehr anwenden léBt. Euler meint dazuj;}), man kénne sich 
dabei beruhigen, verweist aber im iibrigen auf seine eigene Auffassung. 
Auch A. J. Lexell}+7}) schlieBt sich an Bernoulli an, obwohl er findet, an 
und fiir sich sei die Summe solcher Reihen unbestimmt. 


*) Petrop n. comm. 16, 1771, 8. 76; 17, 1772, 8. 3; 18, 1778, 8. 3. Vgl. nament- 
lich die Formulierung 18, 8.13: ,,hac operatione metaphysice obtinetur, quod geo- 
metrice fieri non potest, perinde ac si sorti res committeretur, quisnam valor ponendus 
sit*. Er berichtet, er habe das Prinzip schon 40 Jahre vorher bei der Beschiftigung 
mit rekurrierenden Reihen erkannt. [Die Auffassung solcher Reihen als rekurrierende 
kommt auf dasselbe hinaus, wie die Auffassung als durch Einsetzen eines Zahlwerts 
fiir die Variable entstandene Spezialfiille von Reihenentwicklungen rationaler ge- 
brochener Funktionen.] Er erkennt iibrigens schlieBlich (18, S. 28) selbst: ,,fieri po- 
test, ut a solo ordine terminorum mutato alia atque alia exoriatur summa, etiamsi 
quaevis periodus ex iisdem terminis sit composita.“ 

™) Vgl. etwa Reiff (S. 169, Note *)), 8. 66. 

*) Er meint selbst (16, 8. 80) ,,mihi quidem principium --- fuit per se clarum, 
simul autem intelligo alios aliter sentire posse; quoniam autem demonstrationem directam 
principii non video, multiplici inductione argumentum stabiliendum esse censui“. 

+) 16, 8.84: ,mon excluduntur arculi, excluduntur saltem puncta vere mathe- 
matica. Vgl. auch 8.88 und 17, 8.5. Ebenso Lexell 18, 8. 50 und Poisson, j. éc. 
polyt. cah. 18, 1820, 8. 313? 

+t) Petrop. n. comm. 18, 8. 29: ,,per rationes metaphysicas--- quibus in analysi 
acquiescere queamus.“ 

+++ Ib. 8. 40. Er bespricht S. 42 ausdriicklich die Ausdehnung des Resultats 
auf zu x inkommensurable Argumente und glaubt, sie biete keine Schwierigkeit. 
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Eine Modifikation von Bernoullis Auffassung, die aber nicht scharf 
formuliert ist und auch wohl nicht scharf formuliert werden kann, er- 
scheint bei G. 8S. Kliigel*): wenn die Summe der » ersten Glieder einer 
Reihe mit wachsendem » wechselsweise ab- und zunehme ,in einer be- 
stimmten Schwankung diesseits und jenseits einer unverinderlichen Grenze“, 
solle man diese letztere als Summe der unendlichen Reihe betrachten. 

Eine andere Verallgemeinerung von D. Bernoullis Auffassung ent- 
wickelt Ch. A. Hutton**): Man kénne zur Bestimmung der Summe einer 
solchen Reihe aus den Teilsummen 0, s,,s,... zuniichst die arithmetischen 
Mittel je zweier aufeinanderfolgenden bilden: 

Sig 2, %, = 14, Sie "ts 


- 


? 


und zusehen, ob die so entstehende GréBenfolge sich einer bestimmten 
GréBe niihere; wenn das nicht der Fall sei, kénne man das Verfahren 
durch Bildung von 


— Sets _ 2th 
2 4 ? 


529 
wiederholen, usw. Fiihre auch das nicht zum Ziele, so kénne man aus 
der entstandenen Doppelfolge die Kolonnen oder auch die Diagonalglieder 
S95 84, Sgg,--- herausnehmen und diese in entsprechender Weise weiter 
behandeln. Das steht dann, wie er bemerkt***), mit dem von Euler ge- 
lehrten Verfahren der Verwandlung schlecht konvergierender Reihen in besser 
konvergierende insofern im Zusammenhang, als die Differenzen s,, — s,, - -: 
von den Differenzen Aa,, A®a,,... der Glieder der vorgelegten Reihe sich 
nur durch einfache Zahlenfaktoren unterscheiden. Im iibrigen teilt er fiir 
die Auffassung der Summe einer solchen Reihe durchaus den Eulerschen 
Standpunkt; er meint, wer das Wort Summe in dieser Bedeutung nicht 
gebrauchen wolle, kiénne dafiir etwa ,,radix“ sagen, da die Reihe aus der 
zu entwekelnden Funktion entspringe wie der Baum aus der Wurzel. 

*) Math. Worterbuch, 2, Leipzig 1805, 8. 533. 

**) Tracts on math. and. phys. subjects, 1, Lond. 1812, 8.176. Die unmittelbar sich 
anschlieBende Abhandlung, die von der Verwandlung von Reihen, auch von diver- 
genten, in Kettenbriiche handelt, ist von 1780 datiert; da nun nach 8, III der Vorrede 
die Abhandlungen i. allg. in der Reihenfolge ihrer Entstehung geordnet sind, so wird 
man Huttons Auffassungen, wenn auch vielleicht nicht ihre ausdriickliche Formulie- 
rung, ebenfalls so weit zuriick zu datieren haben. — Fiir Reihen, die ,,an der Grenze 
von Konvergenz und Divergenz stehen“ [er meint: deren Glieder mit wachsendem 
Index weder ins unendliche ab-, noch ins unendliche zunehmen] schligt er (S. 178) 
den Terminus ,,neutral series“ vor, der dann in England eine Zeitlang in Gebrauch 
geblieben ist. 

-*) 8. 185. 
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3. Auch sonst ist, wie ja geniigend bekannt, das Rechnen mit diver- 
genten Reihen im 18. Jahrhundert ziemlich allgemein als zulissig an- 
gesehen worden; eine Ausnahmestellung nehmen Nikolaus I Bernoulli*) 
und d’Alembert ein. Aber als der letztere Lagrange wegen seines Gebrauchs 
der Reihe (8)**) (bei seinen Untersuchungen iiber Saitenschwingungen) 
angriff***), konnte dieser erwidern+), die Zulissigkeit der Benutzung solcher 
Reihen sei doch allgemein anerkannt. Besonders krasse Beispiele nicht 
nur oszillierender, sondern absolut divergierender Reihen, denen doch eine 
bestimmte endliche Summe zugeschrieben wird, finden sich auch bei 
G. Fontanay+}) und bei J. Fr. Pfaff+++). 

4. DaB die bis dahin unbestritten gebliebene Meinung, man kénne 
fiir ein und dieselbe divergente Reihe niemals auf verschiedenen Wegen 
verschiedene Summen erhalten, nicht unter allen Umstiinden richtig ist, 
scheint zuerst Callet in einer unveréffentlicht gebliebenen Abhandlung be- 
merkt zu haben. Er machte nimlich darauf aufmerksam, daB die Reihe 
(14) aus der Entwickelung jedes Bruches der Form: 

84-3414... 

(20) 1 oes: +98 

mit m Gliedern im Zahler und » > m Gliedern im Nenner entstehe und 
daB man also jeden echten Bruch m/n als ihre Summe anzusehen habe. 
Lagrange*+) beseitigt zwar diese Schwierigkeit zunichst noch durch die 
Auseinandersetzung: wenn man in der Entwickelung 

itr+.----! 

(21) ate 








= 1a rp rt tng i yt in, 


*) Vgl. die bei Reiff (S. 169, *)), S. 121 angefiihrten Briefstellen. 
**) Taur. misc. 1, 1759; vgl. auch 2, 1760/61 (oeuvres 1, 8S, 102, 323). 
**) Opuscules math. 1, Paris 1761, 8. 70; 4, 1768, 8. 133. 
+) Oeuvres 1, 8. 328: »je ne crois pas qu’aucun géométre vouliit admettre cette 
conclusion<. +t) Mem. soc. ital. 2, 1784, S. 424. 
+++) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788, 8. 36. 
; *+) Paris hist. 8, an 9, 8. 1 (vom an 6; nicht in den oeuvres). Der Bericht 
schlieBt mit der Erklirung, die Aufnahme der Abhandlung Callets in die mém. prés. 
par divers savants sei zuliissig, doch ist sie nicht erfolgt; Callet war schon 1798 
gestorben. — Lagrange gibt iibrigens bei dieser Gelegenheit den ersten allgemeinen 
Beweis fiir D. Bernoullis Behauptung, daB seine Auffassung dieselben Resultate er- 
gebe, wie die Eulersche: unter der Bedingung (15) ist 


Sorter teat 
1—r? 
ersetzt man r durch 1/2, erweitert mit 2” und wendet dann zur Bestimmung des Grenz- 
werts die de l'Hépitalsche Regel an, so erhilt man das Resultat sogleich in der ge- 


wiinschten Form. — Weniger einfach bei J. Fr. Raabe, J. f. Math. 15, 1836, 8. 356, 358; 
Differenzial- und Integralrechnung 1, Ziirich 1889, 8.313. Vgl. auch S. 192, Anm. +). 
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die Glieder, deren Koeffizient Null ist, nicht weglasse, sondern bestiindig 
mitfiihre, erhalte man auch fiir r= 1 mit jedem Wertepaare m, m eine 
andere Reihe; das miisse man also tun, wenn man mit derartigen Reihen 
rechnen wolle*). Im iibrigen spricht er jetzt auch seine Zustimmung 
zu Callets Auffassung aus, daB die Summe einer solchen Reihe an und 
fir sich ,un nombre vague et absolument indéterminé“ sei**). 

5. Fiir die prinzipielle Verwerfung alles Rechnens mit divergenten 
Reihen haben sich erst die franzésischen Mathematiker der nachsten Gene- 
ration A. Cauchy***) und Poinsot}), und mit ihnen N. H. Abel}}) aus- 


*) Dieselbe Auseinandersetzung, ohne daB Lagrange genannt wird, auch bei 
8. D. Poisson, j. éc. polyt., cah. 19, 1823, S. 428. 

*) S. 10: ,,les géométres doivent savoir gré au cit. Callet d’avoir appelé leur 
attention sur l’espéce de paradoxe que présentent les séries dont il s’agit et d’avoir 
cherché a les prémunir contre l’application des raisonnements métaphysiques aux 
questions qui, n’étant que de pure analyse, ne peuvent é@tre décidées que par les 
premiers principes et les régles fondamentales du calcul". 

**) Cauchy spricht sein Bekenntnis in der Vorrede seiner Analyse algébrique 
(Paris 1821; oeuvres (2) 3, 8. Il) folgenderma8en aus: ,,quant aux méthodes, j’ai cherché 
a leur donner toute la rigueur qu’on exige en géométrie, de maniére & ne jamais 
recourir aux raisons tirées de la généralité de l'algébre. Les raisons de cette espice, 
quoique assez communément admises, surtout dans le passage des séries convergentes 
aux séries divergentes ... ne peuvent étre considérées, ce me semble, que comme des 
inductions propres & faire pressentir quelque fois la vérité ... On doit méme observer 
qu’elles tendent a faire attribuer aux formules algébriques une étendue indéfinie, tandis 
que... la plupart de ces formules subsistent uniquement sous certaines conditions ... 
En déterminant ces conditions... je fais disparaitre toute incertitude ... Il est vrai 
que, pour rester ... fidéle & ces principes, je me suis vu forcer d’admettre plusieurs 
propositions qui paraitront peut-étre un peu dures au premier abord. Par exemple 
j’énonce qu’une série divergente n’a pas de somme“. — Ubrigens hat Cauchy selbst 
sich wenigstens in seinen friiheren eigenen, der Erweiterung, nicht der Vertiefung der 
Wissenschaft gewidmeten Untersuchungen des Rechnens mit divergenten, bezw. semi- 
konvergenten Reihen ungescheut bedient; so namentlich in den seiner Preisschrift 
von 1815 iiber Wasserwellen beim Druck angehiingten Noten (Paris savants étr. 1, 
1827; oeuvres (1) 1, z. B. S. 238, 277, 286), aber auch noch bei seinem ersten Versuch, 
die Entwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion in eine trigonometrische Reihe zu 
beweisen (Paris mém. 6, 1827; oeuvres (1) 2, 8.12). Fourier selbst rechnet iibrigens 
unbedenklich mit divergenten Reihen an mehreren Stellen seiner théorie de la chaleur, 
Paris 1822 (oeuvres 1, S. 157, 204). 

+) Vgl. die (der gleich nachher erwihnten Diskussion angehérende) Schrift 
recherches sur l’analyse des sections angulaires, Paris 1826, 8. 70: ,,si l’on veut que 
la série soit toujours convergente (ce qui est nécessaire 4 son exactitude)“. 

+t) J. f. Math. 1, 1826 (oeuvres 1, 8.219). Vgl. auch die Briefe an Holmboe und 
an Hansteen aus demselben Jahre, oeuvres 2, S. 256, 263. Der erste dieser Briefe 
zeigt, daB auch bei Abel die erwahnte Diskussion eingewirkt hat; in dem zweiten 
fragt Abel, warum das iibliche Verfahren so selten auf Paradoxa gefiihrt habe, .und 
gibt als seine Antwort: weil man fast nur Funktionen untersucht habe, die ,,sich 
dureh Potenzen ausdriicken lassen“. 
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gesprochen. Entscheidenden Einflu8 auf ihre Stellungnahme scheint die 
groBe, in der Zeit von 1811—1835 gefiihrte Diskussion tiber die bei der 
Entwickelung der Potenzen von cos z und sin x nach den Funktionen der 
Vielfachen von x auftretenden Paradoxa ausgeiibt zu haben*), auf deren 
ausfiihrliche Darstellung wir nicht eingehen kénnen, deren wesentlichen 
AbschluB iibrigens Abels Untersuchung der Binomialreihe und insbesondere 
ihres Verhaltens auf dem Konvergenzkreis bildet, durch die zum ersten 
Male fiir Reihen wie (9) und (10) die Giltigkeitsgrenzen aufgestellt und 
dadurch wenigstens auf diesem Gebiete die rein formale Auffassung als 
unzulainglich nachgewiesen war. 

Man pflegt gewéhnlich in diesem Zusammenhange auch C. F. GauB 
za nennen. So gewiB es nun ist, daB GauB an der Herauffiihrung einer 
ykritischen* Periode der Mathematik hervorragenden Anteil hat, so hat er 
doch gerade in der Frage nach der Zulissigkeit der Benutzung divergenter 
Reihen eine unzweideutige dffentliche Stellungnahme vermieden**). In der 
Tat hatte er zu viel Interesse fiir die numerische Durcharbeitung konkreter 
Probleme, als daB er z. B. die Verwendung der Stirlingschen semikon- 
vergenten Entwicklung der Gammafunktion hatte perhorreszieren kénnen. 
Er hat auch zweimal***) die Frage nach einer Begriindung der Zulissig- 
keit derartiger Reihen aufgeworfen, das zweite Mal auch, allerdings nur 
mit einem ,,forsan“, ihre Beantwortung in Aussicht gestellt. Die Kon- 
vergenzuntersuchung der hypergeometrischen Reihe leitet er mit der Wen- 
dung ein ,,in gratiam eorum qui methodis rigorosis antiquorum geometrarum 
favent“, ohne ein Wort dariiber, wie weit er sich selbst zu diesen rechnet+); 
die Untersuchung des Verhaltens der Reihe auf dem Konvergenzkreis, die 
man nach der Einleitung}}) erwarten sollte, die ihn aber genétigt hitte, 
zu der Frage der oszillierenden trigonometrischen Reihen Stellung zu 


*) Einen direkten Nachweis fiir diese Meinung kann ich nicht erbringen, aber 
die gesamte Situation scheint mir dafiir zu sprechen. Der Eindruck dieser Diskussion 
auf die Zeitgenossen spricht sich iibrigens auch in einer Rezension Kummers (der 
selbst an ihren Nachkliingen noch teilgenommen hat) von dem 1. Teil von M. Ohms 
Geist der mathematischen Analysis (Berlin 1842) aus, den dieser dann in der Vor- 
rede zum 2. Teil (Erlangen 1846, 8. XIV) abdruckt; Kummer vermutet, dafS Ohm 
durch diese Diskussion zu seinen fundamentalen Anschauungen gekommen sei, was 
Ohm allerdings mit Entschiedenheit ablehnt, da er schon geraume Zeit vorher in 
ihrem Besitze gewesen sei. 

**) Man miiBte denn die Wendung in der Selbstanzeige von 1812 dafiir nehmen 
wollen: ,,die erstere Erzeugung macht, ihrer Natur nach, die Einschriinkung auf die 
Fille notwendig, wo die Reihe konvergiert* (Werke 38, S. 198). 

***) 1799 in der Dissertation und 1811 in der Abhandlung iiber die hypergeome- 
trische Reihe, Werke 3, 8. 10, 152. 

+) Ib. 8. 189. 

+7) Ib. S. 126. 
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nehmen, unterlaBt er. Auch verwendet er im weiteren Verlauf der Ab- 
handlung*) ohne weiteres die Entwicklung von log (2 — 2 cos z) nach 
den Kosinus der Vielfachen von z, obwohl deren Konvergenz damals weder 
bereits bewiesen war, noch mit den der (Offentlichkeit bekannten Kriterien 
bewiesen werden konnte. Was endlich seinen eigenen, vor kurzem erst 
aus dem NachlaB, aber in einem offenbar bereits fiir den Druck fertig 
gestellten Abschnitt seiner astronomischen Stérungsuntersuchungen ver- 
dffentlichten Beweis der Entwickelbarkeit einer beliebigen Funktion in eine 
trigonometrische Reihe**) betrifft, so unterscheidet er sich von dem gleich 
zu besprechenden Poissonschen nur durch iibersichtlichere Darstellung 
und eine kleine die prinzipielle Frage nicht beriihrende Vereinfachung. 

Insofern ist es also doch nicht ganz grotesk, wenn M. Ohm***) fragt: 
»woher kann Hr. Kummer wissen, ob nicht z. B. GauB selbst diese Ohm- 
sche Richtung hat, oder doch bekommen wiirde, wenn derselbe mit den 
Grundlagen der Analysis sich einmal ernstlich befassen wollte?“. 

6. Eine eigentiimliche Stellung nimmt 8. D. Poisson den divergenten 
Reihen gegeniiber ein. Prinzipiell verwirft er sie durchaus}) und gibt 
auch Beispiele dafiir, daB das Rechnen mit ihnen zu falschen Resultaten fiihren 
kann}7); aber tatsiichlich macht er doch von ihnen, namentlich bei seinen 


*) Ib. S. 156. 

*) Ib. 8, S. 470. Der betr. Entwurf bricht damit ab; sollte Gau8 nachtriglich 
doch nicht damit zufrieden gewesen und dieser Umstand ihm den AbschluB seiner 
Stérungsrechnungen verleidet haben? 

“*) Der Geist der math. Analysis, 2, Erlangen 1846, 8. VIII. 

+) J. éc. polyt., cah. 19, 1823, 8. 484, S. 501; an letzterer Stelle ausdriicklich 
auch fiir Funktionen-, nicht bloB fiir Zahlenreihen. 

+t) Die meisten seiner Beispiele machen allerdings von uneigentlichen Integra- 
tionen Gebrauch, so daS nachher die falschen Resultate diesen, nicht den divergenten 
Reihen zugeschoben werden konnten. Dagegen ist vollkommen beweisend das fol- 
gende Beispiel (S. 503): in dem Integral 

+1- 


SJ (a—s024 291 — 2624 2° \-tae 
-1 


kann unter dem Integralzeichen zwar sowohl nach positiven als nach negativen Po- 
tenzen sowohl von a als von b entwickelt werden, sodaB man vier verschiedene 
Entwicklungen erhilt; aber den richtigen Wert des Integrals gibt jedesmal nur die- 
jenige Schlu8formel, die nicht nur selbst konvergiert, sondern bei deren Ableitung 
auch die zur Zwischenrechnung benutzten Reihen konvergent waren. Wenn G. Peacock, 
Brit. assoc. rep. 3, f. 1838, 8. 281 dazu bemerkt: man kénne in jedem einzelnen Fall 
auch direkt finden, welches der richtige Wert sei; und da jede der vier Entwick- 
lungen in bestimmten Fallen den richtigen Wert gebe, so seien alle vier zulissig, so 
tibersieht er dabei gerade den Punkt, auf den es ankommt: da nimlich in jedem 


Falle nur gerade die in diesem Falle konvergenten Entwicklungen benutzt werden 
diirfen. 
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Untersuchungen tiber die Darstellung willktirlicher Funktionen durch Kreis- 
und Kugelfunktionenreihen, ausgedehnten Gebrauch. Wenn es sich dort 
eigentlich darum handeln wiirde, die Giiltigkeit einer Gleichung der Form 


(22!) > =8 


nachzuweisen, so setzt Poisson*) an deren Stelle die Gleichung 


(23) lim a,r= 8S 

r=1 n=0 
und kommt so dazu, nicht nur die Frage nach der Konvergenz der eigent- 
lich zu untersuchenden Reihe (22) ganz beiseite zu lassen, sondern auch 
tatsichlich divergenten Reihen, u. a. den Reihen (8), die durch diese Auf- 
fassung — die iibrigens, wie man erkennt, im Prinzip mit der Eulerschen 


. tibereinkommt — bedingten Werte zuzuschreiben*™). 


In der sich an die Untersuchungen Poissons tiber Kugelfunktionen- 
reihen ankniipfenden Diskussion — die merkwiirdigerweise frither einsetzte, 
als die tiber die doch eigentlich einfacheren trigonometrischen Reihen — 
ist tibrigens' alsbald schon von J. Ivory***), dann von einem das Pseu- 
donym Disjota gebrauchenden Autor}) darauf bingewiesen worden, daB 
man aus der Gleichung (23) jedenfalls nur dann auf (22) schlieBen kénne, 
wenn die Konvergenz der letzteren Reihe bereits bekannt sei. Dem- 
gegeniiber meint ein sich Procul nennender Autor}}), die Benutzung 
divergenter Reihen sei zulissig, wenn man sich ihrer nur als Durchgang 
bediene, um zu konvergenten zu gelangen. 

Auch spater sind Poissons Auffassungen noch von einzelnen Mathe- 
matikern geteilt worden. G. Plana bekennt sich noch in spiteren Jahren 
ausdriicklich zu ihnen}}}) und rechnet demgemiB ohne Skrupel mit diver- 


*) So zuerst j. éc. polyt., cah. 18, 1820, S. 422, spiiter oft, zuletzt noch théorie 
de la chaleur, Paris 1835, 8. 187. 


**) So benutzt er z. B. j. éc. polyt., cah. 19, 1828, S. 409 die Reihe (8) und 
noch traité de mécanique, 2™° éd., 1, Paris 1833, S. 689 behauptet er, die Reihe 
sin x — sin 82+ sin 6& — + — 
stelle eine Funktion dar, die im Intervall (0...) tiberall null, nur bei z= — un- 
endlich sei. 
***) Phil. mag. (1) 67, 1826, 8. 35; (2) 2, 1827, S. 18. 
+) Ib. (8) 9, 1886, 8, 85. 
+t) Ib. 25, 1844, 8. 338, 
+++) Torino mem. (2) 14, 1854, 8. 40 (von 1851). 
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genten trigonometrischen und anderen Reihen*). In der physikalischen 
Literatur**) finden sie sich noch viel spiiter, so z. B. bei Thomson und 
Tait***) und bei Helmholtz‘). 

7. Zweifellos unhaltbare Resultate, bei denen die Schuld nicht auf 
andere Operationen von strittiger Zulissigkeit geschoben werden konnte, 
haben sich zuerst bei der Anwendung der ,,Methode der Trennung der 
Operations- und Quantitiitssymbole“ auf divergente Reihen ergeben; doch 
hat das zuniichst keinen Einflu8 auf die allgemeine Entwicklung der Vor- 
stellangen von solchen Reihen ausgetibt, wohl weil jene Methode zunichst 
auf einen kleinen Kreis von Anhingern beschriinkt blieb, die sich ihrer- 
seits wieder um die tibrige Mathematik nicht viel kiimmerten. Schon 
J. F. Frangais}}+) war, indem er in der Entwicklung 
(24) * q@=—sina —< sin 3a +, -sinde—+—--- 
die Variabele ai durch das Differentiationssymbol ¢ ersetzte und dann 
die symbolische Form des Taylorschen Satzes 


p(x) = o(z + 1) 
anwandte, zu der Behauptung gefiihrt worden, es sei allgemein: 


+ —) (—1)" 


(25!) 59 @)— D> ang ans (9@ + 2n—1)—p@—2n+1)} 


*) Torino mem, 2 (14), 1854, 8. 53; ebenso 16, 1857, S. 98 ff. (von 1854)..An der leiz- 
teren Stelle hat er auch die Gleichungen S'+ m*’ = 0; er glaubt sie auf anderem Wege 


m 
als Euler erhalten zu haben, doch weist A. Genocchi (ann. sci. mat. 8, 1857, 8. 405), 
darauf hin, daf auch Planas Ableitung sich an einer andern Stelle bei Euler findet. 
Genocchi protestiert iibrigens gegen den Gebrauch divergenter Reihen. 

*) Fiir die mathematische Physik, fiir die es sich doch immer nur um Inter- 
polationsformeln handeln kann, ist die Frage ja gegenstandslos, wie F. Klein immer 
wieder hervorgehoben hat. Aber auch fiir die Lisung der aus den physikalischen 
Fragestellungen entsprungenen abstrakt mathematischen Randwertaufgaben ist, wie 
schon Poisson selbst in einzelnen Fillen gesehen und neuerdings A. Sommerfeld (Diss. 
Kénigsberg 1891) im Zusammenhange dargelegt hat, die Gleichung (22) nicht immer 
erforderlich und geniigt hiufig die Gleichung (23); so z.B. fiir die aus der Lehre 
von der Leitung der Wiirme oder der Elektrizitiit stammenden — aber nicht fiir die 
an das Problem der Saitenschwingungen ankniipfenden. 

***) Treatise on natural philosophy, 1, Cambridge 1896, 8S. 57, 200. 

+) Vorlesungen iiber Akustik, Leipz. 1898, 8S. 113; tiber Wirmelehre, Leipz. 
1903, S. 96. Helmholtz ergiinzt allerdings den Poissonschen Beweis durch einen 
Nachweis der Konvergenz der Reihe (22), fiir den Fall, daB die zu entwickelnde 
Funktion differentiierbar ist. 

++) Gergonne ann. 3, 1812, S. 252. — Man kinnte hier allerdings noch ein- 
wenden, daf ein unzulissiger Ubergang vom reellen zum imaginiren gemacht wird. 
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also z. B. auch: 
n 1 1 1 1 1 
(26!) "a3 "9-3 t tet 


Daran anschlieBend hat spiter D. F. Gregory*) die Aufgabe gestellt, aus 
den Gleichungen (8) und (10) die allgemeinen Formeln 


QM) p@) = D1)" (p+ 2) + oe —)} 
(28!) g'(2)= Sw" (gw +n) — o(e—»)} 


abzuleiten. DaB derartige Resultate nicht allgemein richtig sein kénnen, 
scheint zuerst A. de Morgan bemerkt zu haben. Indem er die auch sonst 
éfters als einfache Konsequenz des formalen Rechnens mit divergenten 
Reihen sich findende Behauptung, es sei allgemein 


+00 


(291) >"=0 


auf das durch die Gleichung Eg (x) = g(x +1) definierte Operationssymbol 
anwendet, und dann an einer willkiirlichen Funktion g operiert, kommt 
er zu dem Resultate**), es miisse allgemein fiir jede Funktion 


(30!) > v(a+n)=0 


sein. Zu demselben Ergebnis kommt er dann noch durch einen andern 
Schlu8: wenn zwischen zwei Funktionen identisch die Beziehung besteht: 


(31) v(2) = 9(x) + ¥(@ + 1), 

so muB auch die folgende bestehen: 

(32) v(2) = — p@—1) + ¥@—1). 

Die erste gibt durch sukzessive Approximation: 

(33!) ¥(@) = (2) + 9@+1)+9@+2)++--: 
die zweite: 


(4) v(z)—- 9(@- 1) — p(@—2)— g(@-8)-—--- 
beide zusammen also wieder die Gleichung (30). DaB diese sicher nicht 
*) Examples of the processes of diff. and integr. calc., Cambr. 1841; in der 


mir allein zugiinglichen 2., von W. Walton besorgten Ausgabe von 1846, S. 247. 
**) Cambr. trans. 8,, 1844, S. 198. 
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allgemein richtig ist, zeigt er an Beispielen wie g(x) = (1 + 2*)-**), 
kann sich aber nicht dazu entschlieBen, die Ursache des Widerspruchs in 
der Divergenz der gebrauchten Reihen zu finden, sondern redet in ziemlich 
unklarer Weise von ,,Diskontinuititen“**) und meint schlieBlich, in solchen 
Fallen sei ,,the principle of permanence erroneous“. 

8. Andererseits hat man ebenfalls schon friihzeitig Reihen bemerkt, 
die in verschiedenen Konvergenzbereichen Stiicke verschiedener einfacher 
(rationaler) Funktionen vorstellen. So hat schon R. Murphy aus dem 
(tibrigens bekanntlich nur cum grano salis richtigen) Satze, dab die 
Lagrangesche Umkehrungsformel die absolut kleinste Wurzel der aufzu- 
lésenden Gleichung liefert, den SchluB gezogen***), daB die Reihe 


1-3-5.---(2n — 8) 23-1." B” 
say DQ tice Ga) (+p? 








die kleinere der beiden Gréfen «, 6 darstellt; er hat dann auch fir « 
und # rationale Funktionen einer Variabeln substituiert und so u. a. den 
Satz erhalten}), daB die Reihe: 


(96) FA-—s)-F 70 —of + Gl —-a-+—- 





die kleinere der beiden Funktionen 1 — zx und 1 + 2 darstellt. 
Auf anderem Wege erhilt A. de Morgan Reihen dieser Art, niamlich 
ausgehend von Untersuchungen iiber Funktionalgleichungen der Form: 


(37) p (x) = w(x) + v(x) 9’ (a@)) 
(in der a, u,v gegebene, m die gesuchte Funktion bedeuten); er findet so}+): 


*) Seine Rechnungen zur Bestimmung der Summen derartiger Reihen sind 
nicht einwandfrei; daBS diese Summen auf dem Kontinent lingst bekannt waren, 
scheint ihm entgangen zu sein. — Zu der zweiten Ableitung der Gleichung (30) ist 
zu bemerken, daB die Reihen (38) und (34), wenn sie auch beide konvergieren, immer 
noch zwei verschiedene Lisungen der Funktionalgleichung (31) vorstellen kénnen. 

**) Er scheint das Wort im alten Sinn zu gebrauchen, fiir Stellen, an denen 
die Funktion den Ausdruck wechselt. Die Summation der genannten Reihen war 
ihm nur mit Hilfe von Integalformeln wie 


1 to 
wan fe sin 0 av 
0 


gelungen. 


***) Cambr. trans. 4,, 1833, 8. 375. +) S. 383. 

++) In der ersten Form Cambr. trans. 6, , 1836, 8. 190; in der zweiten differential 
and integral calculus, Lond. 1836/42 (heftweise als Bestandteil der ,,library of useful 
knowledge“ erschienen), 8. 229. 
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a? 











rfatipe ipa tipe ips pet" 
(88) 2 fir |x| <1, 
=2(1—2? 
=z2( i tat get |= 7 f \2|>1, 
und*); 
1 
0 So3e @=n ery Mr lal>1, 
= n+1,\~ 
Att a"a) (1 +a"t*2) ‘ka Wert 


(l1—a) (+1) ” 
0. Schlémilch**) geht von der Bemerkung aus, dab die Funktion 
2 
(40) vo Ty, 
sich nicht andert, wenn man x mit = vertauscht, daB man aber auch 
Funktionen, die diese Eigenschaft nicht haben, nach Potenzen dieses z 


mit positiven ganzzahligen Exponenten entwickeln kénne, z. B. gleich die 
Funktion 


(41) z= —(1—-V1—#) 
selbst. Das gibt dann 


1-1-3-5- -Qn—9) x \in+1 
(42) D 1-2.3-4..- w (Fa) " 


x fir |x| <1, 
1 
a” \jz|>1 


Er hebt hervor, daB dadurch die Nichtigkeit der sog. syntaktischen Auf- 
fassung vollstindig dargetan sei. In einem noch spiteren Aufsatz***) 
zeigt er, daB ganz ihnliche Verhiltnisse allemal dann eintreten, wenn 
man eine Funktion f(r) nach Potenzen einer andern g(x) entwickeln 
will, und wenn dabei zu zwei Werten von 2, zu denen derselbe Wert 
von g(x) gehért, nicht auch derselbe Wert von f(x) gehért — was dann 
sachlich, wenn auch nicht in der Form der Darstellung, mit der Auf- 
fassung von Murphy+) itibereinkommt. Als Beispiel nennt er die Ent- 
wicklung von e nach Potenzen von sin z. 

9. Doch kehren wir noch einmal zum Anfang des 19. Jahrhunderts 
zuriick. In Frankreich ist seit Cauchy die Verwerfung alles Rechnens 
mit divergenten Reihen nicht mehr ernstlich in Frage gestellt worden; 
neben Cauchys alles tiberragender Persénlichkeit mag die allgemeine Ab- 
neigung der damaligen franzésischen Mathematiker gegen unfruchtbar 





*) Cambr. trans. 6, 8. 191. 
*™) Arch. Math. Phys. 10, 1847, 8. 45. 
***) Ib. 14. 1850, S. 146. +) Cambr. trans. 4,, 1833, 8. 375. 
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erscheinende Diskussionen prinzipieller Fragen dazu beigetragen haben. 
Anders in England und in Deutschland. In England fand die Behaup- 
tung von der Zulassigkeit divergenter Reihen eine neue Stiitze an der 
von der sog. neueren Cambridger Schule zu Beginn des 19. Jahrhunderts 
entwickelten Anschauung, daB die Algebra iiberhaupt nichts anderes sei, 
als die Lehre von den Folgerungen, die aus bestimmten als fundamental 
angenommenen Verkniipfungsgesetzen gezogen werden kénnes, wobei man 
sich gar nicht darum zu kiimmern brauche, ob den Operationen und 
ihren ,,Tragern“ irgend welche konkrete Bedeutung zukomme. Es wird 
also den arithmetischen Zeichen eine erweiterte Bedeutung beigelegt; und 
ganz dieser Auffassung entsprechend setzt schon R. Woodhouse gleich 
za Beginn seines in dieser Beziehung bahnbrechenden Werkes*) aus- 
einander: in der Gleichung: 


(43) opt ltrtr te ttt 


habe das Gleichheitszeichen eine erweiterte Bedeutung (,a more extended 
signification“), nicht die numerischer Gleichheit; es diene nur dazu, den 
zu entwickelnden Ausdruck mit dem Resultat einer an ihm vorzunehmen- 
den Operation zu verbinden, und es sei Sache der Bequemlichkeit, daB 
man dafiir kein eigenes neues Zeichen einfiihre, sondern das bereits ge- 
wohnte weiter benutze. Das Bediirfnis nach einem Beweise dafiir, daB 
bei derartigen Erweiterungen der Bedeutung eines Zeichens die fiir seine 
urspriingliche Bedeutung geltenden Gesetze bestehen bleiben, empfindet er 
wohl bei andern Gelegenheiten (wenn er es auch nicht immer befriedigt); 
gerade hier aber gar nicht**). Demgemi8 behauptet er wiederholt***) ohne 
weiteres, daB eine solche Gleichung richtig sei, gleichgiiltig, ob die in 
ihr auftretende Reihe konvergiere oder divergiere. Er meint}): wenn 
viele Mathematiker divergente Reihen fiir falsch hielten, so liege das wohl 
daran, daB man Konvergenz voraussetzen miisse, wenn man z. B. die 
Binomialreihe mit Hilfe der Fluxionsrechnung ableiten wolle. 

In schirferer Formulieruang und ausfiihrlicherer Darstellung erscheint 
dieselbe Auffassung in G. Peacocks ,report on the recent progress and 
present state of certain branches of analysis“}7), der tibrigens weniger 


*) The principles of analytical calculation, Cambridge 1803, 8. 3. 

**) DaB derartige Beweise fiir diese Auffassung der Algebra unerliBlich sind, 
scheint in England zuerst Ph. Kelland mit Nachdruck hervorgehoben zu haben, 
»lectures on the principles of demonstrative mathematics“ (eine in vieler Beziehung, 
namentlich auch fiir die Axiomatik der Geometrie, interessante Schrift), Edinb. 1843, 
8. 110, 112, 115, 118. 

***) Principles, S. 13, 153. 

+) 8. 212. +t) Brit. assoc. rep. 3, f. 1833, S. 189. 
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einen historischen Bericht als eine Art von Dogmatik dieser Schule vor- 
stellt. Er unterscheidet ,arithmetical“ und ,symbolical“ algebra; unter 
der ersteren versteht er die allgemeine Formulierung der fiir das Rechnen 
mit ganzen Zahlen geltenden Gesetze, die Voraussetzungen der letzteren 
formuliert er selbst folgendermafen*): 

»l. the symbols are unlimited, both in value and in representation; 

2. the operations upon them, whatever they may be, are possible in 
all cases; 

3. the laws of combination of the symbols are of such a kind as to 
coincide universally with those in arithmetical algebra when the sym- 
bols are arithmetical quantities, and when the operations to which they 
are subject are called by the same names as in arithmetical algebra.“ 

Seine Fragestellung ist also durchaus dieselbe wie die moderner 
Axiomatiker; aber er glaubt nun sofort das ,principle of the permanence 
of equivalent forms“ als eine unmittelbare Folge seiner Voraussetzungen 
ansehen zu kénnen, d. h. den Doppelsatz**): 

»Whatever form is algebraically equivalent to another when expressed 
in general symbols, must continue to be equivalent, whatever those sym- 
bols denote; 

whatever equivalent form is discoverable in arithmetical algebra con- 
sidered as the science of suggestion, when the symbols are general in their 
form, though specific in their value, will continue to be an equivalent form 
when the symbols are general in their nature as well as in their form.“ 

Natiirlich miBte man bei dem ersten Satze hinzufiigen: vorausgesetzt, 
daB die Symbole Dinge und Operationen bezeichnen, fiir welche die an- 
genommenen Grundgesetze wirklich gelten***); und bei dem zweiten, dab 
nur soleche Gesetze der Arithmetik tibertragen werden kénnen, die wirk- 
lich eine Folge der allgemeinen fundamentalen Gesetze sind und nicht 
etwa nur durch spezielle (zahlentheoretische) Eigenschaften der ganzen 
Zahlen als solcher bedingt sind+). 


*) 8S. 206; in weniger priiziser Formulierung schon §. 195. 

**) S. 198. Kelland (S. 184 ™)), 8S. 122 zitiert beinahe wértlich dieselbe Fassung 
aus Peacocks Algebra (S. 104), die ich nicht gesehen habe. 

***) Auf welche Schwierigkeiten die rein formale Auffassung der Operations- 
zeichen fiihrt, sobald man sie nicht mehr als eindeutig definiert ansehen kann, zeigt 
sehr deutlich die Note 8S. 347, in der sich Peacock gegeniiber einem von Clausen 
vorgelegten Parodoxon nicht zu helfen weiB, wihrend es sich doch nur darum handelt, 
daB auf die Vieldeutigkeit einer Potenz mit komplexem Exponenten nicht geachtet 
ist. Er sieht sich zu dem Zugestiindnis gendtigt: ,,that these difficulties are of a 
very serious nature, and are in every way deserving of a more careful examination 
and analysis than they have hitherto received.“ 

+) Das meint er wohl mit der Klausel ,,when the symbols are general in their 
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Diese Prinzipien nimmt er nun auch fiir das Rechnen mit divergenten 
Reihen in Anspruch*). Er meint: Fir r<1 kénne man vollstindige 
arithmetische Gleichheit zwischen den beiden Seiten der Gleichung (43) 
annehmen; fiir r =1 erhalte man links 1/0, rechts eine unendliche Folge 
von Einheiten, also kénne man beide Seiten korrekt durch das Zeichen 
co darstellen; fiir r > 1 habe man links etwas negatives, rechts eine un- 
endliche Folge bestindig zunehmender Glieder, also das, was die ilteren 
Analysten ein ,plus quam infinitum“ genannt hiitten. Das bedeute zu- 
niichst nichts weiter, als daB man in diesem Falle die links stehende 
GréBe nicht in der angenommenen Form darstellen kénne. Dem Ein- 
wand, dab die Taylorsche Entwicklung einer Funktion fiir die Umgebung 
singulirer Stellen nicht méglich sei, sucht er dadurch zu begegnen, dab 
er in ihre allgemeine Form, unter Zuhilfenahme von Differentiationen zu 
beliebigem Index, Glieder aufnimmt, die nur an diesen Stellen endlich und 
von Null verschienen sind.**) Auch wei er wohl, dab in der Reihe: 


(44) sins — + sin 2a +—sin3a—+—---—<+ka 


die ganze Zahl k fiir verschiedene Intervalle verschiedene Werte be- 
kommen muf***); hier hilft er sich mit der Erklairungyt): ,,Equi- 
valent forms may be considered as permanent within the limits of conti- 
nuity* und mit der Einfiihrung eines Symbols, das 0 oder 1 bedeutet, je 
nachdem die Variable einem bestimmten Intervall angehért oder nicht. 
Nach diesen speziellen Erérterungen wendet er ‘sich zu einer prin- 
zipiellen Diskussion der Frage nach der Zulissigkeit divergenter Reihen; 
er meint}}): ,lf the operations of algebra be considered as general, and 
the symbols which are subject to them as unlimited in value, it will be im- 


form“. — Es entgeht ihm selbstverstindlich nicht, daB es Formeln gibt, die nur fir 
ganzzahlige Werte eines in ihnen auftretenden Symbols richtig sind (8S. 207 fihrt er 
selbst die Gleichung cos (2ka + x) = cosz als Beispiel an); da aber in verschie- 
denen Fallen (Gammafunktionen, Differentiation zu beliebigem Index) die zuerst un- 
mdglich scheinende Ausdehnung der Definition auf beliebige Zahlwerte doch gelingt, 
so scheint er annehmen zu wollen, daB die weitere Entwicklung der Wissenschaft 
ahnliches auch in noch unzuginglichen Fallen lehren werde, lehnt aber ein niheres 
Eingehen als augenbiicklich zu weit fiihrend ab (S. 224). 

*) 8. 205; ausfiihrlicher S. 239. 

**) S. 245. e*) S. 253. 

+) 8. 261. Wenn solche ,limits of continuity“: doch in jedem einzelnen Fall 
erst bestimmt werden miissen, schwindet freilich der ganze Vorteil der angeblichen 
Allgemeinheit der symbolical algebra; dass er das nicht selbst empfunden hat, ist 
wohl nur so zu erkliren, daB er sich eben doch im wesentlichen nur mit algebrai- 
schen Funktionen beschiftigt. 

++) 8. 267. 
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possible to avoid the formation of divergent as well as convergent series; 
and if such series be considered as the results of operations which are 
definable, apart from the series themselves, then it will not be very 
important to enter into such an examination of the relation of 
the arithmetical values of the successive terms as may be neces- 
sary to ascertain their convergency or divergency; for under such 
circumstances, they must be considered as equivalent forms repre- 
senting their generating function, and as possessing, for the purposes 
of such operations, equivalent properties.“ Man erkennt unschwer 
den hier vorliegenden Trugschlu8: daB man eine Reihe als eine zu der 
Funktion, aus deren Entwicklung sie entstanden ist, aequivalente Form 
ansieht, wiirde nur dann durch das Permanenzprinzip, auch bei Peacocks 
Auffassung desselben, gerechtfertigt werden kénnen, wenn die entsprechende 
Betrachtung vorher fiir die ,arithmetische“ Algebra als zulissig nachge- 
wiesen, d. h. wenn dort gezeigt worden wire, daB die Gesetze der Addi- 
tion, Multiplikation usw. auch fiir Summen aus unendlich vielen Gliedern 
gelten; was aber dort eben nur fiir konvergente Reihen méglich ist. Die 
weitere Durchfiihrung nétigt ibn auch zu so seltsamen Ausfliichten — 
man kann es nicht anders nennen — wie die, dab (a — b)? und (b — a)? 
nicht ,algebraically“ identisch seien*). Er behauptet, durch Induktion 
lasse sich die Richtigkeit der Tatsache erkennen**): wenn die Divergenz 
einer Reihe durch ,a change in the constitution of the generating func- 
tion® [er meint wohl eine Unstetigkeit] hervorgebracht sei, haben alle 
Glieder, bzw. Gliedergruppen dasselbe Vorzeichen und die ganze Reihe 
kann durch das Symbol oo dargestellt werden; andernfalls sind sie ab- 
wechselnd positiv und negativ. Er schlieBt mit der Erklirung***): ,,the 
attempt to exclude the use of divergent series in symbolical operations 
would necessarily impose a limit upon the universality of algebraic for- 
mulae and operations which is altogether contrary to the spirit of the 
science... It would necessarily lead to a great and embarrassing multi- 
plication of cases: it would deprive almost all algebraical operations of 
much of their certainty and simplicity“. 

10. Eine eigentiimliche Stellung den divergenten Reihen gegentiber 
nimmt A. de Morgan ein. Er ist keineswegs blosser Algorithmiker wie 
Peacock, sondern scharfsinnig und sachkundig genug, um die ihnen an- 
hingenden Schwierigkeiten wohl zu bemerken; aber er steht einerseits zu 
sehr unter dem Einflu8 der damals in England herrschenden Schule und 
hat andererseits zu viel — man méchte sagen, fsthetisches Gefiihl fir 
die Schénheit der mit ihrer Hilfe erhaltenen Resultate, als daB er sich 


*) S. 275. *) S. 276. *'*) §. 282. 
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leicht zu ihrer Verwerfung entschlieBen kénnte. Wesentlich bestimmend 
scheint fiir ihn das Motiv gewesen zu sein*): die Geschichte der Algebra 
zeige, dab es unverniinftig sei, eine naturgemiB sich ergebende Methode 
wegen einiger Fille, in welchen sie scheinbar zu widersinnigen Resultaten 
fiihre, zu verwerfen; wenn man diesen Grundsatz stets befolgt hiitte, wire 
man nie zur Einfiihrung negativer oder imaginirer GréBen gekommen. 
Im iibrigen unterscheidet auch er zwischen ,arithmetischer“ und ,alge- 
braischer“ Betrachtung einer Reihe**), meint aber***), auf andere als Potenz- 
reihen lieBen sich die Sitze der Algebra nicht anwenden. Die Entwick- 
lung (43) gewinnt er wie die schon Nr. 8 besprochenen durch sukzessive 
Approximation, ausgehend von der Gleichung y=1+ ry. Mit dem Falle 
r = 2 findet er sich durch die Erklirung ab: die Reihe 1 +2+4+++4--- 
gebe das Resultat des Versuchs, eine negative GréBe durch ein Verfahren 
darzustellen, das voraussetze, daB sie positiv sei. Ubrigens entgeht ihm 
auch nicht, daB die Entwicklung einer Funktion nach Potenzen mit posi- 
tiven und negativen Exponenten auf mehr als eine Weise méglich ist). 
Er meint}+): beim Einsetzen eines speziellen Argumentwerts in eine diver- 
gente Reihe kénne man allerdings einen Grenzwert bekommen und habe 
dann alle Vorsicht anzuwenden, die beim Operieren mit dem Zeichen oo 
tiberhaupt geboten sei; aber das sei keine den divergenten Reihen als 
solchen speziell anhaftende Schwierigkeit. Den fiir =O aus der Ent- 
wicklung (8) sich ergebenden Widerspruch will er durch den Hinweis 
darauf lésen, dab die Funktion (7) fiir r = 1 den Wert */, habe, nur nicht, 
wenn zugleich cos x = 1 sei}}+). 

Eine sich anschlieBende Abhandlung*+) will die Hauptfrage nach der 
Zulassigkeit oder Unzulissigkeit divergenter Reihen zunachst unentschieden 
lassen, aber jedenfalls zeigen, dab man alle nicht konvergenten Reihen, 
gleichgiiltig ob eigentlich divergent oder oszillierend, in derselben Weise 
behandeln miisse: man kénne nicht die einen zulassen und die andern ver- 
werfen. Wenn man einen Unterschied machen wolle, so kénne es nur 
der zwischen Reihen mit Gliedern desselben und solchen mit Gliedern 
abwechselnden Vorzeichens sein**+). Die letzteren kénne man immer in 





*) Diff. and. int. calc. (S. 182, Anm. +7)), 8.566; tihnlich Cambr. trans. 8,, 1844, S. 183: 
»the motto which I should adopt against a course which seems to me calculated to 
stop the progress of discovery would be contained in a word and a symbol—remember 
Y-—1." 

**) Diff. and int. cale., 8. 223. ***) S. 575. 

+) 8. 562. +t) S. 563. +++) 8. 607. 

*+) Cambr. trans. 8,, 1844, S. 182; Auszug phil. mag. (8) 26, 1845, 8. 610. Er 
meint: ,,the most determined rejector of all divergent series doubtless makes this 
use of them [als heuristisches Mittel] in his closet“. 

**+) S. 192, 197. 
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der Art von Poisson (S. 179 Anm.*)) als Grenzfille von Potenzreihen ansehen, 
indem man das Prinzip akzeptiere ,,whatever is true up to the limit is true at 
the limit. Nur miisse man hinzufiigen ,,if the limits be quantities.“ Die 
Behauptung freilich, daB der beim Abbrechen derartiger Reihen begangene 
Fehler immer kleiner sei, als das letzte beriicksichtigte Glied, kinne man 
nur fiir solehe Funktionen beweisen, deren Differentialquotienten in dem 
in Betracht kommenden Intervall ihr Vorzeichen nicht andern (mit Hilfe 
des Lagrangeschen Ausdrucks des Restglieds). Integration sei tbrigens 
eine ,arithmetische“, keine ,,algebraische“ Operation und diirfe auf diver- 
gente Reihen nicht ohne weiteres angewendet werden*); damit seien die 
meisten Beispiele zu entkriften, in denen deren Gebrauch auf falsche 
Resultate gefiihrt haben solle. Jedenfalls sei die Behauptung, jede diver- 
gente Reihe miisse iiberall da, wo sie auftrete, denselben Wert bedeuten, 
dann nicht zu halten, wenn man bestimmte Integration iiber ein unend- 
liches Intervall mit unter die zulissigen Operationen aufnehme**); z. B. sei: 


oo o v+l1 e 
(45!) [az -> [eae -—s D>? 
% v=0 $ o* 


das Integral links habe den Wert oo, die Reihe rechts stelle also in diesem 
Falle nicht wie sonst den Wert —1 dar. Ferner gebe die Integration 
der Entwicklung (7)***): 


. 2 e™ (1—r cos 2) 
(46!) 2 (8S 2r cos a+ r* as Se Tm, 
0 


1 . 
also wenn man r durch = ersetze und dann addiere: 


(47!) 1-24 Sete yrs, 


was sicher falsch sei. Danny): aus dem Satze, daf 


(48) J ee dt=+5 


0 


sei, je nachdem a positiv oder negativ, kénne eine Reihe mit derselben 
Eigenschaft abgeleitet werden. Fiir a = 0 erhalte man: 


(49!) 0-0+0—04-—4---=44%, 


*) S. 187. *) S. 188. **) S. 189. +) 8. 197. 
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also auch wieder einen Widerspruch, wenn man nicht das ,,Prinzip vom 
Mittelwert“ annehmen wolle, das exakt zu formulieren noch niemand ge- 
lungen sei. Hier gelte also das Prinzip: ,,what is true up to the limit. 
is true at the limit“ sicher nicht; man miisse es also entweder ganz 
fahren lassen, oder die Méglichkeit von Ausnahmen zulassen, die es 
wertlos machten. Auch zeigt er, dab fir k>1 


(50) lim (1 + deo") = CO 


n=1 


4 


ist*), und kniipft daran die Fragen: soll man also die Folgerung fallen 
lassen, dab z~1+2+4+--- die Lésung von z=1 + 22 ist? oder 
soll man annehmen, diese Gleichung trete hier als Grenzfall einer andern 
von héherem Grade auf, von der eine Wurzel ins unendliche geriickt sei? 
Solle man sagen: die Summe einer divergenten Reihe kann nur zwei 
Werte haben, entweder den ihr gewéhnlich zugeschriebenen oder den Wert 
unendlich? Er gibt ohne weiteres zu**), daB die ganze Theorie der tri- 
gonometrischen Reihen falle, wenn man ein einziges Beispiel anfihren 


kénne, in welchem 1—1+1—1--- nicht : bedeute. Ja er kommt 


schlieBlich sogar so weit, daB er selbst an der Sicherheit der Benutzung 
konvergenter Reihen zweifelt***): wenn man die Summe einer solchen 
noch nicht kenne, kénne man gar nicht wissen, ob sie tiberhaupt eine ,,kon- 
tinuierliche“ Funktion (S. 182 Anm.**)) vorstelle; auch nicht etwa schlieBen, 
daB die durch sie dargestellte Funktion da unendlich werden miisse, wo die 
Reihe aufhére zu konvergieren. Er erklirt ausdriicklich}): wenn man 
ihm ein einziges Beispiel bringe, in dem keine Integration vorkomme 
und in dem doch eine unendliche Reihe einen andern Wert bedeute, als 
den ihr gewéhnlich zugeschriebenen, so wiirde er sich gendétigt sehen, auf 
den Gebrauch divergenter Reihen iiberhaupt zu verzichten. Dann kénne 
man von diesem Verdammungsurteil aber auch die oszillierenden Reihen 
nicht ausnehmen; wer dann noch behaupten wolle, bei diesen kinne so 
etwas nicht vorkommen, miisse das erst beweisen}*}). 

SchlieBlich spricht er noch als ein ,durch Induktion gewonnenes 
Prinzip“ den ganz allgemeinen Satz aus}}7}): ,,das wirkliche analytische 
Aquivalent eines unbestimmten Ausdrucks ist das arithmetische Mittel 
aus seinen verschiedenen méglichen Werten“ und bestiitigt ihn durch 
eine Reihe von Beispielen verschiedenster Art; man miisse nur — fiigt 





*) 8 186. **) S$. 185. **) ib. +) 8. 187. 
+t) Wiirde ein Jurist diese eigentiimliche Verteilung der Beweislast ais gerecht- 
fertigt anerkennen? 


+H) 8. 191. 
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er hinzu — bei seiner Anwendung beachten, daB, wenn der Mittelwert 
durch M bezeichnet werde, M¢(x) keineswegs gleich g M(z) sei. 

11. Ein gleichzeitiger Aufsatz von J. R. Young*) erklart, es sei 
unmiglich, divergente Reihen ganz zu vermeiden; man miisse sie nur 
richtig verstehen. Das ,,+ &c.“ habe verschiedene Bedeutungen, je nachdem 
man von der Reihe oder von der zu entwickelnden Funktion ausgehe; 
im einen Falle habe man ein letztes Glied zu denken — bei der Reihe (43) 
 —, im andern Falle noch ein Restglied bei jener Reihe 7/(1 — r*). 
Die Reihe ohne das Restglied ist gar nicht die vollstindige Entwicklung 
der Funktion. Daraufhin kebrt er die damals landliufige Auffassung, die 
beim Einsetzen spezieller numerischer Werte in divergente Funktionen- 
reihen sich ergebenden numerischen Reihen seien ,,algebraically true, but 
arithmetically false“ geradezu dahin um, daB er behauptet, die durch Weg- 
lassen des Restgliedes entstehenden Reihen seien immer algebraisch falsch 
und kénnten nur durch das Verschwinden des Restgliedes unter Um- 
stiinden arithmetisch richtig werden. DemgemaB verwirft er auch die 
Umformung divergenter Reihen — einschlieBlich der ,neutralen* — in 
besser konvergierende oder in bestimmte Integrale. Ubrigens meint er**), 
die Reihe (10) sei auch an den Grenzen ihres Giiltigkeitsbereichs richtig, 
indem er z. B. fiir z = 2 als Wert der rechten Seite nicht 0, sondern 0- co 
ansieht. 

R. Moon***) dagegen erklirt, der wahre Wert der Reihe (14) sei 
nicht =, sondern ,either 1 or 0 indifferently“; auf den Wert ; komme 


man nur durch ganz willkiirliche Manipulationen. Analog verhalte es 
sich mit den andern von de Morgan besprochenen Beispielen. Er geht 
sogar so weit, daB er daraufhin die Giiltigkeit der Fourierschen Reihen- 
und Integralsiitze tiberhaupt in Frage stellt+). Er meint};), das Prinzip 
»What holds generally holds at the limit“ sei nur richtig fir ,,continuously 
increasing or decreasing functions“. 

S. Earnshaw}}}) stimmt de Morgan dahin bei, daB man die nicht 


*) Dubl. proc. 3, (1844/45), 8. 27; Auszug Brit. assoc. rep. 14, f. 1844, 8. 1. 

**) 8.46. Er fiigt iibrigens hinzu: bei der Ableitung dieser Reihe aus der 
logarithmischen miisse man auf die Vieldeutigkeit des Logarithmus komplexen Ar- 
guments achten. 

***) Phil. mag. (3) 26, 1845, 8. 484. 

+) Er sieht, daB& der Poissonsche Beweis ungeniigend ist, und weif nichts von 
dem Dirichletschen; wie denn damals itiberhaupt wohl zwischen franzésischer und 
englischer, aber nicht zwischen englischer und deutscher Mathematik Beziehungen 
bestanden, die letzteren vielmehr erst in ‘der folgenden Periode, der Vorherrschaft 
der ,,modern algebra“ beginnen. 

+t) S. 494. 

+tt) Cambr. trans. 8,, S. 256 (von 1844). Das Titelblatt dieses Teils trigt zwar 
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konvergenten Reihen entweder alle zulassen oder alle verwerfen miisse; 
iibrigens ist er wie Young der Meinung, daB man als _,,Entwicklung“ 
einer Funktion zuniichst gar nicht die unendliche Reihe, sondern eine 
endliche + einem Restglied anzusehen habe. Er schligt daher folgende 
Modifikation der Eulerschen Definition vor: ,,the sign = is used to connect 
an involved expression with the result of an operation as far as it is 
expressible in terms which follow a fixed law“. Man sei gar nicht sicher, 
ob die Entwicklung ohne Restglied itiberhaupt noch die_,algebraischen“ 
Eigenschaften der zu entwickelnden Funktion habe; z. B. habe die end- 
liche Summe 


{51) s,=1—1+1—1+4+---+(—1}"1 
fiir jeden Wert von m die Eigenschaft, daB s,* =, sei, aber die Zahl :, 


die die Summe der unendlichen Reihe (14) vorstellen solle, habe diese 
Eigenschaft nicht. Er behauptet auch*), die Reihe (14) sei gar —_ 


die Grenzform von (43) fiir limr——1; setze man z. B. r=—1 _<, 
so sei lim (—r)" nicht gleich 1, sondern gleich ¢’. 


Ein weiterer Aufsatz von Young**) setzt ebenfalls — 1 —; fiir r 
in die Reihe (43) ein und dann » = kn,; indem er nun erst k, dann n, 
iiber alle Grenzen wachsen laBt, erhilt er natiirlich das gewiinschte Re- 
sultat. Freilich meint er, wenn die Reihe (14) ,uncontrolled by any law 
binding it in connexion with a continuous series of either divergent or 


convergent cases“ auftrete, diirfe man sie nicht ohne weiteres durch ; 


ersetzen; er schligt vor, den Terminus ,,neutral series“ nur in solchen 

Fallen zu gebrauchen***), Er zeigt auch}), dab D. Bernoullis Regel zur 

Bestimmung des Wertes von >a, unter den Bedingungen (15), (16) zu 

demselben Resultat fihrt, wie die Ermittelung von lim a,r", fiigt aber 
r=1 


ausdriicklich hinzu, daB man fiir eigentlich in seinem Sinne _,,neutrale“ 
Reihen so nicht schlieBen kénne, und auch nicht fiir Reihen wie (8), da 
deren Glieder mit wachsendem Index nicht unbegrenzt abnehmen, was 


die Jahreszahl 1847, Earnshaws Aufsatz mu8 aber friiher veréffentlicht sein, da ihn 
Moon in einer Nachschrift (vom Mai 1845) zu seiner 8. 191 Anm. ***)) angefiihrten 
Abhandlung) bereits erwihnt. Er findet, Earnshaw behandle die ,crude notions“ der 
Gegner ,,with far more respect than they deserve". 

*) Man sieht hier, da®B Earnshaw die mit einem doppelten Grenziibergang 
verbundenen Schwierigkeiten zwar fiihlt, sich aber doch nicht zu klaren Unterschei- 
dungen durchringen kann. 

*) Phil. mag. (3) 27, 1845, S. 362; einige Ergiinzungen 28, 1846, S. 10. 

**) 27, S. 365; ebenso Cambr. trans. 8, 8. 433. 

+) Phil. mag. 27, 8. 438, 
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sein Beweis voraussetzt. Entsprechende Unterscheidungen seien auch bei 
Integralen zu treffen.*) 

Dagegen bestreitet Moon**), daB man einer Reihe einen Wert, der 
ihr an und fiir sich nicht zukomme, dadurch aufzwingen diirfe, daB man 
sie als Grenzfall einer andern Reihe betrachte. Er wiederholt: 

1-—1+1-—-+4+---- 
sei entweder 0 oder 1, in keinem Falle 1/2. Im iibrigen ist weniger seine 
Auffassung, als seine Ausdrucksweise von der von Young verschieden***). 

T. Jarrett+) erklirt sich rundweg gegen die Benutzung divergenter 
Reihen und gegen die Einfiihrung einer ,algebraischen“ Gleichheit oder 
Aquivalenz neben der arithmetischen. 

Young kommt schlieBlich noch einmal;+) auf das allgemeine Prinzip 
»Wwhat is true up to the limit, is true at the limit“ zuriick. Man kénne 
es als eine wesentliche Charakteristik der Stetigkeit auffassen; nur miisse 
man beriicksichtigen, daB méglicherweise mehrere Arten der Annaherung 
an einen Grenzfall méglich seien. Er scheint zu meinen, man diirfe die 
Grenziiberginge lim und lim dann und nur dann vertauschen, wenn die 

r=1 


Reihe fiir +1 noch konvergiert, und polemisiert gegen Poisson, der 
diese Vertauschung auch in Fallen vorgenommen habe, in welchen diese 
Bedingung nicht erfiillt sei. In einer nachtriglichen Note}}+) modifiziert 
er diese Auffassung noch dahin, daB dasselbe auch fiir eigentlich divergente 
Reihen gelte, deren Glieder unbegrenzt abnehmen, da dann beide Grenz- 
werte unendlich seien; immerhin sei hier das oo in beiden Fallen nicht 
streng identisch. Er unterscheidet Reihen mit zunehmenden von solchen 
mit abnehmenden Gliedern; die ersteren niaherten sich weder einer be- 
stimmten endlichen noch einer bestimmt unendlichen Grenze, und das 
geniige vielleicht, um mit den ,kontinentalen“ Analysten zu sagen, sie 
hatten keine Summe*+). 

12. Auch spiiterhin finden sich bei englischen Autoren noch gelegent- 
liche Bemerkungen, die auf diese Diskussion Bezug haben. So meint Fr. 
W. Newman**+), das Verhalten der trigonometrischen Reihen an Unstetig- 


*) Phil. mag. 27, 8. 441; Cambr. trans. 8, S. 434. 

**) Phil. mag. 28, 1846, S. 136. 

*“*) Vielleicht ist gerade das der (irund, weshalb die Diskussion so gereizt wird, 
sodaB die Redaktion des phil. mag. sie schlieSlich S. 215, nach einigen Bemerkungen 
Youngs, die nichts Neues beibringen, abbricht. Moon hat iibrigens auch in andern 
Polemiken eine scharfe Feder gefiihrt. 

+) Brit. assoc. rep. 15, f. 1845, S. 1. 

++) Cambr. trans. 8,, 1847, S. 429. 

+++) 8. 489. *;) S. 483. 

**+) Cambr. Dubl. math. j. 3, 1848, 8. 108. 


Mathematische Annalen. LXX. 13 











194 H. Bourksarpr. 





keitsstellen der durch sie dargestellten Funktionen zeige deutlich, wie 
falsch das Prinzip sei ,what is true usw.“. Auch G. Boole*) findet, wer 
von einer andern Wissenschaft zur Mathematik komme, fiihle eine uniiber- 
windliche Schwierigkeit, wenn ihm dieses Prinzip zugemutet werde; es 
beruhe zweifellos auf einer ,unsound induction“ und sei zudem noch ganz 
tiberflissig; man miisse doch in jedem einzelnen Fall, um sich von seiner 
Anwendbarkeit zu iiberzeugen, den strengen Grenzbegriff in der einen oder 
andern Form heranziehen. 

Erwihnt sei noch eine eigentiimliche Verwendung der divergenten 
Reihe (8a) (und der konvergenten (9)) zur symbolischen Darstellung tri- 
gonometrischer Reihen durch A. Donkin**). Er macht nicht nur die von 
ihm als ,usual“ bezeichnete Annahme, daB die Summe der Reihe (8a), 
die er mit C(x) bezeichnet, = 0 sei fiir jedes z, das nicht ein ganzzahliges 
Vielfaches von z ist, sondern dariiber hinaus noch die weitere, daB fiir 
jede Funktion g(x) von der Periode 22, ,at last for ordinary forms of 
the function g(z)“, ausnahmslos die Gleichung gelte: 

(52!) (p(x) — p(0)} C(x) = 0. 

Er gesteht, er kénne die Richtigkeit dieser Annahme nicht einwandfrei 
beweisen, meint aber, wenn g(x) selbst sich in eine trigonometrische Reihe 
entwickeln lasse, kénne man sie durch Ausmultiplizieren verifizieren, und 
niemand werde ihre Richtigkeit bestreiten wollen***). Daraus folgert er 
zunichst fiir jede solehe Funktion die Allgemeingiiltigkeit der Gleichung: 


(53) C(x) ={1 + gy (@))C@ + P@ — 9), 
und daraus durch Integration die der weiteren 
(54) S(x) = S(a + o(z) — p@)), 


unter S(z) die Summe der Reihe (9) verstanden. Da man an der Zu- 
lassigkeit der Integration zweifeln kénne, bestiitigt er die Richtigkeit der 
letzteren noch durch eine direkte Betrachtung. Indem er diese Gleichungen 
auch fiir den Fall in Anspruch nimmt, daB die Variable durch ein Ope- 
rationssymbol ersetzt wird, kommt er zu der gewiinschten symbolischen 
Darstellung einer trigonometrischen Reihe 
+a 

(55) P {c, cosna + s, sinnx } = C(a — d)e,. 

Das benutzt er zur Entwicklung von Funktionen von Funktionen, insbes. fiir 
die Reihenentwicklungen der Keplerschen Bewegung in der Astronomie. 


*) Dubl. trans. 21, 1848, 8.124; Voranzeige Dubl. proc. 3, 1847, 8. 182 (von 1846). 
**) Quart. j. of math. 3, 1860, S. 2. 
“*) Man miiBte jedenfalls noch eine Annahme iiber die Ordnurgszahl des Ver- 
schwindens der Differenz g(x) — (0) bei 2 = 0 hinzufiigen. 
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- 13. Auch bei den deutschen Schriftstellern aus dem Anfang des 
19. Jabrhunderts ist die formale Auffassung der divergenten Reihen weit 
verbreitet. So formuliert der seinerzeit als Lehrer beriihmte B. F. Thibaut*), 
iibrigens unter ausdriicklicher Beschrinkung auf Potenzreihen, die Frage 
folgendermaBen: gibt es eine bis zu einem gewissen Grade aufsteigende 
»Form“, deren Produkt mit dem Nenner bis zu eben diesem Grade hinauf 
mit dem Ziahler identisch ist? Entsprechend faBt er dann auch die Aus- 
ziehung einer Wurzel aus einem Binom und das allgemeine Binomial- 
theorem**). Ubrigens nimmt er de facto die formale Auffassung auch 
fir Doppelreihen in Anspruch, indem er z. B.***), um zur Exponential- 
reihe zu gelangen, erst (1 + a)* nach Potenzen von a entwickelt und dann 
nach Potenzen von x umordnet. 

Eine weitere gewichtige Stiitze erbielt diese Auffassung durch die 
Autoritit des damals in vielen Kreisen hoch angesehenen Philosophen J. 
Fr. Fries, der tiberhaupt meinty): ,,die Buchstabenrechnung muB so ver- 
fahren, als ob sich alle Operationen im allgemeinen und vollstandig um- 
kehren lieBen. Die Operationen der ,,Buchstabenrechnung sind fiir sich 
selbst, von Zahlen abgesehen, zunichst nur syntaktische}+) Operationen; 
ihre arithmetische Bedeutung fiir wirkliche Zahlen kann dann nur immer 
fiir einzelne Fille der Anwendung genauer bestimmt werden“. DemgemaB 
unterscheidet er auch bei Reiben ihre ,syntaktische“ von ihrer ,,arith- 
metischen“ Bedeutung}}7}) und findet, ihre Theorie gehére zunichst der 
kombinatorischen Analysis an. Z.B. list er die Aufgabe der Quadrat-. 





*) GrundriB der allgemeinen Arithmetik oder Analysis, 1. (einz.) Teil. Gdtt. 
1809; S. 130; 2. Aufl. 1880, 8. 34. Ubrigens finden sich bei ihm, namentlich in der 
2. Auflage, an einer Reihe von Stellen mehr oder weniger sorgfiltig durchgefiihrte 
Konvergenzuntersuchungen. In der 2. Auflage, 8. 108, hebt er schirfer als in der 
1. hervor, daB man den Rest immer hinzudenken miisse; doch unterliBt er eine Ab- 
schiitzung desselben als nicht an diese Stelle gehdrig. 

**) S$. 173, baw. 97. 

**) S$. 220, bzw. 112. 

+) Die mathematische Naturphilosophie, Heidelberg 1822, S. 157. — Mir scheint 
iibrigens O. Schlémilch, der Fries noch persdnlich gekannt hat, recht zu haben, wenn 
er meint (Arch. Math. Phys. 5, 1844, S. 442), Fries habe eigentlich richtig erkannt, 
daS man nur mit konvergenten Reihen sicher rechnen kénne, sei aber durch Eulers 
sorgloses Verfahren und dadurch, daB man doch auch mit divergenten Reihen nichts 
wesentlich Falsches herausgebracht habe, stutzig geworden und habe nachtriiglich 
nach einem Prinzip gesucht, nach welchem solche Rechnungen erlaubt seien; dieses 
ganze Argument falle aber weg, wenn man zeigen kinne, da6 wirklich allerhand 
Falsches durch solches Rechnen herauskommt. — Ubrigens scheint auch Fries bei 
seinen Auseinandersetzungen nicht an andere Reihen als an gewdhnliche Potenzreihen 
zu denken. 

+t) Diesen Terminus, der nachher zum Parteischlagwort geworden ist, gebraucht 
er als gleichbedeutend mit ,,kombinatorisch“. +t) 8. 161, 261. 
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wurzelausziehung aus 1 — 2 so, daB er nach einer ,,Form“ sucht, die mit 
sich selbst multipliziert und nach Potenzen von x geordnet 1 — zx zum 
Produkt ergibt, und fiigt hinzu, bestimmte arithmetische Bedeutung er- 
halte die Reihe erst, wenn fiir gewisse Fille bewiesen sei, daB sie sich 
summieren lasse*). 

Bei gleichzeitigen deutschen mathematischen Schriftstellern findet sich 
dieselbe Unterscheidung schirfer dahin formuliert, daB literale und nume- 
rische Reihen auseinandergehalten werden. So sagt z. B. M. Ohm**): 
»Hine unendliche Reihe ist im allgemeinen (wo von ihrer Konvergenz 
oder Divergenz noch nicht die Rede sein kann) vollkommen geeignet, 
einen gegebenen Ausdruck vollstandig zu reprisentieren, wenn man nur, 
das richtige Fortschreitungsgesetz zu haben, tiberzeugt sein kann. Durch 
dieses Fortschreitungsgesetz reproduziert sich nachher immer wieder der 
gegebene Ausdruck, wenn man nur bei den weiteren Umwandlungen 
die nétige Sorgfalt verwendet, damit nicht wesentliche Bestandteile des 
Fortschreitungsgesetzes wihrend der Arbeit selbst verloren gehen. Von 
dem Werte einer unendlichen Reihe kann nur dann die Rede sein, wenn 
sie einen Wert hat, d. h. wenn sie konvergiert. Ahnlich Br. Mollweide***): 
lst das allgemeine Glied bekannt, so ist dadurch die GréBe, welche durch 
die Reihe dargestellt wird, in der Tat gegeben, wenn sie auch fiir manche 
Werte der ProgressionalgréBe nur sehr unvollstindig durch wirkliche 
Berechnung gefunden werden kénnte. Man muB daher in der Lehre von 
den Reihen den Begriff einer Summe erweitern und darunter diejenige 
Funktion verstehen, aus deren Entwicklung eine Reihe hervorgeht. Diese 
mag man bei divergierenden Reihen die analytische nennen, um sie von 
der arithmetischen Summe, welche die gemeine ist, zu unterscheiden. 
Ein merkwiirdiges Beispiel geben die Summen der Potenzen ganzer Zahlen 
mit abwechselnden Vorzeichen.“ 

Einen ahnlichen Standpunkt vertritt auch J. A. Eytelwein, nur mit 
schiirferer Wendung gegen den unvorsichtigen Gebrauch divergenter 
numerischer Reihen. Als Beispiel eines dadurch zu gewinnenden falschen 
Resultats fiihrt er any): Aus 


S=1+ +54: 


*) S. 162. 

™) Aufsiitze aus dem Gebiet der héheren Mathematik, Berlin 1823, S. 33. 

*) Kliigels mathematisches Wérterbuch, 4, Leipz. 1823, 8. 281, 286; ebenso, 
unter Berufung auf Mollweide, K. D. v. Miinchow, Grundlehren der Trigonometrie, 
Bonn 1826, 8. 235. 

+) Grundlehren der héheren Analysis 1, Berlin 1824, p. 425. Das Beispiel be- 
weist iibrigens nichts, wenn man mit Lagrange (Nr. 4) und BarfuB (Nr. 14) jedent 
Glied eine bestimmte Ordnungszahl gibt und diese im Laufe der Rechnung festhilt. 
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folgt zunichst 


dann durch Subtraktion: 

Sa Bis ey 

ger ttgtat: 
und durch abermalige Subtraktion: 
(661) O=-1-S+5-qt-t 


wahrend doch die Summe dieser letzteren Reihe bekanntlich log 2 ist 
Gleichwohl macht auch er von Reihen wie 


> sin(« + nz), cos (a + nz), 
a selbst > (— 1)"n", §(— 1)"n?"+! ungescheut Gebrauch*). 
J g 


A. v. Ettingshausen dagegen schlieBt sich ganz an die Auffassungen 
Cauchys an**), 

14, In den vierziger Jahren ist dann auch in Deutschland noch ein- 
mal eine weitliufige Polemik iiber die Zulissigkeit der divergenten Reihen 
entstanden, gleichzeitig mit der oben Nr. 11 besprochenen englischen, 
doch ohne daB irgendwie in der einen auf die andere Bezug genommen 
worden wire, wenn auch vielfach beiderseits die entsprechend gleichen 
Argumentationen gebraucht wurden. Vorbereitet wurde sie dadurch, daB 
tiber die Tragweite der ,Methode der unbestimmten Koeffizienten* schon 
vorher viel gestritten worden war. So hatte z. B. A. Crelle***) behauptet: 
»lst die vorausgesetzte Form nicht erlaubt, so muB das Resultat der Ent- 
wicklung solches notwendig anzeigen“; dem hatte M. Ohm entgegenge- 
halten}): Der Widerspruch braucht sich nicht gleich bei der Koeffizienten- 
bestimmung zu zeigen. Spiiter hatte Th. Wettstein behauptet}7): Nicht 
weil sie divergente Reihen liefern kénne, sei die Methode der unbe- 
stimmten Koeffizienten als Beweisverfahren unzulassig, sondern weil sie 


*) S. 451; 2, S. 635. 
*) Vorlesungen iiber héhere Mathematik 1, Wien 1827, 8. VII, 17. 
*) Versuch einer allgemeinen Theorie der analytischen Fakultiten, Berlin 1823, 
S. 37, 50. 
+) Aufsiitze (S. 170 Anm, *)), 8. 37, 89; ebenso noch Versuch eines vollkommen 
konsequenten Systems der Mathematik, 8, Niirnberg 1851, 8S. 63. 
+7) Arch. Math. Phys. 3, 1843, 8. 304. Er hat tibrigens (8S. 301) den beim Beweis 
des Satzes, daB eine Funktion, wenn iiberhaupt, nur auf eine Weise in eine gewdhn- 
liche Potenzreihe entwickelt werden kann, damals allgemein gemachten SchluBfehler, 
dessen Beseitigung gewdhnlich erst Weierstra8 zugeschrieben wird, bereits bemerkt 
und den Beweis durch eine einwandfreie Grenzbetrachtung richtig gestellt. 
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nicht lehre, innerhalb welcher Grenzen die gefundene Reihe wirklich als Ent- 
wicklung der gegebenen Funktionen anzusehen sei. Nachdem J. A. Grunert*) 
die Aufmerksamkeit auf die erwaihnten (S. 176 Anm.++)) Briefstellen Abels 
gelenkt und erklirt hatte, er werde sich in Zukunft bei seiner Redaktions- 
titigkeit von diesen Auffassungen leiten lassen, und nachdem Hellerung**) 
und 0. Schlémilch***) behauptet hatten, dab man auf Gleichungen wie 
_n** = 0 gefiihrt werde, zeige, daS man mit divergenten Reihen nicht 


rechnen diirfe, nimmt Fries’ Schiiler BarfuB die Verteidigung des Rechnens 
mit solchen Reihen — und zugleich des uneingeschrinkten Gebrauchs der 
Methode der unbestimmten Koeffizienten — noch einmal auf +). Er 
meint, wenn man bei Benutzung divergenter Reihen zuweilen falsche 
Resultate erhalten habe, so brauche das nicht an den divergenten Reihen 
zu liegen, sondern kénne auch in andern dabei gemachten Fehlschliissen 
seine Ursache haben}+). Er nimmt die ,syntaktische‘ Auffassung aus- 
driicklich auch fiir trigonometrische Reihen in Anspruch; den in der 
Gleichung (8) fiir 2 = 0 auftretenden Widerspruch will er durch die Er- 
klirung heben: in diesem Falle miisse man auf die Gleichung (7) zuriick- 
gehen, deren linke Seite zwar — '/, liefere, wenn man erst r= 1 und 
x = 0 setze, aber co, wenn man diese Substitutionen in der umgekehrten 
Reihenfolge vornehme. Eben deshalb dirfe man auch in der Gleichung (8) 
nicht etwa};7) nach Potenzen von x entwickeln und dann Koeffizienten 
vergleichen wollen*+). 


*) Arch. Math. Phys. 1, 1841, Lit. p. 21. 

*) Ib. S. 321. *) Tb. 3, 1843, S. 274. 

+) Ib. 4, 1844, 8S. 228. — Was die Methode der unbestimmten Koeffizienten be- 
trifft, so gibt er zunichst zu (S. 227): ,,Die Existenz der Reihe muB vor allem er- 
wiesen sein! und dieses kénnen die unbestimmten Koeffizienten nicht leisten“, nimmt 
aber dieses Zugestiindnis spiiter (ib. 7, 1846, S. 31) wieder zuriick: ,,Die friihere Mei- 
nung, da8 es sich von selbst schon herausstellen werde, ob die Form der Reihe 
passend gewahlt worden sei, ist schlechterdings richtig.“ 

+t) Ib. 4, 8. 232. In der Tat stecken in Schlimilchs Beispielen, die die Unzu- 
lissigkeit des Rechnens mit divergenten Reihe nachweisen sollten, derartige andere 
Fehlschliisse: Schlémilch hat zwar den Gebrauch divergenter Reihen verworfen, aber — 
man kann nicht anders sagen als: seltsamerweise — damals und auch noch lange 
nachher mit divergenten Integralen ebenso naiv operiert, wie nur irgend ein Mathe- 
matiker des 18. Jahrhunderts. Barfu8 remonstriert nun zwar nicht gegen die diver- 
genten Integrale als solche, wohl aber gegen die Art, wie Schlimilch Umformungen 
mit ihnen vornimmt; er fragt z. B. 8. 234, wenn jener 1/(1— 2) durch — if2—1) 
ersetzt: ,,wird denn hierdurch nicht die Form ganz wesentlich geiindert?* Schlé- 
milchs Verteidigung ib. 5, 1844, S. 382 ist unzureichend. 

+++) Wie 2. B. Pfaff getan hatte, Versuch einer neuen Summationsmethode, 

Berlin 1788, 8. 6. 
*+) Arch. Math. Phys. 4, 8. 229. 
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Schlémilch erwidert*) auf die letzte Bemerkung: Wo der SchluB von 
der Ubereinstimmung zweier Reihen auf die Gleichheit entsprechender 
Koeffizienten iiberhaupt zuliissig sei, gelte er, wenn die Reihen auch nur 
fir ein noch so kleines Intervall richtig seien. Gegen Lagranges Rettungs- 
versuch (S.175 Anm.*+)) wendet er ein**): Wie aber, wenn man nicht weiB, aus 
welcher allgemeineren Reihe die Reihe (14) entstanden ist? Die Beziehung 
zwischen einer Funktion und der aus ihr durch Entwicklung entstandenen 
Reihe diirfe man nur dann durch das Gleichheitszeichen ausdriicken, wenn 
die Reihe konvergiere***). Er gibt dann noch weitere Beispiele von Wider- 
spriichen, auf die die formale Auffassung fiihre: Wenn man in der Reihe 


(57!) ; cot ; = sing + sin2z+ sin3xr++--- 


beiderseits nach Potenzen von «z entwickle, erhalte man rechts kein Glied 
mit 2~', wohl aber links}). Ferner}}): wenn man die Funktion x/(1 — x*) 
einmal nach fallenden, dann nach steigenden Potenzen von x entwickelt 
und die Resultate addiert, so erhilt man: 


(58!) ei to | —+)+(e—4)+4-- 


Nun kann man beiderseits nach Potenzen von z = 2 — 2~' mit ganzen 
positiven Potenzen entwickeln; dann erhilt man links — 22~', rechts nur 
Glieder mit positiven Exponenten. Oder wenn man die genannten Ent- 
wicklungen subtrahiert, was 


(591) 0—(c+4)4+ (e453) +4. 


liefert, dann mit z + a2~? dividiert, beiderseits nach Potenzen desselben 
entwickelt und die Koeffizienten vergleicht, so erhilt man fiir jede der 


Summen 1 +> - - ‘) den Wert 0, wihrend das Binomialtheorem 
co liefert. . 

Zum SchluB setzt er auseinander, der damalige Zustand der Mathe- 
matik habe die gréBte Ahnlichkeit mit dem der Fuieseghie in der un- 
kritischen Zeit vor Kant}7+7). 

Ein dazwischen erschienener Aufsatz von Barfub bringt auBer einer 


*) Arch. Math. Phys. 5, 1844, S. 378, 393. 
**) 8. 876. 
**) $. 379. S. 397 fiihrt er wirklich ein neues Zeichen ein, fiigt aber bei: man 
kinne mit ihm doch nicht rechnen. 
+) 8. 894. 
++) 8. 395. 
+7t) S. 399; ebenso 8. 440. 
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Wiederholung fritherer Auseinandersetzungen noch die Behauptung*): 
eine aus der Entwicklung einer Funktion entstandene Reihe konvergiere 
allemal, wenn die Glieder bis zum Verschwinden abnehmen. Der Beweis 
setzt aber bereits voraus, dab die Reihensumme mit wachsender Glieder- 
zahl der Funktion sich niihere; Schlémilch**) deckt den Trugschlub 
leicht auf. 

BarfuB ist keineswegs iiberzeugt. Er meint***), um aus den Summen 
endlicher trigonometrischer Reihen die Summen der entsprechenden un- 
endlichen Reihen abzuleiten, brauche man nur aus den ersteren ,,alles, was 
von Stellenzeiger abhiingt“ wegzulassen. Die Schwierigkeiten, die sich fiir 
spezielle Werte ergeben, will er jetzt durch eine Untersuchung der Un- 
bestimmtheit der zu entwickelnden Funktion ,,griindlich beseitigen“; aber 
anstatt zu schlieSen: also mu8 man in solchen Fallen auf die Reihenfolge 
der auszufiihrenden Grenziibergiinge achten und kann nicht ohne niahere 
Determination von dem Werte reden, den z. B. die Funktion (7) fiir 
r=1, =O annimmt — schliebt er umgekehrt;): ,,indem man solche 
Unbestimmtheiten endlicher Formeln blof an ihren Entwicklungen bemerkt, 
kann man freilich zu dem Feblschlu8 kommen, daB der Grund aller Irrungen 
in der Divergenz liege“. Immerhin meint er, man miisse noch tiefere 
Untersuchungen iiber die trigonometrischen Reihen anstellen und dabei 
yauf Griinde fuben, welche uns tiefer in die Natur der Sache eindringen 
lassen, als die Konvergenz und Divergenz*. Jedenfalls aber miisse man, 
wenn man einer in einer Rechnung auftretenden Reihe eine bestimmte 
syntaktische Bedeutung beigelegt habe, allen in derselben Rechnung auf- 
tretenden Reihen die entsprechende Bedeutung beilegen. 


SchlieBlich gibt er noch eine zusammenhiingende Darstellung der 
»alteren* Theorie, ,,wie er sie aus verschiedenen Werken geschépft habe“++). 
Er geht von einer Reihe f(n, x) zu der Reihe Sr*f(n, x) tiber und 
behauptet ohne Beweis, man erhalte durch Summation der letzteren einen 
Ausdruck, der sich aus zwei Bestandteilen zusammensetze: einer Funktion 
y = g(r, Z) von r und @ allein, ohne m, und einem Produkt y, aus der 
Potenz r*~“ — man kénne immer u = — 1 annehmen — in eine Funktion 
von m,r und z. Lasse man den zweiten Bestandteil einfach weg, so 


*) 8. 162. Er meint iibrigens hier, man solle Reihen, deren Summe bestimmt 
unendlich wird, mit zu den konvergenten rechnen: Der Rest verschwindet hier zwar 
nicht absolut, aber doch im Verhiltnis zu f(z). Vgl. dazu die ausfiihrlichere Dar- 
stellung ib. 8, 1846, 8. 391. 

*) 5, 8. 488. Sein Gegenbeispiel benutzt freilich auch divergente Integrale; 
vgl. BarfuB’ Kritik ib. 7, 1846, 8. 35. 
*) Tb. 7, 1846, S. 7. Von den Gleichungen (57)—(5¥) zieht er vor, zu schweigen. 
+) 8. 10. ++) ib. 8, 1846, S. 387. 
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bleibe eine Funktion von r und z, ,die wir die Summe om unendlichen, 
d. h. der ohne Restglied gedachten Reihe Sr*f(n, x) nennen“. Man dirfe 
das nicht so verstehen, daB fiir n = co 


p(r, t) = f(0, 2) +rf(l, x) +---+ rf(n, «), 

vielmehr folge auch jenseits des Gliedes r* f(co, x) immer noch die end- 
lose Reihe r*+*f(co +1, 2)+---. Die so gefundene Summe, behauptet 
er, habe mit der Reihe gleiche syntaktische Eigenschaften; wem dabei 
das Unendliche Schwierigkeiten mache, der kénne sich begniigen zu sagen: 
die Reihe habe bis auf Glieder beliebiger Dimension mit der Funktion 
gleiche syntaktische Eigenschaften. ,,So ist denn zugleich klar, daB die 
altere Theorie mit unendlichen Reihen eigentlich gar nichts zu schaffen hat.“ 

15. Auch J. C. Malmsten*) vertritt die Auffassung, daB rein formales 
Rechnen mit oszillierenden trigonometrischen Reihen (er nennt sie ,ni 
convergentes ni divergentes“) zu falschen Resultaten fiihren kénne. Als 
Beispiel fihrt er an, daB zwar die Gleichung 


1—rcosz —_— 
(60) Sr 2rcosx2+r* Maat 2h 5+ h?+ 2* 


nh a 
is See ae 


fiir r< 1 richtig sei, daB aber die entsprechende Rechnung fiir r= 1 zu 
dem falschen Resultat 


dx x 1 
(61!) Suz ~ oh ie" 
0 


fiihren wiirde. Er untersucht dann allgemein die Bedingungen, unter 
welchen bei Integralen der Formen 

62 rs —rcos x) p(a)da * rsin xp (ada 

(62) 1—2rceosx+r* ’ 1—2reosa+r? 

0 

die Entwicklung nach Potenzen von r unter dem Integralzeichen zu einem 
auch fiir r= + 1 richtigen Resultat fiihrt, indem er die auftretenden Rest- 
glieder, die die Form von Dirichletschen Integralen haben, einer der 
Dirichletschen analogen Untersuchung unterwirft; er kommt zu dem Re- 
sultat**), daB das jedesmal der Fall ist, wenn die Funktion g(x) an den 


*) Upsala n. a. 12, 1844, S. 156. 
**) $.174. Malmsten formuliert das Resultat nicht allgemein, sondern zihlt 
die Einzelfalle auf. 
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dem Integrationsintervall angehérenden kritischen Stellen der Entwicklung 
des andern Faktors verschwindet. 

Ein letzter Verteidiger divergenter Reihen, tibrigens unter ausdriick- 
licher Beschrinkung auf gewéhnliche Potenzreihen, ist J. Prehn (kein 
Mathematiker von Fach)*). Seine Hauptargumentation ist, daB man die 
zunachst nur fiir das Konvergenzintervall geltenden Resultate ,,vermége 
der Charakters der Allgemeinheit, welcher der Analysis eigen ist“**), auf 
das Divergenzgebiet iibertragen kénne; dabei erkennt man aus mehreren 
Stellen***), daB er an die Méglichkeit von nirgends konvergenten Potenz- 
reihen tiberhaupt nicht denkt. Er schligt ferner fiir Reihen mit Gliedern 
von abwechselndem Vorzeichen vor}), man solle aus den Summen s,, ,, 
je einer ungeraden Anzahl von Gliedern einen Werth §,, interpolieren, ev. 
rein numerisch, und dann das arithmetische Mittel aus diesem 5,, und 
der Summe s,, der entsprechenden geraden Anzahl von Gliedern, bezw. 
den Grenzwert dieses Mittels als Summe der Reihe betrachten. Auch 
spricht er von den Eulerschen Transformationen in eine besser konver- 
gierende Reihe}}) und in einen Kettenbruch}}+}). Gegen Schlémilchs 
Beispiele wendet er ein*+), dab dabei mit Reihen operiert werde, die nicht 
allein divergent seien, sondern deren simtliche Koeffizienten unendlich 
groB seien; das sei allerdings unzulissig. Ubrigens sagt er ausdriicklich**+): 
eine numerische divergente Reihe, von der man nicht wei8, welcher 
Funktion sie ihre Entstehung verdankt, hat keinen bestimmten Wert und 
darf nicht an die Stelle einer bestimmten GréBe gesetzt werden“; meint aber, 
wo solche Reihen auftreten, liege immer in der Rechnung selbst die Not- 
wendigkeit, sie als spezialisierte Ausdriicke bestimmter allgemeiner Reihen 
zu betrachten; und selbst wenn das nicht der Fall sei, kénne man eine neue 
Variable einfihren und die Reihe (22) als Grenzfall von (23) betrachten. 

Schlémilch setzt seine Anschauungen im ersten Bande seiner eige- 
nen Zeitschrift noch einmal auseinander***+): solange man nicht gezeigt 
habe, daB einer unendlichen Reihe eine bestimmte Bedeutung zukomme, 
m. a. W. solange ihre Konvergenz nicht bewiesen sei, habe es iiberhaupt 


*) J. f. Math. 41, 1851, 8.1. Erst nachtriiglich (S. 43) versucht er die Resultate 
auch auf trigonometrische Reihen zu iibertragen. 

*) 8.4, 9. 

*) S$. 16, 37, 38. S. 367 bemerkt er das selbst, meint aber, derartige Reihen 
kénnten durch keine endliche Anzahl von analytischen Operationen aus Reihen mit 
einem Konvergenzintervall hervorgehen. 

+) 8.11. Die von ihm angefiihrten Beispiele zeigen, daB das Verfahren unter 
Umstiinden zu numerischer Rechnung gut verwendbar ist. Vielleicht wiirde sich 
eine allgemeine Untersuchung seiner Giiltigkeitsbedingungen lohnen. 

+t) 8. 15. +++) 8. 24. *1) S 42. **+) S. 40. 

“*+) Zeitschr. Math. Phys. 1, 1856, 8. 181. 
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keinen Sinn, wenn man Rechnungsoperationen mit ihr vornehme; also 
kénne man dann auch nicht behaupten, daB ihr bestimmte syntaktische 
Kigenschaften zukommen. Da6 man das friiher nicht bemerkt habe, liege 
wohl daran, daB man bewuBt oder unbewubt das Prinzip angenommen 
habe: was fiir jede endliche Anzahl von Summanden gilt, mu8 auch fir 
eine unendliche Anzahl von Summanden richtig bleiben. Das sei aber 
schon formell ein den Regeln der Logik widersprechender Schlu8 und 
auch leicht durch Beispiele (die Summe einer unendlichen Anzahl ratio- 
naler Zahlen kann irrational sein u. dgl.) zu widerlegen. 

16. Was endlich die deutsche Lehrbuchliteratur dieser Zeit betrifft, 
so hat M. Ohm seine Auffassung (Nr. 13) auch noch in seinen spiteren 
Schriften*) festgehalten und wortreich auseinandergesetzt. E. H. Dirksen**) 
steht zwar durchaus auf dem Boden der Auffassungen von Cauchy und 
Abel und laBt an Strenge nichts zu wiinschen itbrig, verdirbt sich aber 
den Erfolg durch die maBloseste Weitschweifigkeit. Schlémilch***) strebt 
die Strenge zwar auch an, erreicht sie aber schon deswegen nicht, weil 
er keine vollstiindigen arithmetischen Definitionen der Begriffe der Stetig- 
keit und des Grenzwerts zugrunde legt. Er eifert aber nochmals gegen 
die Benutzung divergenter Reihen+) und gibt eine ausfiihrliche Begriindung 
der Behauptung, dab man auf konvergente Reihen die gewdhnlichen Rech- 
nungsregeln anwenden diirfe}+). Grunert}}+) stimmt ihm eifrig bei; dagegen 
nimmt G. Strauch in einer ausfihrlichen Kritik den alten Standpunkt 


*) Der Geist der mathematischen Analysis, 1, Berlin 1842, S. 75°; 2, Erlangen 
1846, S. 23. Fr meint 1, 8S. 85: wenn das Rechnen mit numerischen divergenten 
Reihen doch zuweilen zu einem richtigen Resuitat yefiihrt habe, so liege das daran, 
daB man gerade so gerechnet habe, wie wenn die einzelnen Reihenglieder noch mit 
bestimmten Potenzen einer Variabeln multipliziert gewesen waren. — Dann Versuch 
eines vollkommen konsequenten Systems der Mathematik, 8, Niirnberg 1851, S. 25, 
47, 84, 116. 

**) Organon der gesamten transzendenten Analysis, 1. (einz.) Teil, Berlin 1845. 
Er sagt 8. 482 ganz zutreffend: ,,daB8 der in Rede stehende SchluB* [von (43) auf (14)] 
dem Gesetze der Kontinuitiit gemiB sei, ist unleugbar; da8 auch der in Rede stehende 
Fall dem Gesetze der Kontinuitit unterliege, war es aber, was erwiesen werden muBte, 
bevor dieses Gesetz zur Vermittelung in Anspruch ;enommen werden durfte — in- 
zwischen weder erwiesen worden war, noch erwiesen werden konnte“. 

***) Handbuch der algebraischen Analysis, Jena 1845, S.21, 39. Auch die spiteren 
Auflagen lassen in dieser Beziehung noch zu wiinschen iibrig. 

+) 8. XIV, 90. ++) S. 121. 

+++) Arch. Math. Phys. 7, 1846, Lit. S. 367. Er bemerkt mit Recht — wie iibrigens 
schon Peacock (S. 187, Anm. ***)) zum Zwecke der entgegengesetzten Argumentation —, 
die ,neue“ Auffassung bedinge, daB man nach Art der griechischen Geometer alle 
einzelnen Fille, die bei einem Satze vorkommen kénnen, unterscheiden miisse; ,,der 
Geist der neuen Analysis und der Geist der griechischen Geometer ist ... im wesent- 
lichen ein und derselbe“. 
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noch einmal auf*): ,die divergenten Reihen sind einmal da, man muB sie 
also auch berticksichtigen“; sie alle unbesehen verwerfen heife sich das 
Geschiift leicht machen; es komme nur darauf an, zu welchem Zwecke 
man sie gebrauche. Schlémilch repliziert**): eigentlich sei die Streitfrage 
,unter den Miinnern, welche die Analysis in neuerer Zeit erweitert haben“ 
vollig entschieden. Es gebe nur zwei Zwecke von Reihenentwicklungen: 
numerische Rechnung und Vergleichung der auf zwei verschiedenen Wegen 
erhaltenen Entwickelungen derselben Funktion; das erste sei bei diver- 
genten Reihen von selbst ausgeschlossen, bei dem zweiten kénnten sie 
auf falsche Resultate fihren. Er belegt das durch weitere Beispiele, die 
aber auch wieder von divergenten Integralen Gebrauch machen. 

M. A. Stern***) fiihrt wirklich fiir das rein formale Rechnen mit un- 
endlichen Reihen ein eigenes ,,Zeichen des Entsprechens“ + ein, definiert 
dann die Fundamentaloperationen mit solchen Reihen durch Relationen wie 
(63) Za,r"* + Xb," + Za, + b,)r" 
und zeigt, daB fiir sie dieselben Gesetze gelten, wie fiir die entsprechend 
bezeichneten Operationen der Algebra. Erst nachhery) wirft er die Frage 
auf, unter welchen Bedingungen die gleichnamigen Operationen beider 
Arten in der Tat identisch werden, und beantwortet sie zuniichst dahin, 
daB dazu vor allem notwendig sei, festzustellen, unter welchen Bedingungen 
einer Reihe denn iiberhaupt ein bestimmter Zahlenwert zugeschrieben werden 
kann, woran sich dann die Darstellung der Konvergenzkriterien schlieBt. 


17. Damit sind wir am Ende der Periode angelangt, deren Be- 
sprechung wir in Aussicht genommen hatten, und kénnen auf die zu 
Anfang gestellte Frage etwa folgende Antwort geben. Man hatte sich 
im Laufe des 18. Jahrhunderts daran gewéhnt, an die Analysis iiber- 
haupt nicht dieselben Anforderungen der Strenge zu stellen, wie an die 
Geometrie, nachdem die Erfahrung gezeigt hatte, daB auch Methoden, 
fiber deren Berechtigung man sich selbst keine volle Rechenschaft zu 
geben wuBbte, wie namentlich auch das Rechnen mit komplexen GréBen, 
doch zu richtigen und wertvollen Resultaten fiihrten, die nachher durch 
die kritische Behandlung lediglich bestiitigt worden waren. Es konnte 
daher nicht unwahrscheinlich erscheinen, dab es gelingen werde, auch die 
dem Rechnen mit divergenten Reihen noch anhaftenden Schwierigkeiten, 
iiber die man sich keineswegs tauschte, zu beseitigen. Dazu kam, dab 
auch tiber andere fundamentale Fragen der Analysis — die Vertauschung 


*) Heidelberger Jahrbiicher 38, 1845, S. 907. 

**) Arch. Math. Phys. 8, 1846, Lit. 8. 431. 
***) Lehrbuch der algebraischen Analysis, Leipz. u. Heidelberg 1860, S. 29. 
+) S. 59. 
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von Grenziibergiingen, die Integration iiber Unstetigkeitsstellen des Inte- 
granden und iiber unendliche Intervalle u. dgl. — noch keine Klarheit 
bestand; das hatte zur Folge, daB den Autoren, die durch Beispiele er- 
weisen wollten, daB das Rechnen mit divergenten Reihen zu falschen 
Resultaten fiihren kénne, dabei fast immer auch noch andere Schliisse von 
zweifelhafter Zulaissigkeit mit unterliefen, denen dann die Verteidiger der 
divergenten Reihen die Schuld an dem Widerspruch zuschieben konnten. 
Und endlich: der analytischen Funktion, von der ein Element durch eine 
Potenzreihe dargestellt wird, kommen die ,algebraischen“ oder ,,syntak- 
tischen“ Eigenschaften dieser Reihe auch tiber deren Konvergenzbereich 
hinaus in ihrem ganzen Existenzgebiet zu, sodaB man fiir derartige Fragen 
einer Bestimmung des Konvergenzgebietes der Reihe nicht bedarf, sofern sie 
nur tiberhaupt fiir-irgend welche Werte der Variabeln konvergiert; an die 
Miglichkeit von nirgends konvergenten Potenzreihen dachte man aber 
haufig nicht, obwohl doch schon seit Euler in der Entwicklung des Inte- 
grallogarithmus ein Beispiel dafiir bekannt war. Alle diese Umstiinde zu- 
sammen bewirkten, dab der Gebrauch der divergenten Reihen in einzelnen 
Kreisen mit so grofer Hartniickigkeit sich halten konnte. Die Total- 
revision der Grundlagen der Analysis insbesondere durch WeierstraB hat 
sie dann einige Jahrzehnte lang fast véllig verbannt, bis ein fester Boden 
geschaffen war, auf dem in neuester Zeit die Frage nach ihrer Benutzung 
fir bestimmte Zwecke von neuen Gesichtspunkten aus in Angriff ge- 
nommen werden konnte. 


Miinchen 1910. 


Nachtriage. 


Zu 1. Zuweilen erscheint diese Auffassung der trigonometrischen 
Reihen in der seltsamen Form: um von der Summe der endlichen Reihe 
za der der unendlichen zu gelangen, brauche man nur alles, was in jener 
noch yon der Gliederzahl abhiingt, einfach wegzulassen. So schon 
G. S. Kliigel*): ,so ist es gleichgiiltig, ob man s oder s — sin (a + nz) 
oder s — sin (a + nz) — sin (a + (n — 1)2) fiir die Summe nehmen will, 
weil die Anzahl dieser Sinus unbestimmt groB ist“; ebenso A. Cagnoli**): 
»li quali due termini si dileguano per non essere assignabili il seno ed il 
eoseno dell’ arco infinito“; und noch spiiter J. J. Littrow**): ,,quodsi 


*) Analytische Trigonometrie, Braunschweig 1770, 8. 42. 
“*) mem. soc. ital. 7, 1794, S. 21; auch trigonometria piana e sferica, 2" ed., 1804 
(S. 117 der franz. Ubersetzung von A. N. Chompré, Paris 1808). 
“*) Petersb. mém. 7, 1815/16 [20], S. 123. Uhbrigens bedient er sich auch der 
Verifikation durch Ausmultiplizieren. 
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summa eiusdem seriei, terminis in infinitum excurrentibus, quaeratur, 
clarum est, omnes partes summae superioris, quae a quantitate“ n ,,pen- 
dent, negligendas esse“. 

Zu 3. Noch A. M. Legendre sagt einmal, als er durch Nichtbeach- 
tung der Divergenz der Euler-Maclaurin’schen Summenformel ins Gedriinge 
kommt*): ,,il faut avouer que le calcul nous induit ici en erreur et qu’on 
ne voit guére par quels moyens it pourrait étre redressé“. 

Zu 6. Schon Dirksen**) verwirft Poissons Verfahren mit den Worten: 
»es ist unmittelbar klar, daB die Bedeutung der auf diese Weise ent- 
stehenden unendlichen Reihe, an und fiir sich betrachtet, und hiemit 
wiederum die eigentliche Lésbarkeit des Problems selbst, véllig zweifel- 
haft bleibt“. Dagegen J. Liouville***) bedient sich seiner unbedenklich, 
und W. R. Hamiltony) hat zwar Bedenken, erklirt es aber doch nicht 
geradezu fiir unzulissig. 

Zu 12, G. G. Stokes}7+) erklart die oszillierenden Reihen fir diver- 
gent, fiigt aber hinzu: ,of course we may employ a divergent series 
merely as an abbreviated mode of expressing the limit of the sum of a 
convergent series“. Immerhin miisse das jedesmal ausdriicklich gesagt 
werden. Er meint sogar, es kénne keine so divergente Reihe geben, dab 
man sie nicht in dieser Weise auffassen kénne. An einer etwas spiiteren 
Stelle}+7+) sagt er: ,,it appears quite conceivable, that the same divergent 
series should have a different sum according as it is regarded as the limit 
of one convergent series or another“, aber man werde keinen Fehler be- 
gehen, wenn man darauf achte, dab man im Laufe einer Untersuchung 
dieselbe divergente Reihe und die aus ihr abgeleiteten immer als Grenz- 
fille derselben konvergenten Reihe bezw. der aus ihr abgeleiteten ansehe. 

H. Cox*+) meint: ,,it is said that the symbol = here designates sym- 
bolical equivalence. The truth of this assertion depends on the definition 
of this phrase, and without doubt many arbitrary definitions might be 
given, in accordance with which the binomial theorem might be con- 
sidered to hold for divergent series.“ . 

Zu 14, Ganz unklar ist die Auffassung von Dienger**+): die Analysis 
habe es nur mit kontinuierlichen Funktionen zu tun; divergente Reihen 
und diskontinuierliche Funktionen seien gleichbedeutende Ausdriicke; also 
diirfe man divergente Reihen nicht gebrauchen. 


*) Traité des fonctions elliptiques 2, 1826, S. 578. 
**) Berl. Abhandl. f. 1827, 8. 86. 


***) J. f. Math. 13, 1835, S. 225. +) Dubl. proc. 1841/43, S. 235. 
+7) Cambridge trans. 8,, 1849 (von 1847) = papers 1, 8S. 240. 
+++) S. 245. *;) Cambr. Dubl. math. j. 7, 1852, 8. 98. 


**+) J. f. Math. 34, 1847, S. 209. 
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Uber die Bedingungen, unter welchen eine analytische Funktion 
mehrerer Verainderlichen sich wie eine rationale verhalt. 


Von 


F. Harroes in Miinchen. 


Zwischen den analytischen Funktionen einer und denjenigen mehrerer 
Veriinderlichen besteht bekanntlich in folgender Hinsicht ein bemerkens- 
werter Unterschied: Verhilt eine Funktion einer Verinderlichen sich in 
einem gewissen Gebiete durchweg wie eine rationale, so besitzt fiir jede 
einzelne Stelle des Gebietes entweder sie selbst oder ihr reziproker Wert 
den Charakter einer ganzen rationalen Funktion. Bei ‘einer analytischen 
Funktion mehrerer Veriinderlichen ist dies nicht mehr allgemein der 
Fall; vielmehr kann es fiir eine solche in einem Gebiet der betrachteten 
Art auch Stellen geben (von WeierstraB ,,Grenzstellen“ oder _,,auBer- 
wesentliche singulire Stellen zweiter Art“ genannt), an welchen weder 
die Funktion f selbst noch ihr reziproker Wert (und somit auch nicht 
irgend eine gebrochene lineare Funktion von f) sich regulir verhiilt. 
Es sind diese Stellen, kura ausgedriickt, diejenigen, an welchen die aus 
den Nullstellen und die aus den singuliren Stellen (Polen) bestehenden 
Gebilde einander durchsetzen. Ist m die Anzahl der unabhiingigen Ver- 
inderlichen, so bilden sowohl die Nullstellen als auch die Pole Mannig- 
faltigkeiten von 2m — 2 Dimensionen (analytische Gebilde (n — 1)*" Stufe 
nach der WeierstraBschen Terminologie) und es setzen sich infolgedessen 
die soeben erwiahnten Stellen zu Mannigfaltigkeiten von 2n — 4 Dimen- 
sionen (analytischen Gebilden (mn — 2)** Stufe) zusammen. Die Funktion 
nimmt in der Umgebung einer derartigen Stelle offenbar jeden endlichen 
Wert (wie auch den Wert oo) unendlich oft an. 

Soll nun in einem konkreten Falle von einer Funktion f nach- 
gewiesen werden, daB sie sich in einem gewissen Gebiete wie eine ratio- 
nale verhalte, so kann dies, wenn es sich um eine Funktion einer Ver- 
iinderlichen handelt, vornehmlich auf dreierlei Weise geschehen, nim- 
lich indem man zeigt, entweder, daB fiir jede einzelne Stelle des Bereiches. 
das Produkt von f in die Potenz einer gewissen ganzen linearen Funktion 
von 2, oder zweitens, daB daselbst die um eine geeignete rationale Funk- 
tion von « verminderte Funktion /, oder endlich drittens, daB daselbst eine 
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passende gebrochene lineare Funktion von f regular ist. Handelt es sich 
hingegen um eine Funktion f mehrerer Verinderlichen, so werden die 
beiden ersten Wege in den meisten Fiillen ausscheiden miissen, da das 
Auftreten einer auBberwesentlichen singuliren Stelle der Funktion f hier 
im allgemeinen weder durch Multiplikation derselben mit einer ratio- 
nalen Funktion noch durch Subtraktion einer solchen beseitigt werden 
kann, und es bleibt somit von den drei genannten Wegen hier nur 
der letzte iibrig Aber auch dieser kann nicht unmittelbar auf Funk- 
tionen mehrerer Variablen iibertragen werden, und zwar infolge des Vor- 
handenseins der oben erwihnten Gebilde von 2” —4 Dimensionen, in 


welchen weder f noch 7 
genden Untersuchungen dargetan werden, dab die Anwendbarkeit jenes 
Verfahrens durch den erwihnten Umstand keinerlei EinbuBe erleidet: Es 
kimnen niimlich bei dem fraglichen Verfahren Mannigfaltigkeiten von nicht 
hiherer als der (2n — 4)*" Dimension ganz unberiicksichtigt bleiben; m. a. W. 
es gilt der folgende Satz: 

Ist eine beliebige Anzahl] analytischer Gebilde von 2m — 4 Dimen- 
sionen gegeben, und steht von einer analytischen Funktion fest, daB sie 
sich an allen denjenigen Stellen eines Bereiches T, welche keinem jener 
Gebilde angehéren, wie eine rationale verhilt, so verhalt sie sich in T 
durchweg wie eine rationale Funktion. 

Eine etwas schirfere Formulierung dieses Satzes sowie der Beweis 
desselben finden sich, nachdem im § 1 eine kurze Erérterung der grund- 
legenden Begriffe vorausgeschickt ist, im nachfolgenden zweiten Para- 
graphen. Es folgt dann noch in § 3 eine Erweiterung des Satzes, durch 
welche dargetan wird, daB unter gewissen einschrinkenden Voraussetzungen 
selbst Mannigfaltigkeiten von 2m — 2 Dimensionen unberiicksichtigt bleiben 
kénnen.**) 


regular ist*). Es soll nun durch die nachfol- 


§ 1. 
Vorbemerkungen.***) 
1. Es seien z,(y = 1,2,---,m)m unabhingige komplexe Veriinder- 
liche. Von einer GriBe f(x,,---,2,) =—/f(x,) sagt man, sie habe an der 


Stelle (a,) den Charakter einer ganzen rationalen Funktion oder verhalte 


*) Das bekannteste Beispiel fiir diesen Sachverhalt liefert das Jacobische Um- 
kehrproblem. 
™) Wibrend der Drucklegung dieses Aufsatzes erschien eine Abhandlung des 
Herrn E. E. Levi (,,Studii sui punti singolari essenziali delle funzioni analitiche di 
due o pit variabili complesse.* Ann. di Mat. (3) 17 (1910), S. 61), deren Inhalt sich 
mit dem der vorliegenden mannigfach beriibrt. 
***) Zu Nr. i—4 vgl. WeierstraB, Einige auf die Theorie der analytischen Funk- 
tionen mehrerer Veriinderlichen sich beziehende Sitze. §§ 1—3 (Abhandl. a. d. Funk- 
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sich daselbst reguldr, wenn sie fiir alle Stellen (z,) einer gewissen Um- 
gebung | z,— a,| <9, eindeutig definiert ist und durch eine absolut kon- 
vergierende gewodhnliche Potenzreihe von z,—4,,---,2,— a, dargestellt 
werden kann. Dabei kénnen unter den GréBen a, auch einige oder alle 
den Wert co annehmen, wenn festgesetzt wird, daB das Zeichen xz, — co 
gleichbedeutend mit — sein soll. 


Sind f und f, zwei in (a,) regulire Funktionen, so heiBt f ,,an der 
Stelle (a,) durch f, teilbar“, wenn fiir die Umgebung der Stelle (a,) eine 
Relation f = f,f, besteht, wo f/, ebenfalls eine in (a,) regulire Funktion 
bedeutet. (Dies ist offenbar immer der Fall, wenn /f,(a,)+0 ist, hin- 
gegen niemals, wenn f(a,) + 0, f,(a,) = 0 ist.) 

2. Die Funktion f(z,) hat in (a,) den Charakter einer (ganzen oder 
gebrochenen) rationalen Funktion, wenn zwei in (a,) regulire Funktionen 
P(az,) und Q(z,) (von denen die letztere nicht identisch verschwindet) 
existieren, derart, daB fiir alle Punkte der Umgebung, in denen Q(z,) nicht 
verschwindet, die Relation 


P(z,) 


besteht. Werden, was in diesem Falle stets méglich ist, die Funktionen P 
und Q insbesondere so gewihlt, daB nicht beide an der Stelle (a,) durch 
eine und dieselbe, in (a,) regulire und daselbst verschwindende Funktion 
teilbar sind, so heiBt die Darstellung (1) eine fiir die Stelle (a,) redusierte. 

Aus irgend einer fiir die Stelle (a,) reduzierten Darstellung von /(z,) 
erhalt man aile méglichen solchen, indem man Zihler und Nenner mit 
einer und derselben, in (a,) reguliiren und daselbst nicht verschwindenden, 
im tibrigen beliebigen Funktion multipliziert. 

Ist bei der Darstellung (1) P(x,) an der Stelle (a,) durch Q(z,) teil- 
bar (bzw. ist bei der als reduziert vorausgesetzten Darstellung (1) Q(a,) +9), 
so ist f(z,) in (a,) regular. Im anderen Falle heiBt die Stelle (a,) eine 
auBerwesentliche singuldre Stelle (oder ein Pol) fiir die Funktion f(z,), und 
zwar eine solche von der ersten oder der zweiten Art, jenachdem oe in 
(a,) regulir ist oder nicht (jenachdem also in der als reduziert voraus- 


tionenlehre, S. 107 = Werke II, 8. 135) sowie Encykl. d. Math. Wiss. II B 1, Nr. 42 
u. 45. 

Zu Nr. 5: Hurwitz, Verhandlgn. d. Ziir. Kongr., 5S. 104 und Encykl. Il B1, 
Nr. 42. (Wegen der Beweise s. a. meinen Bericht, Jahresber. D. M.-V. 16 (1907), 
8. 235 und 236.) 

Zu Nr. 6: WeierstraB, Allgemeine Untersuchungen iiber 2n-fach periodische 
Funktionen von n Veriinderlichen, Werke III, 8. 97—104 sowie Encykl. II B 1, 
8. 110—111. 


Mathematische Annalen. LXX. 14 
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gesetzten Darstellung (1) P(a,) einen von Null verschiedenen Wert hat 
oder nicht). Im Falle » =1 gibt es nur Pole 1. Art. 

3. Ist die Darstellung (1) eine fiir die Stelle (a) reduzierte, so ist 
sie auch in bezug auf jede in einer gewissen Umgebung U von (a,) ge- 
legene Stelle reduziert, oder, kiirzer gesprochen, im Gebiete U reduziert. 
Die samtlichen in U gelegenen Pole von f(z,) werden also dann durch 
die Gleichung Q(z,) = 0 dargestellt. 

Hieraus folgt weiter: Ist fiir die Funktion f(z,,y) der » +1 unab- 
hiingigen Variablen z,,---, z,,y die Stelle (a,, b) ein Pol, so gibt es, wenn 
y auf eine gewisse Umgebung von b beschriinkt wird, fir f(x,,y) unter 
den Stellen (a,,y) entweder iiberhaupt keinen weiteren Pol, oder diese 
Stellen sind simtlich Pole. Es findet niimlich das eine oder das andere 
statt, jenachdem bei der fiir die Stelle (a,,b) reduzierten Darstellung 
von f(x,, y): pa 
die Funktion Q(a,,y) von y identisch verschwindet oder nicht. 

Alligemeiner: Ist B ein zusammenhiingender Bereich in der y-Ebene 
und hat /(z,,y), solange y dem Innern oder der Begrenzung von B an- 
gehért, fiir siimtliche Stellen (a,,y) den Charakter einer ganzen oder ge- 
brochenen rationalen Funktion, so gibt es unter diesen Stellen entweder 
nur eine endliche Anzahl von Polen oder sie sind simtlich Pole. 

Denn befiinden sich unter jenen Stellen einerseits unzihlig viele 
Pole, andererseits aber auch reguliire Stellen (diese letzteren dann selbst- 
verstindlich ebenfalls in unendlich groBer Zahl), so wiirden diese beiden 
Kategorien von Stellen mindestens eine gemeinsame Hiufungsstelle (a,, 1) 
besitzen miissen (wobei 4 wiederum dem Innern oder der Begrenzung 
von B angehéren wiirde). Diese Stelle miiBte dann notwendig ein Pol 
sein; das Verhalten von f fiir die in der Umgebung derselben gelegenen 
Stellen (a,, y) wiirde jedoch mit dem oben festgestellten im Widerspruche 
stehen. 

4. Ist (a,,b) ein Pol der Funktion f(z,,y) und verschwindet bei der 
zugehérigen reduzierten Darstellung (2) die Funktion Q(a,,y) nicht iden- 
tisch, sondern fiir y= etwa nur von der g*” Ordnung, so liefert die 
Anwendung des WeierstraBschen Vorbereitungssatzes auf die Funktion 
Q(«,,y) die fiir eine gewisse Umgebung von (a,,b) giiltige Relation 


Q(z,, y) = G(z,, y) : E(z,, y): 
Dabei bedeutet G(z,, y) eine fiir z,—a, auf (y—b) sich reduzierende 
ganze rationale Funktion g*" Grades von y, deren héchster Koeffizient 1 
ist, waihrend die iibrigen in (a,) regulire Funktionen der x, sind; €(z,,y) 
ist eine in (a,,b) reguliire und nichtverschwindende Funktion. Dividiert 
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man nun in der obigen reduzierten Darstellung von /(x,, y) Zahler und 
Nenner durch €(z,,y), so erhiilt man eine neue, ebenfalls reduzierte Dar- 
stellung, deren Nenner G(z,, y) lautet. 

5. Ist die Funktion f(z,) fiir alle in einer gewissen Umgebung von 
(a,) gelegenen Stellen (die Stelle (a,) selbst nicht eingerechnet) regulir, 
so ist sie, falls » > 1 ist und dem Zeichen f(a,) ein passender Wert bei- 
gelegt wird, auch in (a,) selbst reguliir. 

Durch zweimalige Anwendung dieses Satzes ergibt sich: 

Nimmt man aus irgend einem Bereiche T des 2mn-dimensionalen 
z,-Raumes eine beliebige Gesamtheit von Stellen hinweg, welche nur eine 
endliche Anzahl von Hiufungsstellen besitzen, und steht von der Funk- 
tion f(z,) fest, daB sie fiir alle tibrig bleibenden Stellen reguliir ist, so 
ist sie fiir jeden inneren Punkt von T regular. 

6. Auf die ausfiihrliche Definition des analytischen Gebildes r*” Stufe 
im Gebiete der GréBen (x,) .braucht hier nicht eingegangen zu werden. 
Es geniigt fiir das folgende zu wissen, daB fiir ein die Stelle (a,) ent- 
haltendes Element eines analytischen Gebildes (n — 2)** Stufe allemal zwei 
Gleichungen von der Form' 


F(z,)=0, G(z,)=0 
angegeben werden kénnen, welche durch samtliche Stellen jenes Elements 
befriedigt werden; dabei bedeuten F’ und G zwei in (a,) regulire und 
daselbst verschwindende Funktionen, welche nicht beide in (a,) durch 
eine und dieselbe Funktion der namlichen Art teilbar sind. (Dabei ist 
es ohne Belang und wird auch im folgenden nicht unterschieden werden, 


ob (a,) jenem Element als ,,regulire“ oder als eine ,dem Gebilde zu ad- 
jungierende singulire Stelle“ angehért.) 


§ 2. 
Ausspruch und Beweis des Satzes. 


Im Gebiete der n+ 1 komplexen Veriinderlichen 2,,---, 2,, y seien 
gegeben ein beliebiger Bereich T*) sowie eine beliebige endliche oder unendlich 
grope Anzahl von analytischen Gebilden (n — 1)* Stufe.**) Die Funktion 


*) Derselbe darf sich auch in beliebiger Weise ins Unendliche erstrecken. Er 
kann also insbesondere bestehen aus allen miglichen Wertsystemen (x,, y) mit oder 
ohne Einschlu8 der im Unendlichen gelegenen. 

**) Im Falle n =1 reduzieren sich die analytischen Gebilde auf je einen Punkt, 
sodaB der Satz folgende Form erhilt: Ist die Funktion f(x,y) in dem aus T durch 
Fortlassung einer endlichen oder unendlich grofen Anzahl isolierter Stellen entstehenden 
Bereiche eindeutig definiert und rationalen Charakters, so besitet f(x, y) diese Higen- 

14* 
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f(&,,+* +> _y ¥) =F (a,, y) sei, soweit sie iiberhaupt im Bereich T definiert 
ist, daselbst eindeutig. 

Fiir jeden inneren Punkt (a,,b) des Bereiches T soll von den beiden 
folgenden Aussagen jeweils mindestens eine als giiltig vorausgesetzt werden: 

a) f(z,, y) hat in (a,,b) den Charakter einer (ganzen oder ge- 
brochenen) rationalen Funktion. 

b) Diejenigen Bestandteile der gegebenen analytischen Gebilde, welche 
innerhalb einer gewissen Umgebung von (a,, b) gelegen sind, 
kinnen insgesamt durch eine endliche, mindestens Eins be- 
tragende Anzahl von Elementen dargestellt werden, und der Punkt 
(a,, 6) gehirt jedem dieser Elemente auch selbst an. 

Alsdann gilt notwendig die Aussage a) fiir alle inneren Punkte von T. 

Diejenigen inneren Punkte von T, fiir welche die Giiltigkeit von a) 
nicht vorausgesetzt wird, sollen im folgenden der Kiirze halber als 
»Punkte L“ bezeichnet werden. 

Beweis. 1. Wir fassen irgend einen Punkt L ins Auge und nehmen 
an, seine Koordinaten seien simtlich null. Es ist nachzuweisen, da fir 
ihn die Aussage a) gilt. 

Der Aussage b) gema8 werden innerhalb einer gewissen Umgebung U 
dieses Punktes die gegebenen analytischen Gebilde durch eine endliche 
Anzahl von Elementen [, (a =1, 2,---) dargestellt, von denen jedes den 
betrachteten Punkt enthiilt. Jedem dieser Elemente entsprechen zwei 
Gleichungen 
(1) F,(z,,y)=9, G,(2,,¥) = 0, 


wobei F’, und G, zwei im Nullpunkte regulire und daselbst verschwin- 
dende Funktionen bedeuten, welche nicht beide im Nullpunkt durch eine 
und dieselbe Funktion der namlichen Art teilbar sind. 

Man kann annehmen, daB von den 2k Funktionen F,(0, y) und 
G,(0, y) keine identisch verschwinde, sowie ferner, daB es innerhalb U 
Stellen (0, y) gebe, fiir welche f(x,, y) regulir ist. Sollte dies nimlich 
nicht von vornherein der Fall sein, so laBt es sich durch Vornahme einer 
homogenen linearen Transformation der unabhingigen Variablen «,, y in 
folgender Weise erreichen. 

Es bezeichne (z,, y’) einen beliebigen Punkt innerhalb U, fiir welchen 
keine der Funktionen F’, (x,, y) oder G,(a,,y) verschwindet; alsdann sind in 
einer gewissen (innerhalb U gelegenen) Umgebung U’ dieses Punktes jene 
Funktionen ebenfalls noch bestindig von null verschieden. Fiir jeden Punkt 
von U" gilt demnach die Aussage a) und es gibt daher in U’ gewiB auch Punkte, 


schaften auch im vollen Bereiche T. (Dieser Ausspruch bleibt auch fir n> 1 giiltig, 
bedeutet jedoch dann nur einen Spezialfall des im Text ausgesprochenen Satzes.) 
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fiir welche f(x,, y) regular ist; irgend ein solcher werde mit (27, y’) be- 
zeichnet. Fiihrt man nun vermége einer homogenen linearen Transfor- 
mation neue Koordinaten (§,, 7) derart ein, daB fiir den letztgenannten 
Punkt die &, gleich null werden, so ist damit offenbar das gewiinschte 
erreicht. 

Wir denken uns diese lineare Transformation bewerkstelligt, bezeichnen 
jedoch hinterher die Variablen wieder mit (z,, y), ebenso diejenigen Be- 
reiche im Gebiete der neuen Variablen, welche den Bereichen T und U 
entsprechen, ebenfalls wieder mit T und U und behalten auch fiir die 
Funktionen jener Variablen ihre bisherige Bezeichnung bei. Auf das Er- 
gebnis der hier vollzogenen linearen Transformation ist es selbstverstindlich 
ohne EinfluB, wenn nachher noch eine homogene lineare Transformation 
bloB der » Variablen x, ausgefiihrt werden sollte. 

2. Da F’,(0, y) und G,(0, y) nicht identisch verschwinden, so Jassen 
sich nach dem WeierstraBschen Vorbereitungssatze die beiden dem Ele- 
ment [, entsprechenden Gleichungen (1) in einer gewisser Umgebung des 
Nullpunktes durch die folgenden ersetzen: 


2) x+ny tte +9,—9, Ytoyytt+---+4,=0, 
wobei die g und yw gewdhnliche Potenzreihen der (#,) ohne konstantes 
Glied bedeuten. Die Eliminationsresultante R,,(x,) dieser beiden algebraischen 
Gleichungen besitzt daher ebenfalls diese Eigenschaften, und zwar ver- 
schwindet sie nicht identisch, da andernfalls*) die beiden ganzen ratio- 
nalen Funktionen von y einen gemeinsamen Teiler von der nimlichen 
Form besifen, im Widerspruch zu den oben erwahnten Eigenschaften 
von F’, und G,. 
Infolgedessen kann man nun, wenn unter den kn Funktionen 


R,(%,,9, vas *, 0), R, (0, %y** -, 0), ; ne R,(O, 0, “<7 Xn) 
(a=1,2,---,k) 


eine oder mehrere identisch verschwinden sollten, eine homogene lineare 
Transformation der Variablen x, vornehmen, durch welche dieser Umstand 
beseitigt wird.**) Diese Transformation denken wir uns bewerkstelligt, 
bezeichnen jedoch die transformierten Variablen hinterher wieder mit 2, 
und behalten auch sonst die bisherigen Bezeichnungen wiederum unver- 
andert bei. 


*) Vgl. WeierstraB, Abh. a. d. Funktionenl., 8. 120—126 — Werke IJ, 8. 147—161. 

**) Vgl. WeierstraB, Abh. a. d. Funktionenl., 8S. 113 = Werke II, 8.140. (Es 
handelt sich dort allerdings nur um die Erfiillung einer derartigen Bedingung; auf 
demselben Wege lassen sich aber offenbar auch die kn Bedingungen des Textes 
erfiillen.) 
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Legt man jetzt einer beliebigen unter diesen m neuen Variablen z, vor- 
tibergehend das Zeichen X bei und bezeichnet die m — 1 iibrigen mit X,, 
so lehrt die Anwendung des Vorbereitungssatzes auf die Funktion R,(z,) 
unter Bevorzugung der Variablen X unmittelbar, daB es in der Umgebung 
von (z,) (0) zu jedem Wertsystem X, nur eine endliche Anzahl von Werten 
X gibt, welche der Gleichung R, = 0 geniigen, und daher auch in der 
Umgebung von z,=y=0 nur eine endliche Anzahl von Wertsystemen 
(X, y), welche die Gleichungen (2) oder (1) (nachdem in denselben die 
Variablen ev. der linearen Transformation unterworfen worden sind) be- 
friedigen. 

Alles Bisherige zusammengefaBt, haben wir es also durch homogene 
lineare Transformationen der unabhiingigen Variablen erreicht, erstens, 
daB es im Bereiche U eine Stelle (0, y,) gibt, fiir welche f regulir ist, 
zweitens, daB von den Funktionen F',(0, y) und G,(0, y) keine identisch 
verschwindet, endlich drittens, daB es in einer gewissen (innerhalb U ge- 
legenen) Umgebung U, des Nullpunktes zu jedem gegebenen Wertsystem 
(%y, %,--+*,%,) oder auch (#,, 2,,---, %,) usf. nur eine endliche Anzahl 
von Punkten (z,, y) gibt, welche irgend einem der Gleichungspaare (1) 


geniigen, und somit auch héchstens eine endliche Anzahl von Punkten der 
Gesamtheit L. 


3. Da F,(0,y) und G,(0,y) nicht identisch verschwinden, so kann 
es im Bereiche U unter den Stellen (0, y) nur isolierte geben, welche zur 
Gesamtheit LZ gehéren; dieselben seien mit (0,7) bezeichnet. (Unter ihnen 
befindet sich die Stelle (©, 0).) 

Was diejenigen Punkte (0, y) im Innern des Gebietes U betrifft, fiir 
welche y keinem der Werte 7 gleich ist, so kénnen diese fiir die Funktion 
f(x,, y) reguliire Stellen oder auch Pole sein. Sie kénnen jedoch keines- 
falls simtlich Pole sein, da sich nach dem Vorhergehenden unter ihnen 
die regulire Stelle (0, y,) befindet. Bezeichnet man daher eine beliebige 
der hier betrachteten Stellen mit (0, y,) und ferner diejenigen unter ihnen, 
welche Pole sind, mit (0,7), so kann y, nicht Hiufungsstelle der 7 sein. 
Zeichnet man namlich in der y-Ebene einen zusammenhingenden Bereich 
B, dessen Inneres und Begrenzung nur aus Punkten y der hier betrachteten 
Art*) besteht und welcher insbesondere in seinem Innern die Punkte y, 
und y, enthilt**), so kann es, da (0,y,) regulire Stelle ist, nach § 1 


*) D. h. aus solchen Punkten y, fiir welche (0,y) im Innern von U gelegen ist, 
und welche mit keinem der Punkte 7 zusammenfallen. 

**) DaB es zusammenhiingende Bereiche dieser Art wirklich gibt, iibersieht man 
sofort, wenn man in Nr. 1 den Bereich U (in bezug auf die urspriinglichen Variabeln) 
z. B. in der Form |z,'<a,, |y|<(f annimmt. Diejenigen Werte der transformierten 
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(Nr. 3) nur eine endliche Anzahl von Polen (0,y) geben, fiir welche y 
zu B gehért; m. a. W. es gibt in B nur eine endliche Anzahl von Punkten 
y, und somit kann y, nicht Hiufungsstelle derselben sein. 
Es mégen jetzt zwei positive Zahlen r und s so klein gewihlt werden, 
daB der Bereich 
lni<r, lyl<s 


noch ganz innerhalb U, (und daher auch innerhalb U) gelegen sei, und 
ferner, daB der Kreis | y|<s auBer seinem Mittelpunkt keinen der Punkte 
m enthalte. Die dem Kreis |y|<s angehérigen Punkte 7 kénnen als- 
dann héchstens den Mittelpunkt als Hiaufungsstelle besitzen und es ist 
daher méglich, um y=O0O einen Kreis mit einem Radius 6<s zu be- 
schreiben, dessen Peripherie durch keinen der Punkte 7 hindurchgeht. 

Die Funktion f(x,,y) ist alsdann fiir alle Punkte (0, y) regulir, 
welche der Bedingung |y| = geniigen, und es laBt sich infolgedessen*) 
eine positive Zahl @ <r angeben, derart, dab f(x,,y) auch noch fiir alle 
Wertsysteme |x,|<o, |y |= 6 regular ist. 

Alle nachfolgenden Betrachtungen werden sich nur noch auf den 
(innerhalb U, gelegenen) Bereich 

iz,|<e, \y|<e 
beziehen, den wir U, nennen wollen. 

4. Es mége im folgenden jedes den Bedingungen 2, < geniigende 
Wertsystem (x,) von der Art, daB keiner der Punkte (z,, y) (\y| <6) zur 
Gesamtheit L gehért, kurz ein ,gewdhnliches“ Wertsystem (#,) genannt 
werden. Um ein solches zu erhalten, kann man nach Nr. 2 »—1 der 
Veriinderlichen x, beliebige (den Bedingungen |z,! < 9 geniigende) Werte 
beilegen, wiihrend alsdann fiir die »” Variable ev. eine endliche Anzahl 
von Werten auszuschlieBen ist. 

Es bedeute (x,) = (a,) irgend ein derartiges gewéhnliches Wertsystem. 
Unter den Punkten (a,, y) gibt es dann iiberhaupt keinen Pol, fiir welchen 
\y| = ist, (da nach Vorigem diese Stellen simtlich reguliire sind), und 
héchstens eine endliche Anzahl von Polen, fiir welche |y|<o ist (da 
andernfalls nach § 1, Nr. 3 alle Stellen (a,, y) (\y| <6) Pole sein miiBten). 
Die y-Koordinaten dieser Pole mégen mit b’, b”, - - -, ™ bezeichnet werden, 
wobei jedoch jeder dieser Werte so oft aufgefiihrt sei, als die Multiplizitat 


Variabeln y, fiir welche (0, y) dem transformierten Bereiche U angehért, erfiillen dann 
niimlich wiederum einen Kreis um den Nullpunkt. 

*) Die gegenteilige Annahme wiirde, da jede Hiiufungsstelle von singuliren 
Stellen ebenfalls eine solche ist, unmittelbar zu einem Widerspruche fiihren. (Direkter 
Nachweis auch mittels des sog. Heine-Borelschen Theorems, (Schinflies, Punktmannig- 
faltigkeiten II (1908) S. 77; des Verf. I.-Diss., Miinchen 1903, 8. 56.) 
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des entsprechenden Poles im folgenden Sinne betrigt: Ist b irgend einer 
dieser Werte und ist h(z,,y) der Nenner bei irgend einer reduzierten 
Darstellung von f(x,, y) fiir die Umgebung von (a,, b), so soll als Multi- 
plizitaét dieses Poles die Ordnung des Verschwindens der Funktion h(a,, y) 
fiir y=» angesehen werden.*) 

Dies festgesetzt, bilden wir die m elementaren symmetrischen Funk- 
tionen der GréBen b’, b”, -- -, b™ 


S, =>, S, = wow, “<— katy, 
wahrend S, den Wert 0 bedeute, sobald u > m. 

Die GréBen S, = S,(a,) (w=1,2,---) sind fiir jedes gewdhnliche 
Wertsystem (a,) eindeutig definiert; wir weisen nach, daB sie, als Funk- 
tionen S,(x,) der x, betrachtet, fiir jedes gewdhnliche Wertsystem (x,) = (a,) 
auch regulir sind. 

Es bedeute, wie bisher, (a,) irgend ein gewéhnliches Wertsystem; 
die verschiedenen unter den zugebérigen GriBen Db’, b”,---,b™ médgen 
b,, by, --- genannt werden, und die zugehérigen Multiplizitiiten seien q,,q,,-*' 
sodaB g, + q,+-::-=m. Ist h(x,, y) der Nenner bei irgend einer redu- 
zierten Darstellung von f(7,, y) fiir die Stelle (#,) = (a,), y= b,, so ver- 
schwindet h(a,, y) fir y=b, von der Ordnung g; und demnach gibt es 
nach § 1, Nr. 4 fiir die Stelle (a,, b,) auch eine reduzierte Darstellung 
von der folgenden Form: 


. §;(2,, y) 
(3) f(t, y) = G,(z,, y)’ 


wobei &, in bezug auf y eine ganze rationale Funktion vom Grade q, mit 
dem héchsten Koeffizienten 1 ist. Mit 


|z, —@,|Se@;; ly—b,|\<6, 


werde ein noch ganz im Innern von U, gelegenes Gebiet bezeichnet, in 
welchem %, und @, regulir sind und die Darstellung (3) noch durch- 
weg reduziert ist. Die 6, mégen dabei iiberdies so klein gewihlt sein, 
daB die Kreise | y — b,| << 6; (¢=1,2,---) einander ausschlieBen. 

Da f(z,, y) fiir alle Wertsysteme (a,, y) regular ist, welche die Un- 
gleichungen |y| <6, |y— b,|> 6, (é=1,2,---) gleichzeitig befriedigen, so 


*) Nur wenn (a,, b) ein Pol 1. Art ist, stimmt die so definierte Multiplizitat 
mit der des Poles y= b der Funktion /f(a,, y) iiberein; ist (a,, b) ein Pol 2. Art, so 
ist die erstere Zahl stets gréBer als die letztere, sofern y=—b itiberhaupt noch ein 
Pol von f(a,, y) ist. — Da8 die Multiplizitit von der speziellen Wahl der reduzierten 
Darstellung unabhingig ist, folgt unmittelbar aus § 1, Nr. 2. 
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ist*) dasselbe der Fall fiir alle Wertsysteme (x,, y), welche den Be- 
dingungen |z,—a,| <@, |y|<o, |y —0,| >, genligen, wobei g, eine 
gewisse positive Zahl bedeutet, die wir zugleich kleiner als alle g, an- 
nehmen wollen. Da f(z,, y) iiberdies sich in jedem der (soeben aus- 
geschlossen gewesenen) Gebiete |z,—a,| <a, |y—b,| <6, gemaB Glei- 
chung (3) wie eine rationale Funktion verhilt, so gilt das letztere auch 
fiir das volle Gebiet |z,—a,|<o, |y|<o. 

Um die in diesem Gebiet gelegenen Pole von f aufzufinden, werde 
irgend ein dem Gebiete angehérendes Wertsystem (z,) ins Auge gefabt. 
Die Werte y, fiir welche (z,, y) Pole sind, kénnen dann nur in den Ge- 
bieten y — b,| <6, liegen und zwar stimmen sie in jedem dieser Gebiete 
mit den Wurzeln der entsprechenden Gleichung ©,(z,, y)=0 sowohl 
ihrem Werte als auch ihrer Multiplizitit (in dem oben definierten Sinne) 
nach iiberein. In ihrer Gesamtheit stimmen sie also tiberein mit den 


Warzeln der Gleichung 
] ] G,(z,, y) =O. 
é 


Ihre Anzahl ist daher wiederum > 4 =m und es gilt fiir |z,—a,| < 9, 
die Identitit 


(4) -y™@—S,(a,)y"-* + --- + (— "8, @,) = [ JG, »), 


welche zeigt, daB die S,(x,) fiir (w,) = (a,) regular sind. Zugleich ist er- 
sichtlich, daB die Zahl m in der Umgebung jedes gewoéhnlichen Wert- 
systems (z,) konstant ist und daher iiberhaupt fiir jedes gewéhnliche 
Wertsystem einen und denselben unverinderlichen Wert hat. 

5. Daraus, daB die Funktionen S(z,) fiir jedes gewéhnliche Wert- 
system regular sind, laBt sich leicht schlieBen, daB sie im Gebiete |z,|<@ 
tiberhaupt regular sein miissen. 

Legt man nimlich 2, 7,,---,, irgendwelche (den Bedingungen 
|\a,|<@ gentigende) spezielle Werte bei, so sind alle Wertsysteme (z,), 
abgesehen von einer endlichen Anzahl, gewéhnliche. Es wird also dann 
S(a,) eine Funktion von 2,, welche im Gebiete |z,|<@ reguliir ist, 
abgesehen von héchstens einer endlichen Anzahl von Stellen. Da aber, 
wie aus der urspriinglichen Definition der Funktion S hervorgeht, ihr 
absoluter Betrag fiir alle gewéhnlichen Wertsysteme (z,) bestiindig unter- 
halb einer endlichen Schranke N verbleibt, so mu8 S, als Funktion von z, 
betrachtet, auch im vollen Gebiete | z,|< g regulir sein. 

Die Funktion S(z,) ist also im Gebiete |z,|<@, sobald » —1 der 
Variablen spezielle Werte beigelegt werden, eine reguliire Funktion der n‘**; 


*) Wie S. 215, Note *). 
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tiberdies gilt in diesem Gebiete durchweg |S(z,)|< N. Dann ist aber 
nach einem Satze des Herrn Osgood*) S(x,) eine im Gebiete |z,|< 0 
reguliire analytische Funktion der » unabhiingigen Variablen z,. 

6. Setzt man jetzt 


"= S,(z,)y"—" sh (— 1)"8,,(Z,) = Q(z,, y) 
und 


(5) f(z, y) F Q(z,, y) — P(z,, y); 


so ist Q(zx,, y) fiir |z,|<@ und alle endlichen y regulir. Von P(z,, y) 
weisen wir nach, daB es fiir |z,|< 9, |y| <6 ebenfalls regular sein mub. 
Fiir alle diejenigen Stellen dieses Gebietes, fiir welche f(z,, y) regular ist, 
ist dies selbstverstindlich. 

Betrachtet man zunichst wieder irgend ein gewdhnliches Wertsystem 
(x,) = (a,) und bezeichnet die zugehérigen Pole wieder mit (a,, b;), so ergibt 
sich aus (3), (4) und (5) die in einer gewissen Umgebung von (a,, b,) 
giiltige Beziehung 


8 @,,y) 
P(x,, y) = jc.) ' T[s., Y); 


aus welcher unmittelbar hervorgeht, daB P(z,, y) fiir die Stelle (a,, b,) 
und somit auch fiir alle Stellen (a,, y) des ins Auge gefaBten Gebietes 
regular ist. 

Es mége nun 2,', z;,-+--, 2, ein System beliebiger Werte bedeuten, 
deren absolute Betrige kleiner als @ sind. Irgend eines der zugehérigen 
(héchstens in endlicher Anzahl vorhandenen) nichtgewéhnlichen Wertsysteme 
werde mit (£, 2,',---, 2) bezeichnet. Es gibt dann im betrachteten Ge- 
biete eine endliche Anzahl von Punkten (&, 2,’, ---, 2, y), welche zur Ge- 
samtheit ZL gehéren; die y-Koordinaten derselben mégen »,, 7, --- lauten. 

Diejenigen Punkte (&, 2,’,---, 2:, y) (y <6), fiir welche y keinem 
der Werte 7, gleich ist, sind fiir die Funktion f reguliire Stellen oder 
Pole, insbesondere diejenigen, welche der Bedingung |y| =o geniigen, 
gemaB Nr. 3 simtlich regulire Stellen. Bezeichnet man daher die 
y-Koordinaten der unter den genannten Stellen befindlichen Pole mit 7, 
so kénnen die Werte 7 nach § 1 (Nr. 3) zu Hiiufungsstellen héchstens 
die », haben. Da nun die Funktion P(x,, 2,',---, 2,, y) der beiden 
Variablen z, und y im Gebiet 2, <9, y|<o aufSer fiir die Stellen 
von der Art (€, 7) und (&, 7.) (wobei € eine endliche Anzahl von Werten 
annehmen kann und die ¥ und y, von & abhiingen) sicher regulir ist, die 
eben genannten Stellen aber héchstens eine endliche Anzahl von Haufungs- 


*) ,Note iiber analytische Funktionen mehrerer Veriinderlichen“. Math. Ann. 52 
(1899), S. 462. 
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stellen besitzen kénnen (nimlich die Stellen (€, 7,)), so ist nach § 1 (Nr. 5) 
die genannte Funktion fiir |2,|< @, |y|< 6 durchweg regulir. 

Hiernach stellt im Gebiete |z,|< e, |y| <6 die GréBe P(z,, y) eine 
regulire Funktion von x, oder von y dar, falls den jeweiligen » iibrigen 
Variablen irgendwelche unveriinderliche, dem Gebiet angehérige Werte 
beigelegt werden; in analoger Weise aber natiirlich auch eine regulire 
Funktion von x,, 2,,--- oder z,. Infolgedessen*) ist aber P(x,, y) auch 
eine im genannten Gebiet regulire analytische Funktion der » + 1 unab- 
hingigen Variablen (z,, y). 

Da nun P und Q fiir |z,' <<, |y| << regulir sind, so hat gemiB 
Gleichung (5) f(z,, y) im diesem Gebiete, speziell also im Nullpunkt 
den Charakter einer ganzen oder gebrochenen rationalen Funktion, und 
zwar auch dann, wenn man vermége einer homogenen linearen Trans- 
formation zu den urspriinglichen Variablen zuriickkehrt. Dies aber war 
es, was nachgewiesen werden sollte.**) 


§ 3. 
Erweiterung des vorhergehenden Satzes. 


Der im Vorigen bewiesene Satz gestattet noch folgende betriichtliche 
Erweiterung. 


Die Gesamtheit der Stellen Z, an welchen iiber das Verhalten der 
Funktion f(«,, y) nichts vorausgesetzt zu werden brauchte, war im wesent- 


*) Math. Aunalen 62 (1906), S.19—20. (Die Anwendung dieses Satzes liBt 
sich tibrigens vermeiden, indem man wie am Schlusse von § 3 verfihrt und dem- 
entsprechend den in Anm. *) auf 8. 222 zitierten fleichter zu beweisenden] Satz zur 
Anwendung bringt.) 

**) Ist der Bereich T, wie hier angenommen sei, insbesondere so beschaffen, 
da8 er aus allen Punkten (x,, y) besteht, fiir welche 2, einem gewissen (festen) Be- 
reich 7’, der x,-Ebene (vy = 1, 2,---,), ebenso y einem Bereich 7 der y-Ebene an- 
gehdrt, so li8t sich nach Untersuchungen von Poincaré (Acta Math. 2, 22 und 26) 
und Cousin (Acta Math. 19) jede in T=(7,, 7’) sich rational verhaltende Funktion 
als Quotient zweier in T regulirer Funktionen darstellen. Nennt man nun den aus 
T durch Wegnahme eines oder mehrerer analytischer Gebilde (n — 1)‘ Stufe ent- 
stehenden Bereich T’, so folgt dann weiter aus dem im Texte hewiesenen Satze, dab 
auch jede in T’ sich rational verhaltende Funktion daselbst als Quotient zweier 
regulirer Funktionen darstellbar sein mui. Ebenso ergibt sich aber auch umgekehrt 
aus letzterem Satze wiederum leicht derjenige des Textes (nimlich durch bloBe An- 
wendung des Satzes von der Unmdglichkeit isolierter singulirer Stellen, ihnlich wie 
in Nr. 6 dieses Paragraphen). WiiSte man also bereits, daB auch fiir ein Gebiet von 
villig beliebiger Beschaffenheit (and daher speziell fiir ein Gebiet von der Form T’) 
der Satz gilt, daB jede daselbst sich rational verhaltende Funktion als Quotient zweier 
regulirer Funktionen darstellbar sei, so wiirde sich hieraus ebenfalls sofort ein 
Beweis fiir den Satz des Textes ergeben. Tatsiichlich ist jenes aber meines Wissens 
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lichen dadurch charakterisiert, daB (wenigstens in der Umgebung jeder 
einzelnen Stelle des Bereiches) jedem ,nichtgewéhnlichen“ Wertsystem 
(x,) = (a,’) (§ 2, Nr. 4) nur eine endliche Anzahl von Punkten (z,’, y) der 
Gesamtheit Z entsprechen durfte. Der Satz bleibt aber auch dann noch 
richtig, wenn die einem ,,nichtgewéhnlichen“ Wertsystem (z,’) ent- 
sprechenden Werte y, statt auf eine endliche Anzahl beschrinkt zu sein, 
einen beliebigen (jedoch ganz im Inneren des betrachteten Gebietes ge- 
legenen) zweidimensionalen Bereich erfiillen. Der Satz nimmt alsdann die 
folgende Gestalt an: 

Im Gebiet der n +-1 komplexen Veriinderlichen (x,, y) sei ein beliebiger 
Bereich T gegeben. Mit X sei irgend eine Gesamtheit von Wertsystemen (x”) 
bezeichnet, so beschaffen, daB unter ihnen sich hichstens eine endliche Anzahl 
con Wertsystemen befinden, fiir welche n—1 der Veriinderlichen irgend 
welche gegebenen Werte besitzen. Jedem Wertsystem (a,') von X seien in 
der y-Ebene hichstens eine endliche Anzahl von Bereichen B zugeordnet, 
jedoch so, dap jeder Punkt (x,’, y), fiir welchen y im Innern oder auf der 
Begrenzung eines Bereiches B liegt, innerer Punkt von T sei. Die Gesamt- 
heit der Wertsysteme (x,, y), fiir welche (x,) dem X und y einem der zu- 
gehirigen Bereiche B angehirt, heiBe T,. 

Ist alsdann von einer Funktion f(x,,y) bekannt, da sie fiir alle nicht 
zu T, gehirigen Punkte von T eindeutig definiert und rationalen Verhaltens 
sei, sowie ferner, daB es zu jedem Wertsystem (x,) von X mindestens eine 
(nicht zu T, gehirende) Stelle (a, y) von T gebe, fiir welche f(x, , y) regulir 
ist*), so hat f(x,, y) fiir alle inneren Punkte des Bereiches T den Charakter 
einer rationalen Funktion. 

Wihrend also die Gesamtheit der ausgeschiedenen Stellen friiher 
Mannigfaltigkeiten von 2m — 2 Dimensionen darstellten, so bilden sie hier 
Mannigfaltigkeiten von 2” Dimensionen.**) Reduzieren sich die Bereiche B 


bisher keineswegs festgestellt worden und auf die Schwierigkeiten, die dem Beweise 
eines solchen Satzes entgegenstehen wiirden, habe ich in meinem Stuttgarter Vor- 
trage (Jahresber. D. M.-V. 16 (1907), 8. 237—239) aufmerksam gemacht. 

*) Bilden fiir ein Wertsystem (x}) von X die nicht zu T, gehdrenden 
Punkte (z,’, y) von T mehrere getrennte Bereiche, so soll es in jedem derselben eine 
regulire Stelle von f(x,, y) geben. 

**) Die Beschrinkungen, welchen diese Mannigfaltigkeiten von 2m Dimensionen 
unterliegen, sind jedoch sehr viel weitergehende als im Falle der 2 — 2-dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten. So diirfen beispielsweise fiir die 2n-dimensionalen Mannigfaltig- 
keiten keinesfalls analytische Gebilde n** Stufe gewihlt werden; denn wird ein 
solches dargestellt durch F'(x,, y)=0 (wo F eine in T regulire Funktion bedeutet), 


1 
so verhilt sich im Gebiete T die Funktion f(x,, y) =e’ »” auBerhalb des Gebildes 
wie eine rationale (sogar reguliir), keineswegs aber auf dem Gebilde selbst. 
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auf je einen Punkt, so ergibt sich im wesentlichen wieder der friihere 
Satz. 

Da der Beweis nur in einzelnen Punkten von dem des vorangehenden 
Satzes abweicht, so geniigt es, seinen Verlauf kurz zu skizzieren. 

Wir fassen ein beliebiges zu X gehériges Wertsystem (x,’) ins Auge, 
wobei wir annehmen kénnen, dab vz,’ = «,'---=2, =0 sei. Es geniigt 
den Fall zu betrachten, daB diesem Wertsystem in der y-Ebene ein ein- 
ziger Bereich B entspreche. 

Die Gesamtheit derjenigen Werte y, fiir welche (0, y) ein innerer 
Punkt von T ist, werde mit 7’ bezeichnet. Jeder im Innern oder auf der 
Begrenzung von B gelegene Punkt ist alsdann innerer Punkt von 7. 

Diejenigen Stellen (0, y), fiir welche y zu 7, aber nicht zu B gehért, 
sind fiir f regulire Stellen oder Pole, und zwar gibt es nach Voraus- 
setzung unter ihnen sicher regulare Stellen. Bezeichnet man daher die- 
jenigen unter diesen Stellen, welche Pole sind, mit (0, 7), so kénnen die 
y als Hiaufungsstellen héchstens Begrenzungspunkte von 7 und Be- 
grenzungspunkte von B besitzen. Es ist daher méglich, einen im Innern 
von 7’ gelegenen Bereich B, zu konstruieren, welcher seinerseits B ganz 
in seinem Innern enthilt und dessen (etwa aus einer endlichen Anzahl 
geradliniger Stiicke gebildete) Begrenzung C, nur aus Punkten y besteht, 
welche reguldre Stellen (0, y) von f ergeben. 

Es laBt sich alsdann eine positive Zahl @ angeben, so beschaffen, 
daB erstens alle Punkte (z,, y), fiir welche |z, <o ist und y im Innern 
oder auf der Begrenzung von B, liegt, noch innere Punkte von T sind, 
und daB zweitens alle Punkte (z,, y), fiir welche |z,|<@ und y der 
Begrenzung C, von B, angehért, noch regulire Stellen der Funktion f 
sind.*) 

Der Bereich B, tritt jetzt an die Stelle des Bereiches y <o des 
friiheren Beweises: Jedem ,gewdhnlichen“ (d.h. nicht zu X gehdrigen) 
Wertsystem (z,) des Gebietes |z,|< 9 entspricht, wenn y auf den Bereich B, 
beschrinkt wird, eine endliche Anzahl von Polen (z,, y’),---,(v,, y™), 
und die elementaren symmetrischen Funktionen der Werte y’,---, y¥™ 
sind Funktionen S,(z,) der (x,), welche im Gebiete |7,|<g nicht nur 
fiir jedes gew6hnliche, sondern auch fiir jedes beliebige Wertsystem (z,) 
regulir sein miissen. 

Setzt man daher 


y” — S,(a,)y"-* +--- + (— 1)"S,,@,) = O@,, 9) 
f(2,, y) ‘ Q(z,, y)= P(x,, Y); 


und 





*) Beides ergibt sich mittels des Heine-Borelschen Theorems, vgl. 8.215, Anm. *). 
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so ist P(z,, y) erstens regular fiir alle Punkte (z,, y), fiir welche |z,|<@ 
ist und y der Begrenzung C, von B, angehért (da dies nimlich von 
jedem der beiden Faktoren gilt), zweitens aber auch fiir alle Wert- 
systeme (x,°, y), wobei (z,°) ein einziges (nach Belieben herausgegriffenes) 
der Bedingung |z,° <@ geniigendes gewéhnliches Wertsystem bedeutet 
und y auf den Bereich B, beschriinkt ist. Nach einem allgemeinen 
Satze*) muB dann P(z,, y) auch im vollen Gebiete (|z, <0, B,) 
regulir sein. /f(x,, y) hat demnach an allen Punkten (0, y), fiir welche 
y zu B, gehért, und somit tiberhaupt an allen Punkten (0, y), welche im 
Innern von T liegen, den Charakter einer rationalen Funktion.**) 


Minchen, Marz 1910. 

*) Siehe meine Abhandlung: ,,Einige Folgerungen aus der Cauchyschen Integral- 
formel bei Funktionen mehrerer Veriinderlichen“, Miinch. Ber. 36 (1906), 8S. 238, Satz (B) 
(wobei » = 1, y=» zu wiihlen ist; um genaue Ubereinstimmung zu erzielen, ersetze 
man noch den Bereich |z,|< @ des Textes durch ein Gebiet |x,|<@,, @, < e). 

™) In der WeierstraBschen Abhandlung: ,,Untersuchungen iiber die 2r- fach 
periodischen Funktionen von r Veriinderlichen“ findet sich folgender Ausspruch 
(J. f. Math. 89, 1880, S. 5 = Werke II, 8. 129): ,,.Endlich will ich noch eins erwihnen. 
Wird aus dem Gebiete von r komplexen Verinderlichen u,---w, auf irgend eine 
Weise ein 2r-fach ausgedehntes Kontinuum ausgeschieden, so lassen sich stets ein- 
deutige Funktionen von u,---u, bestimmen, welche sich an allen Stellen im Innern 
dieses Kontinuums, aber an keiner Stelle seiner Begrenzung wie rationale Funktionen 
verhalten. Es treten also die wesentlichen singuliren Stellen einer eindeutigen 
Funktion von r Verinderlichen nicht notwendig vereinzelt auf, sondern es kann viel- 
mehr jedes im Gebiete von r komplexen GrifSen migliche Gebilde der Ort solcher 
Stellen sein.“ Nach den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit kann der erste Teil 
des SchluSsatzes dahin ergiinzt werden, daB fir r>1 wesentlich singulire Stellen 
iiberhaupt niemals vereinzelt auftreten kénnen, wahrend der zweite (als Erlauterung 
des vorhergehenden Satzes aufzufassende) Teil in dieser Allgemeinheit nicht aufrecht 
erhalten werden kann. 
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Uber positive Darstellungen von Polynomen. 
Von 


E. Meissner in Ziirich. 


In der vorliegenden Arbeit werde ich mich mit folgendem Satz be- 


schaftigen: 
Satz: Sei 
(1) f(z) =a +oqa-*+---+4, 
ein Polynom mit reellen Koeffizienten, das der Bedingung geniigt 
(2) f(z)>0 fir «>0. 
Alsdann lapt sich f(x) stets in die Form setzen 
(3) fe) =F 


f, (@)’ 
worin f,(x) und f,(x) Polynome bedeuten, deren siimtliche Koeffizienten 
positiv sind. 

Die Darstellung (3) soll kurz eine positive Darstellung des Polynoms 
f(z) heiBen. Sie bringt die in (2) enthaltene Eigenschaft desselben zur 
Evidenz. 

Dieser Satz soll von Laguerre herriihren, doch ist mir unbekannt, wo 
und wie Laguerre ihn bewiesen hat.*) Herr A. Hurwitz hat ihn in einem 
Seminar vom Jahr 1904 vorgetragen und dort gezeigt, wie man durch 
einen speziellen Ansatz eine positive Darstellung (3) erzielen kann (vgl. 
8. 226, FuBnote). 

Ich werde im folgenden eine sehr allgemeine Methode zur Kon- 
struktion positiver Darstellungen entwickeln. Es handelt sich nach einer 
Reduktion des Problems, die ich von Herrn Hurwitz iibernehme, wesent- 
lich um die Auflésung eines linearen Ungleichungssystems mit positiven 
Unbekannten. Meine Methode besteht darin, durch eine geeignete geo- 
metrische Interpretation das Problem auf die Konstruktion eines gewissen 


*) Die Werke Laguerres scheinen den Satz nicht zu enthalten. 
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konvexen Polygonzuges zuriickzufiihren und diese durch Heranziehung 
einer konvexen Kurve zu volliziehen. 


Im zweiten Teil meiner Arbeit wird die Frage nach der Ausdehnung 
des Satzes auf Polynome von zwei (und damit prinzipiell von beliebig 
vielen) Variabeln in Angriff genommen. Es ist bemerkenswert, daB sich 
eine positive Darstellung bei solehen nur dann erzielen laBt, wenn man 
der Forderung (2) noch verschiirfende Zusatzbedingungen zufigt. 


§ 1. 

Die Hurwitzsche Reduktion des Problems auf die Lisung 

eines Ungleichungssystems. 

Sei f(z) das Polynom (1) mit reellen Koeffizienten, das der Be- 
dingung (2) geniigt; man zerlege es in reelle und im Reellen irreduzible 
(lineare und quadratische) Faktoren. Dann braucht man den Laguerreschen 
Satz nur fiir diese zu beweisen, da das Produkt der positiven Darstellungen 
zweier Polynome eine positive Darstellung ihres Produktes liefert. 


Die linearen reellen Faktoren von f(x) gehéren wegen (2) zu nega- 
tiven Wurzeln 


Em — 1% 


der Gleichung 
f(x) = 9, 


sind also von der Form 
(w—x,) = (4 +|z;}). 


Sie erscheinen sonach ohne weiteres in positiver Darstellung. 
Die quadratischen Faktoren gehéren zu konjugiert komplexen Wurzeln, 
die wir im folgenden stets in die Gestalt setzen 


z= ret'9 r>0, 0<g<a. 
Jene sind also von der Form 


(a—ré%) (x—re-*?) = a — 2arcosg +r’. 


Auch hier sind simtliche Koeftizienten positiv, solange 
7 <9<2 
ist. Man darf sich also im folgenden auf den Fall 


0<9<3 
beschrinken. Um fiir den Faktor 


Q(z) = 2? —2areoesp+r 
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die positive Darstellung zu erzwingen, mu8 ein Polynom mit nur posi- 
tiven Koeffizienten Q,(7) so gefunden werden, daB auch das Polynom 
Q.(z) = Q(x) Q, (x) lauter positive Koeffizienten enthilt. Wir setzen Q,(z) 
und Q,(#) folgendermaBen an: 


Q(z) =a + at Bathe + Sar, 


Qa(z) = 18 (ay + + Seat pee Des amtt + Se amet) 


Hier sind die GréBen a positiv und so zu wihlen, daB die GréBen b eben- 
falls positiv ausfallen. Setzt man noch 


a_,=9, a,,,=9, 


so gilt allgemein 
b, = &_, + & 41 — 2a, cos p fiir k=0,1,---,n 
und man hat daher alles auf die Lésung folgenden Ungleichungssystems 
zuriickgefiihrt: 
&_, + &,,—2a,cosp>0, 
(5) a, >0 k=0,1,2,---,n, 


a_,=0 On 41 = (), 


§ 2. 
Geometrische Interpretation und Lésung des Ungleichungssystems. 


In einem rechtwinkligen Koordinatensystem O(a, y) bezeichne g(p, u) 
die Gerade, die vom Anfangspunkt O den positiv zu rechnenden Abstand p 
besitzt, und die mit der X-Achse den Winkel wu einschlieBt. 
Seien @,_;, %, @&,, irgend drei positive GréBen, m ein Winkel 
zwischen 0 und ° Wir zeichnen die drei Geraden 
a 9(%_1, kp), A= 9(%, k+Dq), 941 = I(M% 1 (k+2)9). 
Die von den Geraden 9,_,, %,, auf g, abgeschnittene Strecke hat die 
Lange 
1 P , b, 
sing (4,_1 +4, —24, cos p) = as 
und zwar gibt diese Formel jene Linge mit dem positiven oder negativen 
Vorzeichen, je nachdem der Anfangspunkt O auf der konkaven oder kon- 
vexen Seite des von den drei Geraden gebildeten Linienzuges liegt (Fig. 1 
resp. Fig. 2). 


Mathematische Annalen. LXX. 15 








Ines 

















-0 
Fig. 1. Pig. 2. 


Wird der Ausdruck a,_, + 4@,,, — 2a,cosg =O, so gehen die drei Ge- 
raden durch einen Punkt. 

Man denke sich nun ein System von GréBen a,, gy, das die Un- 
gleichungen (5) erfiillt, und konstruiere die dazu gehérenden Geraden 


9: = I(%, (k+1))q) k=—1,0,1,---,n+1. 
Je zwei aufeinander folgende Geraden des Polygonzuges 


9-1» Jor Ju ** In+1 
bilden miteinander den Winkel g, die erste und die letzte gehen wegen 
a_,=4,,,=0 durch den Anfangspunkt 0. Die Ungleichwngen 
&_» + %,,—2a,cosp>0 
driicken jetzt einfach die Tatsache aus, daB dieser gleichwinklige Polygon- 
sug P(q) iiberall die konkave Seite gegen den Anfangspunkt zukehrt. 

Es ist evident, da8 auch jeder derartige Polygonzug, der also gleich- 
winklig, gegen O konkav ist, von O ausgeht und wieder dort endet, in 
den Abstiinden a, seiner Seiten von O ein Lésungssystem der Unglei- 
chungen (5) liefert. 

Samtliche Lésungen von (5) ergeben sich somit durch die Konstruktion 
aller Polygonziige P(g). Diese macht weiter keine Schwierigkeiten.*) 


*) Es ergibt sich z. B. sofort der minimale Wert der ganzen Zahl n, fir welche 
(5) bei gegebenem @ Lisungen iiberhaupt besitzt. Man hat das Polygon P(g) so zu 
zeichnen, daB es, von O ausgehend, sich méglichst rasch wieder nach O zu wendet. 
Dies kommt darauf hinaus, mit Ausnahme der ersten und letzten, die Seiten von P(g) 
miglichst klein zu wihlen. Wenn die b, auch den Wert 0 noch annehmen diirfen, 
wird man b,, b,,---,b,—, gleich Null machen, also alle Geraden 


91> G2» Is» Gar ***s Gn 


durch den Schnittpunkt S von g_, und g, gehen lassen. Die gesuchte Minimalzahl n 
bestimmt sich aus 


(2+ 19 <e<(n+2)9; 
denn dann ist g,,, unter dem Winkel (n-++2)qm > 2 zur X-Achse geneigt, und also 
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Man kann aber jedem Polygon P(g) eine Kurve C von folgenden 
Eigenschaften einbeschreiben: 
die erste Gerade von P(g), die man statt durch S durch O gehen lassen darf, ohne 
daB ein b, negativ wird (Fig. 3). Der Polygonzug P(g) wird zum Dreieck (g_,, 9,5 9n+1)s 








Fig. 3. 


dessen eine Ecke S als vielfache Ecke zu zihlen ist. Von den Kveffizienten a ist a, 
willkirlich , 





= oo sin (k +1) k=1,2,--+,n. 
In dem unter (4) mit @Q,(x) bezeichneten Polynom bleiben nur der erste und die 
zwei letzten Koeffizienten von Null verschieden. 

Dies ist die in der Einleitung erwihnte von Herrn Hurwitz angegebene spezielle 
Liésung. 

Ist (wie oben) die Annahme b, = 0 nicht zuliissig, so kénnen die Lésungen mit 
minimalem » aus der vorigen durch Abschleifen erhalten werden. Man hat nur die dort 
in S zusammenfallenden Ecken von P(q) beliebig wenig so auseinander zu zerren, daB 
alle b, >0 werden. Die Minimalzahl nm verandert sich dabei im allgemeinen nicht (Fig. 4). 








oT 


Nur wenn = eine ganze Zahl ist (in welchem Fall das oben erwiihnte Dreieck in 


das Zweieck OS tibergeht), wird man, um alle b, >0 machen zu kénnen, die Zahl n 
um eine Einheit gréSer wihlen miissen. Der minimale Wert n, fiir den das System (5) 
iiberhaupt Lisungen zuli8t, bestimmt sich sonach stets aus den Ungleichungen 


Pig. 4. 


mtice<n+2. 


15* 
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a) C bertihrt der Reihe nach alle Seiten von P(g), 
b) C besitzt einen Kriimmungsradius, der eine stetige Funktion der 
Bogenliinge ist, und nirgends Null oder unendlich wird. 

Umgekehrt sei eine Kurve C mit der Eigenschaft b) gegeben. Man kann 
dann den Punkt 0 so wihlen, daB von ihm aus wenigstens zwei Tan- 
genten ¢,, 4, nach Art der Fig. 5 an C gehen. Man konstruiere nun, 
von ¢, ausgehend, um C herum einen gleichwinkligen Polygonzug P(p) 
mit dem Polygonwinkel g. Die erste Seite desselben, die tiber die 
Tangente ¢, hinausreicht, ersetze man 
durch eine zu ihr parallele Gerade g, , , 
durch O und lasse alle folgenden weg. 
Alsdann hat man einen Polygonzug, der 
eine Lésung des Systems (5) liefert. 
Nimmt der Winkel @ einen zweiten 
Wert g, an, so kann dieselbe Kurve C 
in derselben Weise zur Konstruktion der 
zugehérigen Lésung von (5) verwendet 
werden. Ist der spitze Winkel m, gréBer 
als g, so ist tibrigens klar, dab die zu 
gehérige Lésung auch fiir den Wert 9, 

eine Lésung liefert. 
Fig. 5. Stimtliche Polygonziige P(p) und mit- 
hin alle Lisungen des Systems (5) lassen 
sich also dadurch herstellen, daB man der Gesamtheit aller Kurven C in der 

angegebenen Weise gleichwinklige Polygone umschreibt. 

Wir werden dieses Resultat analytisch zu formulieren haben. 

Sei t(w) die Tangente an C, die mit ¢, den Winkel wu einschlieBt, 
T(u) ihr Beritihrungspunkt, p(w) ihr Abstand vom Punkte 0. Die Funktion 
p(u), die Stiitzgeradenfunktion der Kurve C, charakterisiert ihre Form. 
Der Kriimmungsradius g(u) der Kurve ( im Beriihrungspunkte 7'(u) ist 
gegeben durch den Ausdruck: 


(6) o(u) = p(w) + “PO. 


Damit C unsern Forderungen geniigt, bestimme man p(w) aus der Diffe- 
rentialgleichung (6), in der man fiir o(u) irgend eine stetige positive 
Funktion einsetzt. Die im Integral auftretenden zwei Integrationskon- 
stanten setze man so fest, dab p(w) fiir irgend einen positiven Wert u, 
und fiir «0 verschwindet und fiir zwischenliegende Werte positiv aus- 
fallt (Fig. 6). Dies ist stets méglich. 

Das Ungleichungssystem (5) wird alsdann gelist durch die Formeln 


a, = p((k+)g) k= —1,0, 1,--+,”, 
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wobei der Wert der ganzen Zahl n zu bestimmen ist aus der Relation 
(n+l) p<u,S(n+2)q. 


pa 























Fig. 6. 


Aus diesem Satz ergibt sich die vollkommene Aquivalenz des Ungleichungs- 
systems mit der Differentialungleichung*) 


a? 
p(u) +2 >0. 


§ 3. 
Konstruktion des Darstellungsfaktors eines Gebietes G. 


Um eine positive Darstellung des urspriinglich gegebenen Polynoms 
f(x) zu konstruieren, wird man fiir diejenigen seiner irreduziblen quadrati- 
schen Faktoren Q(x), die nicht nur positive Koeffizienten besitzen, nach 
den angegebenen Methoden die zwei Polynome Q,(z), Q,(x) herstellen. Fiir 
die Q(x) resultieren dann die positiven Darstellungen 

Qs (x) 

Q(z) oF Q, (@) j 
Diese hat man unter sich und mit allen tibrigen Faktoren von f(x) zu 
multiplizieren. Sind /,(x) und f,(~) Zahler und Nenner des so entstehenden 
unechten Bruches, so wird f(a”) durch den Ausdruck (3) positiv dargestellt. 

Die Polynome Q,(x) werden sich im allgemeinen von Faktor zu Faktor 
amdern, da sie von dessen Wurzeln abhingen. 


*) Wenn die Ausdriicke a,_, + a,,, — 2a, cosq in (5) auch noch Null werden 
diirfen , so ist das System (5) Aquivalent mit der Ungleichung 


d*p(u) 
pw) + Pw Do. 
Dem Gleichheitszeichen hier und dort entspricht die Lisung mit minimalem ». Es 
wird dann 
a, 


90) = 5 also a ag tink +1)9. 
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Es soll Aufgabe dieses Abschnitts sein, diese Abhiangigkeit zu beseitigen. 
Wir nehmen an, es seien die GréBen r und m im Faktor 

Q(x) = 2? — 2zrcosp +r’ 
der Beschrankung unterworfen 
{" <r, 


@ y<gacn. 


Hierbei sollen r,,7,, von Null verschiedene positive, endliche, sonst be- 
liebige Zahlen sein. In der komplexen Ebene liegen die Wurzeln des 
Faktors Q(z) also im Innern eines in Fig. 7 angedeuteten kreisférmigen 





Fig. 7. 


und aufgeschlitzten Gebietes G. Wir sagen kurzerhand, Q(x) gehére ins 
Gebiet G. 

Es soli jetzt ein Polynom G(x) mit nur vom Gebiet G, also von r,, r,, 0 
abhiingigen positiven Koeffisienten gefunden werden, sodaB fiir alle ins Ge- 
biet G gehirenden Faktoren Q(x) das Polynom 

K(2) = Q(z) G(2) 
ebenfalls lauter positive Koeffizienten erhilt. G(x) soll der Darstellungs- 
faktor des Gebietes G heifen. 


Wir machen den Ansatz: 
at & Gy 
Ga) =m + ot ae te +e, 


K(x) = agr* + Borat Brat + Pat + Pet 4... + Bor antt + Sent’, 


ie 
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Ferner setzen wir abkiirzend 


t=—- 


Dann ergeben sich fir die 6 die Gleichungen 

By = a,§ — 2a, cos @ , 

B, =a,8*—2a, Ecosp+a, 
B, =a,8—2a, Ecosp+a,, 
B, 1 mag a, §? — 2a,_15 cos p + Ong 
8, = —2a, Ecosp+a,_,. 








Man setze 


Wegen (7) ist dann 
O0<e<E<l. 

Man hat jetzt die «, positiv und derart zu bestimmen, daB siimtliche Un- 
gleichungen 

B,> 9 (k=0,1,---,m) 
erfiillt werden, und zwar fiir jeden Wert von & im Intervall 

e<f<il. 

Dies ist sicher der Fall, wenn wir die «, positiv und aus folgenden Un- 
gleichungen bestimmen: 
% =%F — 2a, cos y =0, 
7, =@%b—2a, Ecosp+a, 20, 
% —=a6—2a, Fcsy+a, D0, 





(9) ele Se 
Yn-1 = %b — 2a,_,Ecosy+a,_.~>0, 
% = 2a, Fosv+a,,D0, 
(e<&<1). 


Denn wegen (7) sind die linken Seiten dieser Ungleichungen kleiner als 
die p. 

Wir werden uns hier nicht damit aufhalten, dieses System allgemein 
aufzulésen, sondern uns mit der Angabe einer speziellen Lésung, die fir 
unsere Zwecke ausreicht, begniigen. 

Wir wihlen zuniichst «, beliebig, etwa 

“=1. 


Alsdann «, gemaB der Ungleichung 


2a, cos wy 2cos wy 
é tf 


a> 
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Endlich 





a, = a cos y*@-» k = 2, 3,-- +n. 
Uber die ganze Zahl » behalten wir uns die Verfiigung vor. 
Nunmehr sind alle « positive Zahlen. Ferner wird 


Yo = & (a, —2**) > (a, —=S*) >0 


é 





und 
Vy, = %_,(a,Ecosy*-!—1)*>0 fir k—1,2,---.m—1. 
Alle Koeffizienten y mit Ausnahme des letzten werden also vermége des 
Ansatzes positiv, mindestens nicht negativ. Fiir den letzten erhalt man 
V7, = &, _,(1—2a,§ cos y**-'). 
Wahlt man also n so groB, dab 


1 
cos y?*-l< =, 
1 


was wegen y>0 stets midglich ist, so wird auch y, positiv ausfallen, 


und es ist das Ungleichungssystem (9) gelist. Damit ist aber auch die 
Konstruktion des Faktors G(x) geleistet. 


Man sieht, daB man seinen Grad um so héher zu wiihlen hat, je 


kleiner y ist; auch werden bei kleinem Wert von vt =e die ersten Koef- 


2 
fizienten «,, «,,--- betrichtlich groBe Werte annehmen. Dies ist aber 
im folgenden unwesentlich. 


§ 4. 


Die Ausdehnung des Laguerreschen Satzes auf Polynome von 
zwei Veriinderlichen. 


Unter einer positiven Darstellung eines Polynoms f(z, y) von zwei 
Variabeln werden wir eine Darstellung desselben von der Form 


—_ &@y 
(10) f(z, y) a h (a, y) 


verstehen, wo /,(z, y), f,(z, y) Polynome in x und y bedeuten, deren saimt- 
liche von Null verschiedene Koeffizienten positiv sind. 
Man kénnte vermuten, daB analog zum Laguerreschen Satze eine 
solche Darstellung stets existiert, sobald 
z>o0, 
> 0. 


(11) fla, y)>O fur 
Dies ist nicht der Fall. 
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Es gestatte f(z, y) die positive Darstellung (10). Seien 1 resp. u 
die héchsten Exponenten der in f(x, y) resp. f,(x, y) auftretenden Potenzen 
von z. Macht man in der aus (10) folgenden Gleichung 


f, (@, y) 

f(z,y) _ a *" 

a f(y) 
a" 


den Grenziibergang zu z= oo, und bezeichnet man mit f(co, y) das 
Polynom in y 


L [ey 
z=0 x 
und analog die iibrigen, so folgt 
fe (Co,y) | 
f, (Co, y) 
Die Polynome rechter Hand sind nicht identisch Null, und alle ihre von 
Null verschiedenen Koeffizienten sind positiv. Sie nehmen daher positive 
Werte an, wenn man fiir y einen positiven Wert eintrigt. 
Jedes Polynom, das eine positive Darstellung zuléiBt, geniigt also der 
Bedingung 
(co, y)>0 fir y>O 
(12) (und natiirlich auch der analogen 
| f(a, ©) >0 fir «r>0. 


Es gibt aber Polynome f(x,y), die die Forderungen (11), nicht aber die 
Ungleichungen (12) erfiillen. 


f(0, y)= 


Beispiel: 
f(a, y) = z(y—1)? +1, 
z>0 
x,y)>1 fir , 
f@y21 fi sent 


f(co,y)=(y—1?=0 fir y=1. 
Fiir derartige Polynome ist also eine positive Darstellung von vornherein 
ausgeschlossen. Soll von einer solchen iiberhaupt die Rede sein, so muB 
man zu (11) die Bedingungen (12) auf alle Fille beifiigen. 


Wir werden etwas weiter gehen, und von f(z, y) die Erfillung folgen- 
der Relationen verlangen: 


Y 0 
a) f(x,y) >0 fir ie , 
(13) b) f(co,y) >0 fir y>D0, 


ce) f(#,0) >0 fir «x D0, 
d) f(co,0)>0 
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Hier bedeutet f(co, co) den Koeffizienten des Gliedes von f(z, y), in dem 
die héchste vorkommende Potenz von z mit der héchsten vorkommenden 
Potenz von y multipliziert ist. Man sieht leicht, daB sich die Unglei- 
chungen (13) durch Homogenisieren in eine einzige Bedingung zusammen- 
fassen lassen. 

Es gilt nun als Verallgemeinerung des Laguerreschen der folgende Satz: 

Satz Jedes Polynom f(x, y) mit reellen Koeffizienten, das die Eigen- 
schaften (13) besitet, lit sich in der Form 


. f, (x, y) 

(10) f(2, y)= f, (a, y) 
positiv darstellen. 

Das Polynom f(z, y), das die Bedingungen (13) erfiillt, habe in z 
resp. y den Grad n, resp. ny. 

Wir ordnen es nach y: 

f(z, 9) = (2) y + a,(z)y—* + - +> + 4,,(2). 

Sei z, eine beliebige reelle Zahl gréBer oder gleich Null. Es sind die 
Wurzeln der Gleichung in y 


f (%; y)=9 
zu untersuchen. Wegen f(z, 00) = a,(x) hat man nach (13c) 
a,(z,) > 0. 
Die Anzahl jener Wurzeln betriigt also stets genau m,. Wir bezeichnen 
sie mit 
(14) y (a), sige Yn, (Xo)- 

Wegen (13a) ist keine derselben positiv reell oder Null. Lait man 
nun z, von O ausgehend stetig alle positiven Werte bis 2* durchlaufen, 
so bewegen sich die », Bildpunkte der Wurzeln (14) nach einem be- 
kannten Satze ebenfalls stetig in der komplexen Ebene. Niemals riickt 
ein Punkt auf die reelle positive Achse, oder in den Nullpunkt oder ins 
Unendliche. Wie gro auch 2* sei, immer kann man daher ein Gebiet G* 
(Fig. 7) wie das im vorigen Abschnitt benutzte angeben, aus dem keine 
der Wurzeln je heraustritt. Andererseits nihern sich mit geniigend grobem 
% die m Wurzeln (14) unbegrenzt den Wurzeln der Gleichung 

f(0°, y) = 0. 
Wegen (13d) sind alle n, Wurzeln derselben im Endlichen, wegen (13b) 
ist keine positiv oder Null. Wiederum kann man also ein Gebiet G** 
derselben Art wie G* angeben, das siimtliche », Wurzeln dieser Glei- 
chung und auch alle diejenigen Wurzeln (14) enthiilt, die zu Werten 
% >I, 
gehéren, wo Z, geniigend groB und positiv ist. 
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Macht man 
ay = Zy 
und konstruiert ein Gebiet G,, das beide Gebiete G* und G** in seinem 
Innern enthialt, was stets angeht, so bleiben die Wurzeln (14) fiir beliebig 
groBes nicht negatives x, im Innern dieses Gebietes. 

Nach den Methoden des vorigen Abschnitts bildet man jetzt den 
Darstellungsfaktor G,(y), der zum Gebiet G, gehért. 

Beachtet man, daB die Anzahl aller quadratischer Faktoren des Poly- 
noms /(2,,y) héchstens gleich [2] ist*), so folgt, daB fir jeden nicht 
negativen Wert von z, das Polynom in y 

f(%o ¥) : al? ly) = Ay(x)y" + A(x) y*-* +--+ Av(@) 
lauter positive Koeffizienten hat. Die Funktionen 
A,(«) i=0,1,--,N 
die in x héchstens vom Grade n, sind, haben also die Eigenschaft 
Af«z)>0 fir 220. 

Die siimtlichen Wurzeln aller Gleichungen 

A(x) = 0 i=0,1,--,N 
liegen deshalb im Innern eines nach Fig. 7 passend gewahlten Gebietes G,. 
Sei G,(x) der Darstellungsfaktor desselben. Dann haben alle Polynome 


A,(2) r a3) i=0, 1,--+,N 
iauter positive Koeffizienten. 
Sonach sind in dem Ausdruck 
Re oft] 
f(a, y) = f(a, y)- G (x) G (y), 
als Polynom in x und in y aufgefaBt, die Koeffizienten siimtlicher Glieder 2/y* 
positiv. 
Setzt man also 4 
fi(% 9) = ale) ' aly, 
— hay) 
f(,y) f(a) 


die gesuchte positive Darstellung von f(x, y). Damit ist die Verallge- 
meinerung des Laguerreschen Satzes bewiesen. 


so erhalt man in 


*) [v] bedeutet die gréBte in » enthaltene ganze Zahl. 
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Uber Kriterien fir Konvergenz und Irrationalitat unendlicher 
Kettenbriche. 


Von 


Herwricu Tietze in Brinn (Mihren). 


Der folgende Aufsatz zerfillt in zwei Teile. Den Ausgangspunkt 
bildet im ersten Teil die Betrachtung jener Entwicklungen einer reellen 
Zahl @ in einen ganzzahligen Kettenbruch, bei denen bei jedem einzelnen 
Schritt der Entwicklung nach Belieben entweder der kleinste positive 
Rest oder der absolut kleinste negative Rest gewahlt wird. Diese Ver- 
allgemeinerungen der regelmaBigen Kettenbruchentwicklung, bei der durch- 
gehends der kleinste positive Rest zu wihlen ist, wurden bereits in ilterer 
Zeit und zwar insbesondere von Lagrange*) behandelt. Dabei ist jedoch 
die Frage nach der Konvergenz des bei irrationalem  erhaltenen unend- 
lichen Kettenbruches, die von Lagrange behauptet, aber nicht ausreichend 
bewiesen wird, ferner die nach dem Werte des Kettenbruches meines 
Wissens bis jetzt nicht allgemein**) durchgefiihrt worden. Das gleiche gilt 
von der Frage, ob fiir die sich ergebenden ganzzahligen Kettenbriiche 


(1) by + ‘ fy (e,= +1) 
: + b +: *. 

die offenbar notwendig erfiillten Bedingungen: 

(2) b,=1; 6,>2, wenn % = — 1 (v= 1,2,---) 


auch zur vollstindigen Charakterisierung hinreichen. Es gelingt leicht, 


*) Lagrange, Additions aux éléments d’algébre d’Euler (uvres, t. VII, 8. 3). 
Nr. 3—13 (deutsch herausgeg. von H. Weber in Ostwalds Klassikern, Nr. 103); vgl. auch 
Additions aux mémoires etc., Remarque III, (Euvres t. Il, p. 622 et suiv.). Die Ab- 
weichungen von der regelmiBigen Entwicklung werden besonders fiir den Zweck der 
Abkiirzung des Entwicklungsverfahrens in Betracht gezogen. Der Fall rationaler o 
in neuerer Zeit behandelt bei Kronecker, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, herausgeg. 
von K. Hensel, 1. Band, 9. Vorl., §§ 3, 4 (S. 113) und K. Th. Vahlen, Journ. f. Math. 115. 

**) Uber speziclle Fille von besonderem Interesse vgl. die in § 1 angefiihrten 
Arbeiten von Hurwitz, Minkowski, Mc Kinney. 
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diese einfachen Fragen unter Heranziehung der von F. Klein*) mitgeteilten 
geometrischen Deutung der Kettenbriiche zu erledigen, die sich also auch 
als anwendbar auf Konvergenz- sowie auf Irrationalititsfragen erweist. 
Nebenbei ergibt sich (2) als hinreichend fiir die Konvergenz jedes Ketten- 
bruches (1) mit beliebigen reellen Teilnennern b,**). 

Der zweite Teil des folgenden Aufsatzes kniipft daran an, daB die 
bei den vorgenannten Konvergenzuntersuchungen angewendeten Betrach- 
tungen teilweise iibertragbar erscheinen auf gewisse reelle Kettenbriiche 


3 by + ot 
ii tied > 9 
die der Bedingung 
(4) = <1 (v= 1,2,-+-) 
gentigen. Besondere Bedeutung kommt dabei dem Falle zu, daB die 
weitergehende Bedingung 

b,|=>\a, +1, 
d. h. jenes Konvergenzkriterium erfiillt ist, das von A. Pringsheim***) auf- 
gefunden und bewiesen worden ist (und zwar nicht nur fiir die hier allein 
betrachteten Kettenbriiche mit reellen, sondern auch fiir solche mit kom- 
plexen Elementen) und fiir das sich so eine einfache geometrische Deutung 
und ein geometrischer Beweisgang ergeben. Durch die Konvergenzbedin- 
gung (2) fiir Kettenbriiche (1) wird es nahegelegt, dariiber hinaus unter 
jenen Kettenbriichen (3), fiir welche 
(5) b,> a,|>0; b,>)a,| +1, wenn a,,,<0 
erfiillt ist, nach Klassen von konvergenten Kettenbriichen zu suchen. 
Durch Abiinderung der Bedeutung der auftretenden geometrischen Figuren 
wird die Konvergenz des zu untersuchenden Kettenbruches auf die eines 
anderen (nicht aquivalenten) mit nichtnegativen Gliedern und Teilzahlern a, , 
die alle gleich +1 sind, zuriickgefiihrt, eines Kettenbruches also, fiir 
dessen Konvergenz bekannte Kriterien zur Verfiigung stehen. Ihre Ver- 
wendung ergibt+) neben anderen Konvergenzkriterien, daB unter den (5) 





*) Géttinger Nachrichten 1895 und ,,Ausgewihlte Kapitel der Zahlentheorie‘, 
Autogr. Vorlesungen, I, herausgeg. von A. Sommerfeld, ,,Einleitung*. 

**) Ein Vorbericht iiber den Inhalt dieses I. Teiles im Anzeiger d. Wiener Akad., 
1909 (Nr. XVD, 8S. 269. 

““*) Sitzungsber. d. bayer. Akad., math.-phys. Ul. 28 (1898) (Uber die Convergenz 
unendlicher Kettenbriiche, § 3). Vgl. auch dieselben Sitzungsber. 35 (1905), S. 359. 
Uber die eine gewisse Ahnlichkeit mit (2) zeigenden Spezialfiille dieses Kriteriums, 
die von 8. Pincherle (1889) und D. Gambioli (1890) aufgestellt wurden, vgl. Enc. (6d 
frang.) t. 1. vol. 1 (14, note 272). 

+) Vgl. einen in den Monatsheften f. Math. u. Phys. erscheinenden Aufsatz 
(Einige Kettenbruchkonvergenzkriterien). 
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geniigenden Kettenbriichen alle jene, fiir die tiberdies simtliche |a,| tiber 
einer von v unabhingigen positiven Zahl liegen, insbesondere also alle 
ganzzahligen konvergieren. Damit lat sich auf diese letzteren der zuerst 
von Pringsheim*) wirklich erbrachte Beweis des Legendreschen Irratio- 
nalititssatzes**) tibertragen und liefert einen Irrationalitiitssatz fiir ganz- 
zablige unendliche Kettenbriiche, der sowohl den Legendreschen als den 
von QO. Stolz***) gegebenen (der sich auf den Fall b, >a,>0 bezieht) 
umfaBt +). 

In einem SchluBabschnitt wird einer Verallgemeinerung der Bedin- 
gung (4), ferner der durch den Jacobischen Algorithmus dargestellten 
Verallgemeinerung der Kettenbriiche und der geometrischen Deutung dieses 
Algorithmus gedacht; endlich darauf hingewiesen, was meines Wissens 
noch nicht geschehen ist, dab die Lehre von den Kettenbriichen im 
wesentlichen zusammenfillt mit der Behandlung einer Folge von Ele- 
menten eines Gebildes erster Stufe, die durch Angabe der Doppelverhilt- 
nisse von je vier aufeinanderfolgenden Elementen bestimmt ist, daB also 
den Kettenbruchalgorithmen ein projektiver Charakter zukommt. 


I. Kettenbruchentwicklungen reeller Zahlen. 


g 1. 


Die im folgenden untersuchten Kettenbruchentwicklungen erhalt man, 

indem man die zu entwickelnde reelle Zahl o darstellt in der Gestalt 
a=-b+7, 
wobei }, eine ganze Zahl und r, eine dem Intervall -1<7r,<1 an- 
gehérende Zahl bedeutet. Sofern @ nicht selbst ganz ist, besteht fir 
diese Zerlegung die Wahl zwischen zwei Arten, von denen die eine einen 
positiven, die andere einen negativen Rest r, liefert}7). Analog werde 
allgemein, wenn r, + 0 ist, 
*) In der erstgenannten Abhandlung, § 4. 

*) Legendre, Eléments de Géométrie, Note IV. Eine neuere deutsche Ausgabe 
dieser Note bei F. Rudio, Geschichte des Problems von der Quadratur des Zirkels. 

***) Allgemeine Arithmetik, 2, S. 297. 

+) Man findet diesen Satz bereits ausgesprochen bei Stern, Journ. f. Math. 11, 
8. 40. Der von Stern gefiihrte Beweis griindet sich jedoch auf die in einem vorher- 
gehenden Teil seiner Abhandlung (Journ. f. Math. 10, 8. 366) ausgesprochene, aber 
nur angeblich bewiesene Konvergenz. Den gleichen Einwinden unterliegt die dort 
gegebene Behandlung der speziellen Fille durchwegs positiver Teilzihler (der Stolzsche 
Fall) und durchwegs negativer Teilzihler. 

++) Die beiden Fille von Lagrange (vgl. Binet, Journ. d. math. 6, 8. 451) als 
»division en dedans* und ,,division en dehors“ oder ,,en excés** unterschieden. 
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|r, | ae: Oy, vr, _— €,0, 


und 


1 

e, a b, + Ty+t 
gesetzt (v= 1,2,---), wobei wieder b, eine ganze Zahl und —1<r,,,<1 
sein soll. Stets und nur dann, wenn @ rational ist, bricht das Verfahren 
ab und liefert einen endlichen Kettenbruch*) 


(6) , o= [655 ral : 
andernfalls erhalt man formal den unendlichen Kettenbruch 


(7) [os i]: 


Aus . > 1 folgt das Erfiilltsein von (2), sowie fiir den endlichen Ketten- 
bruch (6), wenn n> 1 ist: 
(8) b, D2. 


Durch @ und die Festlegung der Vorzeichenfolge ¢,, ¢,, &, - --**) ist 
die einzelne Kettenbruchentwicklung véllig bestimmt***). Auf die in der 
Einleitung erwihnten, bisher genauer studierten speziellen Entwicklungen 
in regelmaBige, in reduziert-regelmaBige, in Kettenbriiche nach nichsten 
Ganzen und auf die allgemeineren ,,A-~Entwicklungen“ fiihren die folgenden 
besonderen Festsetzungen der Vorzeichenfolge der ¢,: a) alle «,-=—-+ 1, 
d. h. anders ausgedriickt O< r,<.1; b) alle «, = —1(—1<r,<0)}); 


*) Beziiglich der im folgenden verwendeten, von Pringsheim eingefiihrten Be- 
zeichnungen vgl. Sitzungsber. d. bayer. Akad. 28 (1898), S. 296 ff. und Encykl. I A 8, 
Nr. 45; Ene. (éd. frang.), t. I, vol. 1 (14, 26). 

**) D. h. durch Angabe der Klasse des Kettenbruches gem&8 der Klassenein- 
teilung Ludwig Seidels (Abhandl. d. math. phys. Kl. d. bayer. Akad. 7 (1855), 8. 575 
[Zusatz bei d. Korr.]. 

**) Es gibt ihrer offenbar fiir jede irrationale Zahl » unendlich viele von der 
Michtigkeit des Kontinuums. Fiir ein rationales o=—p:q ist die Anzahl der Entwick- 
lungen, wie Vahlen (a. a. 0., S. 227) gezeigt hat, gleich q. 

+) Vgl. Enc., 1A 3, 8. 126, 130; Enc. (éd. frang.), t. I, vol. 1 (14), 8. 292, 293 
{fiir spezielle m, nimlich Quadratwurzeln aus ganzen positiven Zahlen, von Stern, 
Abhandl. d. Ges. d. Wiss. zu Gittingen 12, behandelt (Zusatz b. d. Korr.)]. Die 
Festsetzung —1<r, <0 wiirde fiir jede Zahl w einen wnendlichen Kettenbruch, bei 


rationalem  offenbar mit der Periode —s liefern. Diese Kettenbruchentwicklung 


wire also fiir die Anwendung der von G. Cantor (J. f. Math. 84, Ein Beitrag zur 
Mannigfaltigkeitslehre, § 2) angegebenen Methode, die Gesamtheit aller reellen Zahlen- 
n-tupel auf die aller reellen Zahlen umkehrbar eindeutig abzubilden, besonders ge- 
eignet, da sie keine ergiinzende Betrachtung fiir die rationalen Zahlen erforderlich 
macht. 
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c) Festlegung der «, durch die Forderung — : £9< =%); bzw. d) durch 


die allgemeinere Forderung — 1+ 4<¢,_,7,<. 4, wo & = sgn zu setzen 
und unter 4 eine der Bedingung 0 < 4< 1 geniigende Zahl zu verstehen 
ist.**) Der Fall e) der Diagonalkettenbriiche H. Minkowskis***) ist durch 
Festsetzungen, die sich nicht direkt auf die ¢, oder r, beziehen, charak- 
terisiert. Es ist klar, daB durch diese speziellen Fille a) bis e) die Ge 
samtheit der hier in Betracht genommenen Entwicklungen nicht erschépft 
ist, da man leicht Entwicklungen angeben kann, in denen die Reste r, 
(bzw. ¢,_,7,) nicht wie bei a) bis d) sich in ein Intervall der Linge 1 
einschlieBen lassen und die auch keine Diagonalkettenbriiche sind. +) 

Die allgemeinen hier besprochenen Kettenbruchentwicklungen ++) mégen 
bisweilen zur Abkiirzung ,,unregelmaéBige* genannt werden und darunter 
im weiteren Sinne auch der Spezialfall a) mit gemeint werden. Es ist 
zuniichst zu zeigen, daB jeder durch eine solche Entwicklung erhaltene 
Kettenbruch (7) konvergiert; dann, dab @ sein Wert ist. 


> & : aie Acta math. 12 (1889). Diese Entwicklung ist fiir spezielle Irra- 
tionalithten @ (Quadratwurzeln aus rationalen Zahlen) vorher von C. Minnigerode, 
Géttinger Nachr. 1873, 8. 160 behandelt, fiir rationale w schon friiher hiufig erwaihnt 
worden. Durch die im Text angegebene Ungleichung fir r, ist die Hurwitzsche 
Festsetzung nicht ganz genau wiedergegeben, was durch die von Hurwitz gewiihlte 
Form des Kettenbruches mit lauter Teilzdhlern — 1 (statt der hier gewihlten Form 
mit positiven Teilnennern) hervorgerufen wird. Genau wiire zu schreiben 


1 pes 
FSM ae Bn < SE, 


was jedoch nur fiir die Entwicklungen gewisser rationaler Zahlen einen Unterschied 
in den letzten Gliedern bedeutet. Eine analoge Bemerkung wiire aus dem gleichen 
Grunde bei der unter d) angefiihrten Ungleichung zu machen. 

™) Th. E. Mc Kinney, Americ. Journ. of Math., vol. 29 (1907). Die Arbeit kniipft 


an die vorgenannte von Hurwitz an, in der die Spezialfalle 4 = ; (s. 0.) und 4 = — 
(,,Kettenbruchentwicklung zweiter Art‘) behandelt sind. Andere Verallgemeinerungen 
von ¢), bei denen die Intervalle fiir : , denen dasselbe b, entspricht, zum Unter- 


schiede von d) siimtlich gleichartig sind, ergeben sich durch eine Forderung von 


einer der Gestalten 1 —1s7r,<4, 2° —1<r, <2, unter 2,2’ Zahlen der Intervalle 
0<451, 0<2'’ <1 verstanden. 


***) Math. Ann. 54 (1900) und ,,Diophantische Approximationen“, II. Kap., §§ 6—10. 
+) Z. B. jede mit 14 + mite beginnende Entwicklung einer Zahl « 


zwischen : und 2, wie etwa = 1+ —— . 


+t) Andere Entwicklungen, die Sa nicht inbegriffen sind, betrachtet Stolz, 
Allgemeine Arithmetik 2, 8. 298. 
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§ 2. 


Fiir die Zahler A, und Nenner B, der Naherungsbriiche eines Ketten- 
bruches (6) oder (7) bestehen die bekannten Rekursionsformeln 


A_, =0, A_, =-1,A,= &,A,_s + b,A,_; a = 
B_,=1, B_,=0, B,=«¢,B,_,+5,B &=+1 
Diese liefern fir die Punkte P, mit den Koordinaten = B,, y = A, 


beztiglich eines ebenen Parallelkoordinatensystems mit dem Ursprung O 
die Rekursion*) : 


(9) Pi,=é,P,_:+0,P,_1, 


r v= 


vr—1 


wobei — wie stets im folgenden — derartige Relationen zwischen Punkten P 
zu verstehen sind als Relationen zwischen den Vektoren OP. Dabei be- 
deutet, wenn P die Koordinaten (x, y) hat, « P den Punkt (az, ay). Unsere 
Behauptung geht dahin, daB fiir jeden durch unregelmiBige Entwicklung 
von @ gewonnenen unendlichen Kettenbruch (7) die Richtungen der 
Vektoren OP, eine Grenzrichtung haben und daB diese durch die Gerade 
y =x gegeben ist. Die folgende zum Nachweis dieser Behauptung an- 
gestellte Konvergenzuntersuchung mége, wie dies durch den Verlauf der 
Untersuchung nahegelegt wird, von vorneherein ausgedehnt werden auf 
alle den Bedingungen**) 


(10) = +1; 0,21; &,,—+1, wenn, <2 (D1) 
geniigenden Kettenbriiche (7) mit beliebigen, auch nicht-ganzzahligen b,. 

Zum Ausgangspunkt nehmen wir die Bemerkung, daB durch die Lage 
der ,,Ndaherungspunkte* P, fir i<v(v>0), anders gesagt durch die Teil- 
vahler und -nenner bis zum Index vy inklusive, sich zufolge (9) und 
b,,, 21 folgende Einschriinkung fiir die mégliche Lage von P, , , ergibt: 
P,,, mu8 auf einem der beiden Halbstrahlen u,, v, liegen, die von dem 
Punkt R,, bzw. Q, in der durch den Vektor OP, (auch beziiglich des 


Richtungssinnes) gekennzeichneten Richtung ausgehen, hierbei unter FR, 
@, die Punkte 


(11) R, = P, + P, 1, Q, = P,— P,_s (v>0) 
verstanden. Die Richtung OP,,, gehdrt also dem Winkel 2,OQ, an, 


zu dem auch die durch die Schenkel gegebenen Richtungen hinzugerechnet 
werden. Fiir den Fall, daB » >0 und b, < 2 ist, kénnen wir wegen (10) 





*) Beziiglich der Eigenschaften dieser geometrischen Deutung der Ni&herungs- 
briiche im Falle «, = -+ 1 vgl. F. Klein, a. a. 0. 

**) (2) ist hierbei etwas modifiziert wiedergegeben. Noch anders kinnte man 
dafiir sagen: b, und b,+¢«,,,21 (v= 1). 
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tiberdies sagen, daB P,,, notwendig auf dem Halbstrahl wu, liegen, die 
Richtung OP,,, also dem Winkel R,OP, angehéren muB. Je nachdem 
nun b, > 2 oder < 2 ist, werde der Winkel 2, OQ, oder der Winkel R, OP, 
mit YW, bezeichnet (v > 1). 
Dabei mége voriibergehend zur 
Abkiirzung der Ausdrucksweise 
der Index v im ersten Falle 
als regulir, im zweiten als 
singulir bezeichnet werden. 
Mit W, werde, je nachdem 
é,=+1 oder —1 ist, der 
Winkel R,OP, oder Q,OP,, 
dabei der Index v = 0 als singu- 
lar bezeichnet. 

Jeder der Winkel %,,, ist ein Teil des vorhergehenden @,. Denn 
wenn wir mit U,, V, die Punkte R,+ P,, Q,+ P, bezeichnen und zu- 
nichst ¢,,,— +1 annehmen*), so liegen auf dem Halbstrahl u, im Falle 
b,,,; 2 die Punkte P,,, und &,,, noch tiber U, hinaus, nur da allen- 
falls P,,, = U, sein kann. Es kommt also sicher Q,,, auf den Halb- 
strahl uw, zu liegen und fallt im iiuBersten Falle mit R, zusammen. Wenn 
aber b,,, <2 ist, so liegen sicher P,,, und R,,, auf u,, und zwar P,,, 
auf der Strecke R,U, mit AusschluB von U,. Der Fall ¢,,,—=—1 er- 
ledigt sich ganz ebenso, nur dab v,, Q,, V, an die Stelle von u,, R,, U, 
treten. Im folgenden werde der Einfachheit halber ¢, = + 1 angenommen. 

Fiir den Nachweis der Kettenbruchkonvergenz ist es hinreichend, zu 
zeigen, dab die Winkel &%, mit wachsendem vy schlieBlich beliebig klein 
werden. Hierzu werde die aus dem Winkel %, durch Wegnehmen des 
Dreieckes R,OQ, (R,OP,) im Falle eines reguliiren (singuliiren) v ent- 
stehende Figur betrachtet, die als das unendliche Dreiseit #, bezeichnet 
werde (vy >0)**). Zu #, mégen die Strecke und die zwei Halbstrahlen, 
die #, begrenzen, simtlich hinzugerechnet werden. Jedes #,,, ist ein 
Teil von @,. Fiir alle »>O liegen die Punkte P,, R, und, sofern v 
regulir ist, auch Q, im Winkel %&,, und zwar speziell im Dreiseit #,. 
Wird nun das System der zugrunde gelegten Parallelkoordinaten recht- 
winklig und mit gleichen Einheitslingen auf beiden Achsen oder nur iiber- 


1 , 
i) Woes 
- 











haupt so gewihlt, daB der Winkel %, <— ausfillt, so wird von irgend 
*) In der Figur ist der Fall: 3>b,,,>2, #,,,;—=-+ 1 und auBerdem (durch 
Akzente unterschieden) der Fall 2>b,,,>1, #,,;=—1 dargestellt. 


**) In der Figur sind (unter der Annahme, » sei reguliir) die Rander der auf- 
tretenden Dreiseite #; durch Schraffierung hervorgehoben. 
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drei Punkten S, 7, S+ T dieses Winkels stets S+ 7 die gréBte Ent- 
fernung von 0 haben und wenn alle drei Punkte zu @, gehéren, so wird 
die Entfernung O(S+ 7’) jede der Entfernnngen OS, OT um einen iiber 
einer festen Schranke g liegenden Betrag iibertreffen*). Daraus folgt, dab 
fir v>1 stets P, niher an O liegt als R, = P,+ P,_, und bei regu- 
lirem v Q, niaher als P,. Bei reguliirem, bezw. singulirem v (> 1) ist 
also Q,, bezw. P, der O am nichsten liegende Punkt des Dreiseites 
#,, — er mége mit D,—(z,,y,) bezeichnet werden — und es ist stets 


(12) OD,,,> OD,,. 


Ferner ist R, gleich D,+2P,_, oder gleich D, + P,_,, folglich 
OR, >OD,+g9 (v1) und daher fiir alle Indizes »>1 fir die 
&,4,= +1 ist, 

(13) OD,,, > OR, > OD, +g. 


Wenn also in dem Kettenbruche unendlich viele Teilzahler ¢,,,—+ 1 
vorkommen. so wachsen mit zunehmendem vy die Entfernungen OD, und 
daher die beiden an O anliegenden Seiten des Dreiecks D,OR, iiber alle 
Grenzen. Da der Inhalt dieser Dreiecke (bei geeigneter Bestimmung des 
FlichenmaBes) stets einen der Werte i oder 1 hat, so muB der ein- 
geschlossene Winkel %&, beliebig klein werden. 

Wenn hingegen fiir alle v>y, ¢,,,=——1, also D,=Q, ist, 
so braucht zwar nicht lim OD,=co zu sein, wohl aber besteht auch 


hier lim OP, =~ ~**) und lim OR,= oo, wie sich aus der zufolge 
P,= Q,+ P,_, bestehenden Ungleichung 
(14) OP,>OP,,+9 (v>%) 


ergibt. Da sonach von den die Winkel %&, einschlieBenden Seiten der 
Dreiecke D,OR, die einen beliebig groB werden, die anderen sicher itiber 
einer festen Schranke bleiben, so folgt auch hier die Konvergenz der 
Winkel %, gegen Null. Die Kettenbruchkonvergenz wiirde sich tibrigens 
in diesem Falle schon allein daraus ergeben, dab die Richtungen OP, fiir 
v >v,—1 eine monotone Folge innerhalb des Winkels %, bilden. 

Da die hiermit nachgewiesene Grenzrichtung der Richtungen OP, 
dem Winkel %, angehért und dabei, wie die Lage von %, zeigt, von 


*) Wie leicht zu sehen, stellt g = OD, cos(R,OP,) eine solche Schranke vor, 
wenn D, den Punkt von #, mit kleinster Entfernung von O bedeutet. 

**) Im Falle ganzzahliger Kettenbriiche li8t sich diese Relation einfach aus dem 
Umstande ableiten (und damit der ganze Konvergenzbeweis abkiirzen), da8, da kein 
P, in B,,, liegt, alle P,(» 20) voneinander verschieden, in W, gelegen und ihre 
Koordinaten ganzzahlig sind. 


16* 
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OP, sicher verschieden ist, so ist der Wert des Kettenbruches > 6, und 
<b,+1. Sonach gilt allgemein der 
Satz 1. Jeder unendliche Kettenbruch | by; ae der den Bedingungen 


(15) é&--+1; 621; ¢,,—+1, wenn b,<2 (v>1) 
geniigt, konvergieri und sein Wert ist eine dem Intervalle (by, by + &,) mit 
Einschlug von b, + &, angehirende Zahl. 

Die vorstehenden Betrachtungen zum Nachweis der unbeschrinkten 
Abnahme der Winkel %, lassen sich ganz analog, statt mit den Ent- 
fernungen von O der eine Rolle spielenden Punkte, mit ihren Abszissen 
durchfihren, wobei besondere Festsetzungen tiber das verwendete Parallel- 
koordinatensystem iiberfliissig werden und insbesondere die Ungleichungen 


(16) 41 2%,, 
ferner 
(17) 2,,,2 B,+ B,_,>2,+1, wenn ¢,,,=+1 
und 
B,., 2B, +1 (¥ 2%) 


an die Stelle von (12), (13) und (14) treten. Von den hieraus folgenden 
Gleichungen lim 2, = co, bezw. lim B, = oo kann man dann entweder, zu 


- den Entfernungen iibergehend, in die obige geometrische Betrachtung ein- 
lenken oder aber, auf die Relation 


|4,+4,-1 ¥|_ {2, wenn » regular, 
B,+B,_, 2, | 1, wenn » singulair, 


gestiitzt, die Konvergenz der in Betracht kommenden Folge von Richtungs- 
koeffizienten arithmetisch nachweisen. Es ist klar, daB zum Konvergenz- 
beweis neben dem Nachweis von lim B,=co auch der Nachweis dafiir, 


(B, + B,_;) ‘a, 


v=@ 


daB die spiiteren %, ganz in den friiheren liegen, — bezw. fiir eine 
aquivalente Tatsache — erforderlich ist. Lagrange*) beweist nur die 


*) Additions aux éléments d'algébre d’Euler, Nr. 11 (Cuvr. t. VII, p. 22 et 
suiv.; Ostwalds Klass. 103, S. 18f.). Der Beweis a. a. O. fiir lim A, =o, und lim B, = 
setzt einen ersten Index », fiir den A,,, > A,, bezw. B,,, >B, ist, voraus, ist also 
fiir die B, giiltig, da wegen der von Lagrange vorausgesetzten Ganzzahligkeit der 
a,, 6, stets entweder B, > B, oder B, > B, = B, ist. Fiir die A, bildet in der 
Tat der Kettenbruch 1 — : — ; jms , wo alle A,—1 werden, eine Ausnahme. 
Fiir die von Lagrange de facto allein betrachteten Kettenbriiche, die aus einer un- 
regelmaBigen Entwicklung einer Zahl w hervorgehen, und nur fiir solche Kettenbriiche 
lieBe sich die Konvergenz iibrigens ableiten aus lim B,=—o und der Abschitzung 


von o— A (l. e. Nr. 13) unter Beachtung von B,,, + B, (vy > 0). 





. 2. | oe 








Konvergenz und Irrationalitét von Kettenbriichen. 245 


erstgenannte Tatsache und sein Beweis fiir den ausgesprochenen Kon- 
vergenzsatz ist darum unvollstindig. 

Erfillt ein unendlicher Kettenbruch die Bedingungen (15) des Satzes 1 
nur fir v > v,*), so zeigen die angestellten Uberlegungen nach wie vor 
das Vorhandensein einer bestimmten Grenzrichtung fiir die Richtungen 
OP,, die aber eventuell mit der y-Achse zusammenfallen kann. Nach der 
gelegentlich von L. Saalschiitz**) und von O. Perron***) verwendeten Ter- 
minologie liegt also fiir den Kettenbruchalgorithmus auch dann zumindest 
»Konvergenz im weiteren Sinne“ vor). 


§ 3. 


Im besonderen wird durch Satz 1 die Konvergenz jener Kettenbriiche 
(7) gewahrleistet, die aus einer unregelmaBigen Entwicklung einer irratio- 
nalen Zahl @ hervergehen. DaB der Wert jedes solchen Kettenbruches 
gleich ist, ergibt sich aus dem bekannten}}) 

Satz 2. Jeder Niiherungsbruch einer unregelmifigen Kettenbruch- 
entwicklung einer reellen Zahl @ ist entweder ein Haupt- oder ein Neben- 
niiherungsbruch der regelmdBigen Kettenbruchentwicklung von o. 

Dabei werden, wenn durch die regelmaBige Kettenbruchentwicklung 


von @ sich [ Bos rae (m< co) ergibt und sonach die Punkte 
T_, = (1, 0), T_, = (0,1), TT, =. + 6, 1,_, (v20) 


*) Der Fall, daB unter den vorhergehenden Teilzihlern sich Nullen finden, kann 
bekanntlich als trivial, bezw. sinnlos ausgeschlossen werden, da, sobald ein Teilzihler 
gleich Null ist, von einer gewissen Stelle an alle Punkte P, auf derselben Geraden 
liegen und, wenn auch der zugehdrige Teilnenner und der folgende Teilziihler gleich 
Null sind, tiberdies mit O zusammenfallen. 

**) Journal f. Math. 120, 8S. 139. 
**) Grundlage fiir eine Theorie des Jacobischen Kettenbruchalgorithmus, Habili- 
tationsschr. (= Math. Ann. Bd. 64), § 9. 

+) Mit diesem Ausdruck werden also zusammengefaBt die ,,Konvergenz im 
engeren Sinne“ und der von Pringsheim (,,Uber die Konvergenz unendlicher Ketten- 
briiche“, § 2, Miinch. Ber. 1898) als ,,Divergenz schlechthin oder im wesentlichen 
nach oo“, von Pringsheim und Perron (vgl. Perron, Miinch. Ber. 1908, 8. 484) gelegent- 
lich auch als ,,eigentliche Divergenz“ bezeichnete Fall. (Die Zusammenfassung dieser 
Fille schon bei Seidel, 1. c. 8.571 [Zusatz bei d. Korrektur].) Im folgenden bedeutet 
»divergent* ohne Zusatz soviel wie: auch im weiteren Sinne nicht konvergent. 

+t) Unter Beschriinkung auf den Fall rationaler m ausgesprochen und bewiesen 
von Vahlen, a. a. O. S. 226. Ein geometrisch gefiihrter allgemeiner Beweis mige an 
anderer Stelle ausgefiihrt werden. Die Giiltigkeit des Satzes erstreckt sich nicht 
nur auf die Hauptniherungsbriiche (durch die Punkte P, repriisentiert), sondern auch 
auf die Nebenniherungsbriiche (vgl. Enc. I A 8, Anm. 870; Enc., éd. frang., t. I, vol. 1, 
14 note 242) der unregelm&Bigen Kettenbruchentwicklung. 
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die Hauptnaherungspunkte (oder Naherungspunkte schlechthin) dieses Ketten- 
bruches sind, als Nebenniherungsbriiche bekanntlich jene Briiche bezeichnet, 
deren Zihler und Nenner gegeben sind bezw. durch die y- und z-Koordi- 
nate der ,,Nebenniherungspunkte“ 


(18) N,-1,6= 1,-.+ iT, (v>1; 1<i<B,—1). 

Mit Satz 2 ist fiir den Fall eines irrationalen @ die Konvergenz des 
unregelmaBigen Kettenbruches (7) gegen den Wert m auf die Tatsache 
zuriickgefiihrt, daS Haupt- und Nebenniherungsbriiche der regelmaBigen 
Kettenbruchentwicklung von gegen @ konvergieren. Will man diese 
Tatsache nicht als bekannt voraussetzen, sondern im Rahmen der vor- 
liegenden Entwicklungen einsehen, so ergibt sie sich sofort daraus, daB, 
wie leicht*) zu sehen, die gemiB Satz 1 eine konvergente Folge bilden- 
den Richtungen OTT, abwechselnd oberhalb und unterhalb y = wz liegen 
und daB alle Richtungen ON,, sich zufolge (18) zwischen OTT,_, und 
OTI,,, befinden. Sonach ergibt sich 

Satz 3. Der Wert jedes durch eine unregelmipige Entwicklung ge- 
wonnenen Kettenbruches ist gleich der entwickelten Zahl. 

Fiir alle Kettenbriiche (7) mit unendlich vielen ¢, + 1 lieBe sich 
iibrigens dieser Satz unter Heranziehung von Satz 1 aus der leicht*) er- 
sichtlichen Bemerkung gewinnen, dab sowohl oberhalb als unterhalb der 
Geraden y= oz unendlich viele Niherungspunkte P, liegen miissen. 


§ 4. 

Den Ausgangspunkt der bisherigen Betrachtungen bildeten die im 
§ 1 beschriebenen unregelmiBigen Kettenbruchentwicklungen einer vor- 
gegebenen Zahl. Die dabei entstehenden Kettenbriiche ergaben sich als 
ganzzahlig, von der Gestalt (6), bezw. (7) und den Bedingungen (8) und 
(10) geniigend. Es entsteht die Frage, ob diese Eigenschaften fiir die so 
gewonnenen Kettenbriiche charakteristisch sind, ob also jeder beliebig 
hingeschriebene Kettenbruch mit diesen Eigenschaften durch eine unregel- 
miBige Entwicklung einer Zahl erhalten werden kann. Diesbeziiglich 
mégen zunachst unendliche Kettenbriiche behandelt und der folgende Satz 
bewiesen werden: 

Satz 4. Jeder den Bedingungen (10) geniigende unendliche, ganzzahlige 
Kettenbruch | by; zi hat einen irrationalen Wert mit einziger Ausnahme 
des Falles, dap von einer gewissen Stelle v=v,+1 an durchwegs die 
Gleichungen bestehen: 

é,=—1, b,=2. 

*) Mit Hilfe einer fiir den Beweis von Satz 2 dienlichen geometrischen Deutung 

der Kettenbruchentwicklungen. 
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Zum — nehmen wir an, der Wert @ des Kettenbruches sei 
rational = — > (2 > 0). Der Gitterpunkt G = (p,q) liegt demgemiB auf 


der durch 4 i = ox gekennzeichneten Grenzrichtung der Strahlen OP, 
und muB daher im Innern oder am Rande jedes Winkels %, liegen. 
Wegen der Ganzzahligkeit des Kettenbruches sind die Punkte P,, Q,, R, 
und sonach auch D, Gitterpunkte und daher kann zufolge (16) nur 
lim 2, = co oder von einer gewissen Stelle an z,,, = 2, sein. Im ersteren 


‘=s 


Falle wird x, schlieBlich > p werden, und da das Dreieck OD,R, auBber 
den Ecken und eventuell (wenn D, = Q,) dem Mittelpunkt der Seite D, R, 
keinen Gitterpunkt enthiilt, wiihrend doch der von den genannten Gitter- 
punkten sicher verschiedene Gitterpunkt G dem Dreieek notwendig an- 
gehéren miiBte, so ist dieser erste Fall auszuschlieBen. Es bleibt also 
nur der Fall z,,,—2, (v>v,) tibrig, der (vgl. (17)) fiir »y>,, ¢,,,=—1 
also b, > 2, D, = Q, zur Folge hat. Da in jedem Dreiseit #,(v>v¥,) 
der Punkt kleinster Abszisse die Abszisse z, hat, so miissen fiir v >, 
diese Punkte kleinster Abszisse selbst — d. h. die Punkte D, = Q, — 
zusammenfallen: 


Q,41 - Q, (v>,) 
— P,=(,,,—1) P, —P,_.,=— P,— P,.1; 
also b,,, =2 fir »>v,. Damit ist in der Tat aus der angenommenen 
Rationalitit des Kettenbruches das Bestehen des in Satz 4 genannten Aus- 
nahmefalles abgeleitet. Fiir diesen ergibt sich zugleich, da die Winkel 
P,OQ, gegen Null konvergieren, daB die Grenzrichtung der Vektoren 0 P, 
mit der allen diesen Winkeln (fiir » >¥,) gemeinsamen Richtung von O 
nach Q, = (b, —1)P,_,+,,P,, zusammenfallen muf. Beachtet man 
noch, daB in dem besonderen Falle b, =2(»,>0), — in dem man 
é,, = +1 annehmen kann, da sonst v, durch v, — 1 ersetzt werden kénnte, — 


Q,, _  — + &,, P,.-s = (6, -1 + &, )P,.-s - &,, 1 P 


%,-38 


oder 


P. 


r+l 


ist, so ergibt sich aus dem oben Gesagten der Wert des periodischen un- 
endlichen Kettenbruches 


, &, | ey, 1 1 : 

(19) by tpit-- + D, —-3s-3s- 

gleich 

20) tte tet ty thy fiir b, > 2*) 
b, 1 % 


*) Auch fiir », 0 und beliebiges }, = oder +2 wird der Wert des Ketten- 
bruches (19) durch den endlichen Kettenbruch (20), der sich dann auf das Anfangs- 
glied b, —1 reduziert, gegeben. 
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bezw. gleich 


*- *y- g 
(21) dott tpt pt fir b, = 2, (4, — + 0). 
In jedem Falle erfiillt dabei der angefiihrte endliche Kettenbruch die Be- 
dingung (8). 
Der besprochene Ausnahmefall stellt einen Spezialfall des Ausnahme- 
falles des Legendreschen Irrationalitiitssatzes dar, der bekanntlich die 
Irrationalitaét aller ganzzahligen Kettenbriiche (mit Teilzihlern + 0) 








|b; ih (b, — 1 = a, | 21 fiir v2) 


aussagt mit Ausnahme jener, fiir die von einem gewissen Index an durch- 
wegs a,=——j\a,, b,=|!a,|+ 1 ist. Im itibrigen ist klar, daB Satz 4 
sowohl Fille, die sich dem Legrendeschen Irrationalititssatz unterordnen, 
als solche, die sich nicht unterordnen, umfaBt. 

In Erginzung der SchluBbemerkung des § 2 sei noch beigefiigt, dab 
ein die Bedingungen (15) des Satzes 1 erst fiir v >, erfiillender gane- 
zahliger Kettenbruch (mit durchwegs von Null verschiedenen Teilzihlern), 
fiir den nicht der Ausnahmefall des Satzes 4 vorliegt, stets im engeren 
Sinne, u. zw. gegen einen irrationalen Wert konvergiert, da die Grenz- 
richtung der Vektoren OP, nach Satz 4 irrational ist beziiglich eines 
Koordinatensystems, dessen Einheitsvektoren O(¢, P, ,) und OP, _, sind. 
Da dieses Koordinatensystem aber mit dem urspriinglichen, dessen Ein- 
heitsvektoren OP_, und OP_, sind, durch eine rationalzahlige lineare 
Transformation verbunden ist, so ist die Grenzrichtung auch beziiglich 
des urspriinglichen Systems irrational und also insbesondere von der 
Richtung OP_,, die der ,Divergenz schlechthin oder im wesentlichen 
nach co“ entspricht, verschieden. 

Satz 5. Zwei ganzzahlige, den Bedingungen (8) und (10) geniigende, 
endliche oder unendliche Kettenbriiche 


alan [495 at K' = [bs ra! 

(wobei also sowohl n als n’ auch gleich co sein kann) mit, soweit beider- 
seits vorhanden, gleicher Folge der Teilzihler «, haben nur dann gleichen 
Wert, wenn sie identisch sind, also bei gleicher, eventuell unendlicher Linge 
auch in der Folge der Teilnenner iibereinstimmen, oder wenn die beiden 
Kettenbriiche ein Paar von der Art der Kettenbriiche (19), (20) beew. (19), 
(21) (v, > 0) bilden. 

Dem Beweise seien einige auf einen einzelnen endlichen oder unend- 
lichen Kettenbruch K beziigliche Bemerkungen vorausgeschickt. Dabei 
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werde fiir den Punkt P,+<¢,,,P,_,, der entweder mit R, oder Q, zu- 
sammenfillt, die Bezeichnung 

(22) P, + &41P,-1 = 8, (O<v<n) 
eingefiihrt, wobei, solange nur ein einzelner Kettenbruch betrachtet wird, 
und wenn dieser endlich ist, ¢,,, nach Belieben gleich + 1 oder — 1 ge- 
wihlt werden kann. Dem Winkel P, 0S, (4 >0) gehdren offenbar alle 
Winkel %, an, deren Index »y >A ist.*) Ferner gehért die Richtung 
OP, keinem dieser Winkel %, an. Die durch ihren Richtungskoeffizienten 
den Wert des Kettenbruches repriisentierende Richtung gehért also dem 
Winkel P, OS, an, u. zw. mit Ausschlu8 der Richtung OP,, es sei denn, 
daB 4=~m ist. Aber auch die Richtung 0S, kann nur ausnahmsweise 
Grenzrichtung sein. Denn damit sie allen Winkeln %, (v > 2) angehére, 
ist notwendig und iibrigens auch hinreichend, dab S,— Q,41, also 
by4. = 2**) und ¢,42——1, also S,.; — Q,4, fiir alle y>1, daB also 
der Kettenbruch die spezielle Gestalt hat: 


byt tee tt st as Gad ae a ee eo 


Wir gehen nun zum Beweis von Satz 5 tiber, wobei die auf K’ be- 
ziiglichen GréBen, Punkte usw. durch einen Akzent von den auf K be- 
ziiglichen unterschieden werden sollen, z. B. P;, %,. Die im Falle end- 
licher Kettenbriiche fiir die Bestimmung der Punkte S,, bezw. S; maB- 
gebende Wahl von «,,,, bezw. ¢,,, ist so zu treffen, daB die Uberein- 
stimmung der beiden Kettenbriiche beziiglich der Folge der «, erhalten 
bleibt fiir alle v, die Cn+1 und <w +1 sind. 

Es werde zuniichst vorausgesetzt, es sei 


b, = b; (O<vsu-—}), 


b, >b, +1. 

Dabei wird «u>0 und natiirlich » und n’ > angenommen. So- 
wohl P, als P, liegen auf dem Halbstrahl u,-1—=—uys-1, bezw. auf 
Ym-1 = U,-1, je nachdem «,—-+1 oder —1 ist***). Auf demselben Halb- 
strahl liegen dann auch S, und S;. Die Strecken P,,S, und PS, sind 
gleich lang und gleichgerichtet und haben iiuBersten Falles, wenn niamlich 
b, = b, + 1 ist, einen einzigen Punkt gemein, der entweder mit S, und 
P,, oder mit P, und S, zusammenfiallt, je nachdem ¢,,,— +1 oder — 1 
ist. Sollen K und K’ den gleichen Wert haben, so muB die den Wert 


hingegen b, + b,, also etwa 


*) Sofern solche Winkel vorhanden sind, also 1< m ist. 
**) Wegen P,, , =S8,+(0,,,;—) P,= 9,414 P,- 
**) Fir «4 =0 ist unter w_,—w_, die Gerade durch P_, parallel zu OP_, zu 
verstehen. 
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beider Kettenbriiche repriisentierende Richtung mit der Richtung von 0 
nach diesem gemeinsamen Punkt zusammenfallen. Das ist aber nach den 
friiheren Bemerkungen nur so méglich, daB im Falle «,,,—+ 1 


Kmt mig. ¢ ely o- _d_..., 
1 “ | 
(23) 4 
K’=b,+ 2 4+:---4+ — 
0 b, b, +1’ 
und im Falle «,,,=—— 1 
é 
Kabtgit- +z, 
(24) rr & é, 1 1 
K =b,+  Sadaehing “<5 jnak tems deena 
ist. 


Der Beweis des Satzes 5 ist damit erledigt bis auf den Fall, daB bei 
zwei Kettenbriichen K, K’ verschiedener Liinge (n’ <n) die Teilnenner b; 
des kiirzeren simtlich den an gleicher Stelle befindlichen Teilnennern b, 
des lingeren Kettenbruches gleich sind. Da aber dann P,, = P, ist und 
den vorausgeschickten Bemerkungen zufolge ein dem letzten Niherungs- 
bruch vorhergehender Naherungsbruch niemals gleich dem Wert des 
Kettenbruches sein kann, so ist damit auch dieser Fall abgetan.*) 

Aus den Sitzen 4 und 5 ergibt sich die Antwort auf die zu Beginn 
dieses Paragraphen gestellte Frage. Sei nimlich K = [bo 3 “a (n < oo) 
irgend ein den Bedingungen (8), (10) geniigender ganzzahliger Ketten- 
bruch, fiir den nicht der Ausnahmefall des Satzes 4 vorliegt, und @ sein 
Wert. Wird nun @ in einen unregelmiBigen Kettenbruch so entwickelt, 
daB die Reste der Reihe nach die Vorzeichen ¢,, ¢,,--- erhalten, so mub 
der entstehende Kettenbruch, fiir den ja gleichfalls der genannte Ausnahme- 
fall nicht eintreten kann, nach Satz 5 mit K identisch sein.**) 





*) Man erkennt aus dem vorstehenden Beweis, daB zwei beliebige, auch nicht 
ganzzahlige, den Bedingungen (8), (10) geniigende Kettenbriiche K, K’, wenn ihre 
Teilzihler «, fiir »<m, ihre Teilnenner b, fiir »<—41 iibereinstimmen und wenn 
entweder i— b,, | 21 oder bi, =b, und w= n' <n ist, abgesehen von den durch 
(23) und (24) dargestellten Ausnahmefiillen stets verschiedene Werte haben. 

**) Ersichtlich kann Satz 4 aus Satz 5 abgeleitet werden, sofern nur fiir den 
»Ausnahmefall* die Rationalitaét des Kettenbruches gezeigt ist. So setzt z. B. auch 
der bei Euler (De fract. cont. diss., Comment. Petrop. 9 (1737)) implizit vorgefundene 
Irrationalititsbeweis fiir e und e* aus den bekannten beziiglichen unendlichen regel- 
miSigen Kettenbriichen (vgl. A. Pringsheim, Sitzber. d. bayer. Ak. 1898, S. 325; Enc. 
IA3, S. 60; Enc., éd. frang. 13, p. 170) die von Euler allerdings a. a. O. nicht hervor- 
gehobene Tatsache voraus, die in dem Spezialfall des Satzes 5 fiir regelmiBige Ketten- 
briiche enthalten ist. [Zusatz bei d. Korr.] 
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Fiir die durch die unregelmaBigen Kettenbruchentwicklungen des § 1 
gewonnenen Kettenbriiche sind also die Eigenschaften (8), (10), wenn 
man noch den Fall ausschlieBt, daB von einer gewissen Stelle an die 
Periode «, = — 1, 6, = 2 auftritt, in der Tat charakteristisch. 

Will man nach der in dem zweiten und diesem Paragraphen mit- 
geteilten Weise die Konvergenz- und Irrationalitiitssiitze speziell nur fir 
die regelmiBigen Kettenbriiche zur Darstellung bringen*), wie ich dies 
gelegentlich in einer Vorlesung versucht habe, so kann man zur Verein- 
fachung fir %®, allgemein den Winkel R,OP, nehmen. Eine analoge 
Modifikation erhielte man im allgemeinen Fall der unregelmaBigen Ketten- 
bruchentwicklungen, wenn man — von dem in § 2 gewahlten Ausgangs- 
punkt etwas abweichend — nach der Einschrinkung fragt, die sich fiir 
die méglichen Lagen von P,,, zufolge (9) und b,,,>1 ergibt, wenn 
die ¢,,, und die b, fiir i< vy als bekannt angenommen werden. Es treten 
dann an die Stelle des Winkel ¥, die Winkel P,OS,, die schon oben 
gelegentlich verwendet wurden. 


ll. Eine Verallgemeinerung des Legendreschen und des 
Stolzschen Irrationalitatssatzes. 


§ 5. 

Die Siitze 1 und 4 des I. Teiles fallen inhaltlich zum Teil unter 
bekannte Konvergenz- und Irrationalititssiitze, wie den schon angefiihrten 
Legendreschen Irrationalitiitssatz. Doch handeln diese nicht wie die hier 
bewiesenen Sitze nur von Kettenbriichen, deren Teilzihler absolut ge- 
nommen gleich 1 sind. Dadurch wird der Versuch einer Ausdehnung 
der angewendeten Methoden auf allgemeinere Fille als die im vorher- 
gehenden behandelten nahegelegt. 


Es mégen unendliche Kettenbriiche | by; ran mit reellen Gliedern, 
von Null verschiedenen Teilzaihlern und positiven Teilnennern b, (vy > 1) 
betrachtet werden, die, wenigstens von einem gewissen Index v an, der 
Bedingung 

a 


(25) 0<\¥/S! 


geniigen, die ja auch von allen bisher vorgekommenen Kettenbriichen 
erfiillt wurde. Werden die Punkte (vgl. § 2) 


(26) P_,»=(1,0), P_,=(@,1), P,—a,P,_,+,P,_, (¥20;a)—1) 


wieder als Naherungspunkte und mit «, die Zahl “mit R,, Q,,S, die 


|a,|” 


*) Eine derartige Anordnung des Stoffes bei rein arithmetischer Darstellung in 
Stolz-Gmeiner, Einl. in d. Funktionenth. IJ. Abteilung, Abschn. XI, Nr. 4. 
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durch (11) und (22) definierten Punkte bezeichnet, so wird bei Kenntnis 
der Zahlen a,, b, fir i< »—1 vermége (25) die mégliche Lage von 
P,(v=>1) auf den Winkel R,_ ,OQ,_, eimgeschrinkt. Denn 

(27) P, =|a,|8,_1 +, —|@,|) Ps (v1) 
liegt auf dem Halbstrahl w,_,, der vom Punkte |a,|S,_,, eimem der 
Punkte |a,| R,_,, |a,|Q,_,, in der Richtung von OP,_, ausgeht. 

Wirft man die Frage auf, wann der Winkel 2}, OQ, ganz dem Winkel 
R,_,0Q,_, angehért, so erkennt man, daB hiefiir notwendig und hin- 
reichend ist, daB der Punkt Q, =—|a,|S,_, +(b,—J|a,|—1)P,_,, und 
dann natiirlich um so mehr die Punkte P, und R, auf w 
daB also 
(28) b, > \a,| +1 
ist. 

Das bekannte Konvergenzkriterium von A. Pringsheim, formuliert fiir 
Kettenbriiche mit positiven Teilnennern*), besagt, daB das Erfiilltsein 
von (28) fiir alle Indizes »y>1 fiir die Konvergenz des Kettenbruches 
[5 ; a hinreichend ist. Fir reelle Kettenbriiche — das Pringsheimsche 
Kriterium erstreckt sich auch auf Kettenbriiche mit komplexen Gliedern — 
hat diese Bedingung also die Bedeutung, daB in der Folge der Winkel 
R,OQ,, deren Einfihrung ja durch (25) nahegelegt wird, jeder Winkel 
den folgenden (und deswegen auch alle Niherungspunkte P,, P,,,, ---) 
enthalt. Hieraus lift sich, abgesehen von einem ohne weiteres die Kon- 
vergenz der Richtungen OP, garantierenden Sonderfall, zeigen (§ 6), dab 
die Winkel 2,OQ, mit wachsendem v beliebig klein werden, und damit 
ein Beweis des Pringsheimschen Kriteriums fiir den Spezialfall reeller 
Kettenbriiche mit Hilfe der hier verwendeten geometrischen Vorstellungen 
fiihren. 

Wenn die Bedingung (28) nicht, wohl aber (25) erfiillt ist, so wird 
zwar nicht der Winkel R,OQ,, immer aber noch der Winkel R, OP, ein 
Teil des Winkels R,_,O0Q,_, sein. Dies fihrt dazu, Kettenbriiche zu 
betrachten, die neben (25) nur noch der weiteren Bedingung geniigen, 
daB stets erfiillt ist: 


(29) &41.= +1, wem b,<|a,|+1**), 


liegen, 


v-1 


*) Eine Fassung, auf die die allgemeine Formulierung ohne weiteres zuriick- 
fiihrbar ist. 

*) Ganzzahlige Kettenbriiche, die (25) und (29) erfiillen, behandelt Stern (Journ. 
f. Math. 10, S. 366, u. 11, 8. 40) und spricht ihre Konvergenz und die Irrationalitat 
ihres Wertes aus, was sich im folgenden bestiitigt findet. Doch ist sein Konvergenz- 
beweis unzulinglich und wiirde, auf den Fall nicht ganzzahliger a,, b, ausgedehnt, 
zu der keineswegs zutreffenden Folgerung fiihren, daB alle (25) und (29) erfiillenden 
reellen Kettenbriiche konvergent sind. Auch hat Stern (a. a. 0. Bd. 11, S. 87) die 
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wobei diese Indizes v als singulire, diejenigen, fiir die (28) gilt, als re- 
gulire bezeichnet werden mégen. Wird dann ganz wie in dem durch die 
Bedingungen (10) charakterisierten Spezialfall mit 2%, der Winkel RF, OQ, 
oder R,OP, bezeichnet, je nachdem vy regular oder singulir ist, so ent- 
halt wieder in der Folge der 2, jeder Winkel alle folgenden und sonach 
alle Vektoren OP,, OP,,,,---. Die Abnahme der Winkel @, gegen 
Null, die hier jedoch keineswegs fiir alle Kettenbriiche der betrachteten 
Art stattfindet, ist sicher hinreichend — iibrigens, wie aus dem Folgenden 
hervorgeht, im allgemeinen*) auch nothwendig — fiir die Konvergenz des 
Kettenbruches. 

Fiir die Untersuchung dieser Kettenbriiche sind statt der Winkel 2, 
vielfach bequemer die Winkel w,— P,OS, zu verwenden, eine Modifika- 
tion, die schon im I. Teil am Schlusse des § 4 erwihnt wurde. DaB auch 
jeder Winkel w, im vorhergehenden w,_, liegt, — wobei offenbar OP, _, 
nicht w, angehért, — kann direkt aus den Formeln (27) und 

S, mat |a, | 8,4 + (b,— a, + é, 41) Ps 
und aus den Bedingungen 
(30) a,|>0; b—ja, und b,—/a,\+4,,,2>0 
entnommen werden, die nur eine andere Form fiir die Bedingungen (25) 
und (29) darstellen. 

In den folgenden Ausfiihrungen mégen zur Abkiirzung die Bezeich- 
nungen p,, 7,, q,, 8, fiir die von O aus durch die Punkte P,, bezw. R,, 
Q,, 8, gehenden Halbstrahlen gebraucht und z. B. mit (r,,q,) der von den 
Halbstrahlen y, und qg, gebildete Winkel bezeichnet werden. 





§ 6. 
Wie im vorigen Paragraphen besprochen wurde, liegt bei einem 
reellen Kettenbrach [b5 . ] , der |a,|>0 und fir v >, die Pringsheimsche 
—— vl 


Méglichkeit einer derartigen Ausdehnung seiner Beweise zumindest in einem speziellen 
Falle (alle a,<0) tatsiichlich ausgesprochen. Die Unstichhaltigkeit der Beweise 
beruht auf der von ihm damals iibersehenen und erst spiiter (vgl. Journ. f. Math. 37) 
erkannten Méglichkeit oszillierender, d. i. weder konvergierender noch nach unend- 
lich divergierender Kettenbriiche, weshalb er urspriinglich auch alle Kettenbriiche mit 
positiven Elementen fiir konvergent erklirt {vgl. a. a. O., Bd. 10, S. 164, 365 und den 
Reihenkonvergenzsatz Nr. 29, S. 166). (Dieser Irrtum iibrigens auch bei Euler, Comm. 
Petrop. 11, p. 32, § 1 [Zusatz bei d. Korr.]). DaB dabei sein Kettenbruchkonvergenz- 
begriff von dem heute iiblichen nicht abweicht, scheint mir aus dem Wortlaut der 
Definition (a. a. O. 8. 364—365) und der Behandlung von Irrationalitiitsfragen hervor- 
zugehen. (Eine andere Beurteilung in Enc. I A 3, Anm. 378; Ence., éd. frang., t. I, vol. 1 
(I4, Note 252). 
*) D. h. wenn nicht bloB endlich viele ¢, = - 1 sind. 
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Bedingung (28) erfiillt, wenigstens von v = v, an jeder Winkel 28, = (r,, g,) 
im vorhergehenden W,_,. Das der geometrischen Deutung zugrundegelegte 
Parallelkoordinatensystem sei so gewihlt, dass der Winkel (r, _,, q,,_:) <> 
ausfallt. Da von den beiden diesem Winkel angehérenden Punkten Q., 
P,(v => v,) der erste niher an O liegt als der zweite*), und da die Strecken 
Q,P, und P,R, gleich lang und auf derselben Geraden gelegen sind, so ist 


(31) (p,, r,) < (4, P,) (v => Y%) 
also 


, 1 
(Py; r,) < 2 (4, r,)- 


Wenn nun im Kettenbruch unendlich viele Teilzthler a,,, > 0 vor- 
kommen, so wird fiir die entsprechenden Indizes v + 1 der Winkel &,,, 
ein Teil von (p,,7,) und daher < > &, sein, wahrend im iibrigen fiir 
jeden beliebigen Index vy >v,—1 die Ungleichung %,,,< B®, besteit. 
Daraus folgt, dass die Winkel 2%, schlieBlich beliebig klein werden, und 
damit die Konvergenz des Kettenbruches. 

Wenn aber von einem gewissen Index v,(>v)) an alle a,,,<0 
sind, so folgt die Konvergenz des Kettenbruches daraus, dass dann die 
Halbstrahlen p, _,, P,,, P,,41» --- eine monotone Folge von Richtungen 
innerhalb des Winkels Y, _, bilden. Auch hier gilt natiirlich W,,,<B,, 
doch kann die Abnahme der Winkel 2%, gegen Null nicht allgemein be- 
hauptet werden**). 

Die angestellten Uberlegungen ergeben fiir den Fall »,> 1 nur eine 
Konvergenz der Richtungen p,, also fiir den Kettenbruch nur eine 
Konvergenz im weiteren Sinne***), Im Falle »,=—1 gehért die Grenz- 
richtung dem Winkel (7), q,), speziell dem Winkel (,, s,) an, und zwar 
mit Ausschlu8 von p,, wie aus der Lage von YW, ersichtlich ist. Der 
Wert der Kettenbruches liegt also zwischen }, und b, + ¢, oder ist allen- 
falls gleich b,+ ¢, und es ist in diesem Falle sicher Konvergenz im 
engeren Sinne vorhanden. Von vorneherein lat sich die Konvergenz im 
engeren Sinne auch in einem von Pringsheimy) angegebenen Falle, in 


*) Vgl. analoge im § 2 angestellte Uberlegungen. 


**) Man setze z. B. b, = 0, 4=——, b= ; 1 O,445=— . (v>1). Fir diesen 
Kettenbruch ist P, = (2—27", 1—2~”"), Q@, =(27”, 2-”), Ry=(4—3-27", 2—3-27”). 
Die p, und r, konvergieren gegen 2y— 2, die q, fallen alle auf ya. Vgl. auch 
den unten besprochenen Fall der Erweiterung des Pringsheimschen Kriteriums fiir 
¥ = 2, b, = 1 und Konvergenz von (33a). 
*) Vgl. § 2 (SchluB u. letzte Anm.). 

+) Sitzber. d. bayer. Akad. zu Miinchen, math. phys. Kl. 35 (1905), Uber einige 

Konvergenz-Kriterien fiir Kettenbriiche mit komplexen Gliedern, § 1. 
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dem v,= 2 ist, behaupten Wird nimlich unter den Voraussetzungen (28) 
fir v>2, a, +0 und b, >0 gefragt, wann W, den Halbstrahl p_,, d. i. die 
positive y-Achse, im Innern, wann am Rande und wann gar nicht enthiit, 
so zeigt die Betrachtung der Lage der Punkte a,P_,, P,, Q, auf der 
durch sie gelegten Geraden, daB diese drei Fille fiir b,< 1, bezw. b, = 1, 
bezw. b, > 1 eintreten. Wird also b, > 1 angenommen, so wird p_, nur 
dann allen Winkeln X&,, W,, ... angehdren, wenn genau 


(32) ; b, = 1 
und fir »>1 


P-31= UW &,i:=—1, Q.1= 4.1/9, 
also wegen (11) und (26) 
(33) é,=—1, b,=\a, +1 (vy > 2) 
ist*). p_, wird iiberdies Grenzrichtung sein, wenn die Winkel (p,, q,) 


gegen Null konvergieren. Da nun unter den Bedingungen (32), (33) alle 
B,=1 sind und 


4,— A,_; _ a, (A,_y— A,_s) _ |a, °|@ 


B31} °° 


My -@ (wv >2) 


ist, so erweist sich dabei die in Frage stehende Konvergenz der p, gegen 


A, 


p_,, anders gesagt das Bestehen von lim >,” =o, d. h. von lim A,=co 


als gleichwertig mit der Divergenz der unendlichen Reihe 
(33a) > va ap 


Abgesehen von dem Falle, daB (32), (33) und Divergenz von (33a) besteht, 
hat man also fiir v,— 2 und b, > 1 sicher Konvergenz im engeren Sinne. 
Damit ist auch die von Pringsheim 1. c. gegebene Erweiterung seines 
»Haupt-Kriteriums“ reproduziert. 

Der oben mitgeteilte, die Ungleichung (31) verwendende Beweisgang 
gestattet zugleich eine miibige Verallgemeinerung des Pringsheimschen 
Konvergenzsatzes. Wihrend nimlich die Pringsheimsche Bedingung (28) 
unter den Kettenbriichen, die (25) und (29) erfiillen, jene herausgreift, 
welche singulire Indizes gar nicht (oder héchstens in endlicher Anzahl) 
aufweisen, so geniigt es fiir den Nachweis der Konvergenz anzunehmen, 
dass, wenn fiir unendlich viele Indizes v a,,,> 0, ist, unter diesen un- 
endlich viele regulire vorkommen. Denn fiir alle diese Indizes gilt die 
Ungleichung (31). 

Sonach kénnen unter den (25) und (29), anders gesagt (30) er- 
fiillenden Kettenbriichen jedenfalls divergent nur solche sein, die unend- 


*) Vgl. gewisse analoge dem Beweise des Satzes 5 (§ 4) vorausgeschickte Uber- 
legungen. 
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lich viele positive Teilzéhler haben und von einem gewissen Index an 
durchwegs der Bedingung 

b,<ja,!+1, wenn a,,,>0 
geniigen. 


§ 7. 


DaB es unter den unendlichen Kettenbriichen, die (30) erfiillen, tat- 
siichlich divergente gibt, laBt sich leicht aus folgendem Umstand er- 
kennen. Nicht nur bestimmt ein solcher Kettenbruch*) eine Folge von 
Winkeln w,=(p,, s,) von der Art, dab w, stets ein den Halbstrahl p,_, 
nicht enthaltender Teil von w,_, ist, wobei die Schenkel p,., s, des 
ersten Winkels in folgender Weise darstellbar sind (}, eine reelle Zahl, 
é,=+1): 

Po? Y= bx, ZO 

%: y=(+4)%, c 20; 
sondern es wird auch umgekehrt durch eine solehe Folge von Winkeln 
ein Kettenbruch, der (30) erfiillt, bestimmt. Dabei wird dieser Ketten- 
bruch festgelegt durch die Forderung, daB die ihm zugehérigen Punkte 
P,, S, beziehungsweise auf den vorgegebenen Halbstrahlen p, und s, 
liegen sollen**). Da man nun die Winkel w, einer solchen Folge und 
die Verteilung der Bezeichnungen p,, s, auf die Schenkel dieser Winkel 
so wahlen kann, daB die Winkel gegen einen nicht verschwindenden 
Winkel w, konvergieren und beide Schenkel von w, Hiufungsrichtungen 
der Halbstrahlen p, darstellen, so ist die Existenz divergenter Ketten- 
briiche, die (30) erfiillen, einleuchtend. 

Die Frage nach der Konvergenz oder Divergenz eines den Bedin- 
gungen (30) gentigenden Kettenbruches K mit unendlich vielen positiven 
Teilzihlern***) laBt sich nun auf die gleiche Frage fiir einen Kettenbruch 
mit nicht-negativen Gliedern zuriickfihren, indem man der durch die 
Folge der Winkel (p,, s,) dargestellten Figur eine abgeanderte Deutung 
gibt. Man setze nimlich 

Po= Por So= So 
oder 
Po =o, 89= Py 
je nachdem «, = + 1 oder — 1 ist, und verteile fiir » >1 die Bezeich- 


*) Vgl. § 5, am SchluB. 

**) Beziiglich einer niheren Ausfiihrung dieser Verhiltnisse muB auf einen dem- 
niichst in den Monatsheften f. Math. u. Phys. erscheinenden Aufsatz verwiesen 
werden (§ 2). 

***) Wenn die Anzahl der positiven Teilziihler endlich ist, steht von vorneherein 
(gemiB §6) die Konvergenz fest. 
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nungen p,’, 8,’ derart auf die beiden Halbstrahlen p,, s,, daB p,’, s,’ in 
entgegengesetztem Drehungssinn wie p,_,, s,_, aufeinanderfolgen. Die 
Lagenanordnung der Halbstrahlen p,’ zeigt dann, daB man einen Ketten- 
bruch K’ mit positiven Teilzihlern und nicht-negativen Teilnennern so 
bestimmen kann, daB seine Naherungspunkte P,’ auf den Halbstrahlen p,’ 
liegen. Fordert man speziell lauter Teilzihler — + 1, so ist 
, ») a 
K’— [bs 4], 
volistindig bestimmt*). 

Da nun nach Voraussetzung in dem die Bedingungen (30) erfiillen- 
den Kettenbruch K nicht von einer gewissen Stelle an alle Teilzahler 
negativ sind, so ist fiir die Konvergenz von K die Konvergenz der Winkel 
w, = (p,, s,) d. h. der Winkel (p,’, s,’) gegen Null, und daher die Konver- 
genz des zugehérigen Kettenbruches K’ notwendig und hinreichend. Und 
da bekanntermaBen**) fiir die Konvergenz von K’ die Divergenz von 2, 
notwendig und hinreichend***), die Divergenz von 2V6,8,,, hinreichend 
ist}), so kann man durch wirkliche Berechnung der £, einerseits eine not- 
wendige und hinreichende, andrerseits hinreichende Konvergenzbedingungen 
fir K herleiten};). Von letzteren seien, unter Hinzunahme des bereits 
in § 6 erledigten Falles nur endlich vieler positiver Teilzihler, die in 
folgenden Satz zusammengefaBten hervorgehoben}}7): 

Satz 6: Fiir die Konvergenz eines den Bedingungen 


(34) b,>|a,|>0; b,>|a,|+1, wenn a,,,<0 (v>1) 
geniigenden Kettenbruches K = {by; al ist jede der folgenden Bedingungen 
fiir sich hinreichend: 

a) von einer gewissen Stelle an sind alle s,— —* ——1; 


| By | 
b) Divergenz der Reihe ‘>’ Vd,, — spesiell der Reihe ->'d,, unter d, 
1 
die kleinere der Zahlen b,—\a,\, b,—|a,| + &,,, verstanden; 


(8, > 0) 








*) Ein Teilnenner #, wird =0, wenn die Halbstrahlen p’_,, s,_, und p,’ zu- 
sammenfallen. 

“*) Die hier herangezogenen, gewdhnlich unter der Voraussetzung f, >0 aus- 
gesprochenen Kriterien werden dabei auf den etwas allgemeineren Fall nicht-negativer 
Teilnenner ausgedehnt. 

“*) Seidel, Habilitationsschr., Miinchen 1846. Vgl. Enc. 1 A3, Anm. 878. 

+) Dieses Kettenbruchkonvergenzkriterium wurde zuerst von L, Saalschiitz, Journ. 
f. Math. 120, 8S. 138, Anm. ausgesprochen. Ein Beweis bei Pringsheim, Sitzber. d. 
bayer. Akad., math. phys. Kl., 29 (1899), wo die Angabe, die Bedingung sei auch 
notwendig fiir die Konvergenz, widerlegt wird. 

+t) Vgl. den zitierten Aufsatz in den Monatsh. f. Math. u. Phys. 

+77) A. a. O. § 4, Satz 3. 
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c) Divergenz der iiber alle positiven unter den Teilzihlern a, erstreckten 
Reihe ZVa,, speziell der Reihe der positiven Teilzdhler selbst. 
Besonders spezielle Fille der Bedingungen b), bezw. c) sind: 
b*) Der obere Limes aller Zahlen 6,— a, und b,— a, +8 
ist > 1, 

c*) lim a,>0. 

Zusatz 1. Der Wert eines den Bedingungen (34) geniigenden kon- 
vergenten Kettenbruches K liegt zwischen }, und b,+ «, oder ist gleich 
by + €,, und zwar ist dann und nur dann K =}, + ¢,, wenn durchwegs 

b,=|a, +1, a,,,<0 (vy>1) 
ist, wie aus schon mehrfach verwendeten Betrachtungen erhellt. XK ist 
also konvergent im engeren Sinne. — Uberlegungen, die den in der zweiten 
Halfte des § 6 zur Erweiterung des Pringsheimschen Hauptkriteriums an- 
gestellten ganz analog sind, zeigen, dass Konvergenz im engeren Sinne 
auch dann vorliegt, wenn — neben einer der Bedingungen a), b), c) — (34) 
nur fiir v > 2 erfillt und auBerdem nur noch 

a,|>0,b, und b,+8&20 

ist, mit einziger Ausnahme des schon a. a. O. aufgetretenen Falles, dab 
b, = 1, ¢, = —1, db, =|a,\+1(v>2) und & a,...a,| divergent ist. 

Zusatz 2. Fiir jeden dem Satz 6 gemiiS konvergenten Kettenbruch K 
folgt schon aus dem Charakter der Konvergenzbedingungen, daB auch 
jeder durch Weglassen von Anfangsgliedern entstehende Kettenbruch 

2 a,7” 
Ke |], Be— [bai a, 
konvergiert, d. h. dab die Konvergenz von K eine unbedingte*) ist. Im 
ibrigen gilt bekanntlich allgemein fiir jeden beliebigen konvergenten 
Kettenbruch K**), daB die durch Weglassen (oder auch Voransetzen) 


v+1 


*) A. Pringsheim, Sitzber. d. bayer. Akad., math. phys. Cl., 28 (1898), 8. 299; 
Enc. I A 3, 8.127. Es sei mir gestattet, bei der Gelegenheit ein paar Worte zu- 
gunsten der nur bedingt konvergenten Kettenbriiche einzulegen (d.i. solcher konver- 
genter mit wenigstens einem divergenten K,,) beziiglich ihrer Stellung zu den unbedingt 
konvergenten, welch letzteren allein Pringsheim a. a. 0. (S. 307) ,,den Charakter einer 
gewissen analytischen Notwendigkeit“ beimiBt, den er den ersteren villig aberkennt. 
Bei beiden Arten konvergenter Kettenbriiche fihrt die Anderung des Wertes eines 
einzelnen Elementes eine Anderung des Wertes des Kettenbruches (eventuell — sit 
venia verbo — in den Wert oo) herbei. Wie bei den bedingt konvergenten kann 
man aber auch bei einem unbedingt konvergenten Kettenbruch seine Elemente ohne 
Anderung seines Wertes von einer gewissen Stelle »—m-+1 an durch andere, bis 


auf die Bedingung, daB der Wert von [F] ; ungeiindert bleiben soll, véllig will- 
kiirliche ersetzen. ee 
**) Desgleichen fiir jeden ,,schlechthin oder im wesentlichen nach oo diver 





 * me sh LULL eee. Le ae, 








Konvergenz und Irrationalitit von Kettenbriichen. 959 


von Anfangsgliedern entstehenden Kettenbriiche wenigstens ,im weiteren 
Sinne konvergent“ sind. Denn ihrem Bildungsgesetz gemi8 stellt die 
Folge der Punkte P_,, Py, ..., P,,..., wenn sie nur von einer geeignet 
spiten Stelle an betrachtet wird, auch die Folge der Naherungspunkte 
dar fiir jeden der Kettenbriiche K,, «,K,*), K,°; K,, &K,, K,°; --- 


unter jeweiliger Zugrundelegung des entsprechenden unter den Koordi- 
natensystemen: 


{Po, Pi}, {Po, %&P_1}, {@,P_1, Po}; 
{P,, Po}, {Pap Po}, {G2Po, Pi}; 


anstatt des bisher verwendeten Koordinatensystems {P_,, P_,}. Dabei 
ist allgemein unter {E,, E,} das Parallelkoordinatensystem mit O als Ur- 
sprung und L,, FE, als Kinheitspunkten der x-, bezw. y-Achse zu verstehen. 
Das Vorhandensein oder Nichtvorhandensein einer Grenzrichtung der 
Vektoren OP, bedeutet also gleichzeitig fiir alle Kettenbriiche K, K,,, K° 
das Bestehen oder Nichtbestehen von Konvergenz im weiteren Sinne**). 

Satz 6 umfabt, wie aus a) und b), speziell aus a) und b*) hervor- 
geht, das Pringsheimsche Haupt-Kriterium (28), soweit es sich auf reelle 
Kettenbriiche bezieht***). 


§ 8. 

Jeder ganzzahlige, den Bedingungen (34) geniigende Kettenbruch K 
ist gemiB Satz 6a) oder c) (speziell c*)) konvergent. Beziiglich seines 
Wertes gilt der folgende sowohl den Legendreschen als den Stolzschen 
Irrationalititssatz+) umfassende 

Satz 7. Jeder den Bedingungen 
(34) b, >|a,| > 0; b,>|a,|+ 1, wenn 4,41<90 (v21) 
geniigende ganszahlige Kettenbruch K = [b3 di hat einen irrationalen Wert, 
es sei denn, daB von einem gewissen Index v = v, an durchwegs 


genten“ (vgl. die letzte Anm. d. § 2), d. h. fiir einen Kettenbruch, der der Bedingung 
lim Fr mo geniigt, die y-Achse zur Grenzrichtung der OP, hat. 
v 


*) Wobei [‘s“*, ST mit ¢,,K,, bezeichnet ist. 
**) Vgl. iiber diese Beziehung, die den unbedingten Charakter der Konvergenz 
im weiteren Sinne [dem Wesen nach schon von L. Seidel, 1. c., 8. 571, hervorgehoben 
(Zusatz bei d. Korr.)] und die enge Verwandtschaft der konvergenten (im engeren Sinne) 
und ,,schlechthin oder im wesentlichen nach oo divergenten“ Kettenbriiche zeigt, 
den § 2 der mehrfach zitierten Pringsheimschen Arbeit ,,Uber die Convergenz un- 
endlicher Kettenbriiche* (1898). 
*“*) Beziiglich anderer unter Satz 6 fallender Konvergenzkriterien vgl. § 5 des 
zitierten Aufsatzes in den Monatsheften f. Math. u. Phys, 
+) Desgleichen den im § 4 bewiesenen Satz 4. 


17* 
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b= |a,| +1, a 41<0 
ist. 

Die einfache Ubertragung der von Pringsheim*) zum Beweise des 
Legendreschen Irrationalitiitssatzes angewendeten SchluBweise auf die hier 
betrachteten Kettenbriiche liefert den Beweis des ausgesprochenen Satzes 
aus den Bedingungen (34) und der unbedingten Konvergenz. Wie Prings- 
heim**) hervorgehoben hat, bildet dabei die unbedingte Konvergenz eine 
wesentliche Grundlage fiir die Beweiskraft der beniitzten Schliisse. 

Unter Ausschlu8 des in Satz 7 genannten Ausnahmefalles gilt namlich, 
den Zusitzen zu Satz 6 gemiB, — bei Verwendung der Zeichen fiir die 
Kettenbriiche auch zur Bezeichnung ihrer Werte, — 


|Kn| <1 (m2>1). 


Wire nun K, also auch jedes K,,, rational und in der Darstellung als 
reduzierter Bruch 





Ky= bn | Kul = 2m (m>1), 
so wiirde aus wo | ae 
gaan = | — On + Se — 
q"*)< p™, also 
g@ti<e@ (m>1) 


folgen, was offenbar unméglich ist. Die Einkleidung dieser SchluBweise 
in geometrisches Gewand — dabei g"*+" aufgefaBt beziiglich des Koor- 
dinatensystems {a,,P,,_,, P,,_,} als Abszisse des an O niichstgelegenen 
Gitterpunktes auf dem Grenzhalbstrahl der Vektoren OP,, p™ als Ordi- 
nate, ¢™) als Abszisse des gleicherweise definierten Punktes im System 
(P.,-15 &m Pm—2} — bietet keine Schwierigkeit, aber auch keine be- 
sonders iibersichtliche geometrische Deutung, da zu beachten ist, daB fir 
jedes der beiden Koordinatensysteme im allgemeinen ein anderer Punkt 
der nichstgelegene Gitterpunkt ist. 

Satz 7 gilt natiirlich auch fiir jeden ganzzahligen Kettenbruch mit 
nicht verschwindenden Teilzihlern, der (34) erst fir »>v, erfillt und nicht 
den Ausnahmefall darstellt, da offenbar auch dann unbedingte Konvergenz 
im engeren Sinne***) vorliegt. 





*) Sitzber. d. bayer. Akad., math. phys. Kl., 28 (1898), Uber die Convergenz un- 
endlicher Kettenbriiche, § 4. Die SchluBweise ist im Wesen tibereinstimmend mit der 
Legendreschen, erhilt aber a. a. O. zum erstenmal durch die erforderlichen Konvergenz- 
beweise wirkliche Berechtigung. 

**) Uber die ersten Beweise der Irrationalitat von e und x“ im gleichen Bande 
der genannten Sitzber., S. 325. 
***) Vgl. die letzte der an Satz 4 (§ 4) gekniipften Bemerkungen. 
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§ 9. 


Den vorstehenden Entwicklungen mégen ein paar Bemerkungen, auf 
gewisse Verallgemeinerungen beziiglich, beigefiigt werden. 


‘Im § 5 wurde ausgegangen von Kettenbriichen [5 5 ae fiir welche 
jeder Naherungspunkt P,—a,P,_,+56,P,_, dem durch die Bedingung 


v~v—2 vy y—1 

(35) : b, = |a, | 
definierten Winkel angehért. Schreibt man nun allgemeiner fiir jeden 
Index » die Bedingung b,>k,|a,| vor, unter k,,k,,--- eine Folge posi- 
tiver Zahlen verstanden, so ergibt sich als Bedingung dafiir, daB jeder so 
definierte Winkel den folgenden (fiir den niichsten Index gebildeten) ent- 
hilt, die Bedingung 
(36) b, 2k, |o,| + -— 

v+1 


an Stelle der im Falle k,—1 a.a.O. erhaltenen Pringsheimschen Be- 
dingung (28).*) 

Die Betrachtungen im § 6, durch welche (28) als hinreichend fiir die 
Konvergenz des Kettenbruches nachgewiesen wird, gelten ganz unveriindert 
auch fiir die im Falle (36) vorliegende Folge von Winkeln. Man erkennt, 
daB das so gefundene eine Folge willkiirlicher Zahlen k, enthaltende Kon- 
vergenzkriterium (36) durch ‘quivalente Umformung (Anderung der 
Niherungspunkte P, unter Beibehaltung der Strahlen OP,) aus (28) ab- 
leitbar ist**). 

Die in diesem Aufsatz verwendete geometrische Deutung der Ketten- 
briiche ist ohne weiteres iibertragbar auf den allgemeineren Fall des in 
jiingster Zeit von O. Perron***) eingehend studierten Jacobischen Algo- 


*) Auch bei komplexen Kettenbriichen, ganz analog wie bei reellen, stellt 
b,|={|a,|+1 die Bedingung dafiir dar, daS von den Gebieten, die sich fiir P, aus 
b,|=\a,| ergeben, — Gebieten des ®,, die von dem Projektionskegel einer ring- 
formigen (Regel-) Fliche zweiter Ordnung begrenzt sind, — jedes Gebiet das folgende 
enthalt. 

**) Pringsheim (Sitzber. d. bayer. Akad. 35 (1905), Uber einige Konvergenzkriterien 
fiir Kettenbriiche mit komplexen Gliedern, § 2) gewinnt durch die dem Ansatz 





l 
i= — entsprechende Umformung das Konvergenzkriterium (1, eine Folge positiver 
vy—1 
Zahlen): 
(87) eM) td 
b,_15, ome 444 


***) Habilitationsschr. (— Math. Ann. 64, S. 1), Sitzber. d. bayer. Akad., 37 (1907) 
8. 401, 38 (1908) S. 181. 
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rithmus. Die Deutung erfolgt fiir die ,Jacobikette n** Ordnung“*) im 
Raum %,,, von »+ 1 Dimensionen (nm = 1, Fall der Kettenbriiche). Sei 
m= 2 und im &, ein Strahl g durch den Ursprung O vorgelegt, als Re- 
prasentant zweier reeller Zahlen (seiner RichtungsgréBen). P_,,P_,, P_, 
seien die Punkte mit den Koordinaten (1, 0, 0), (0,1, 0), (0, 0, 1). 
Man erhilt als Analogon der regelmiBigen Kettenbruchentwicklung fol- 
genden Algorithmus. Wenn die Niaherungspunkte P,_,, P,_,, P,_, 
bereits gefunden sind (vy > 0) u. zw. als Gitterpunkte, so lege man durch 
P,_, die zur Ebene OP, _,P,_, parallele Ebene uw, und teile u, in Gitter- 
parallelogramme, die dem Parallelogramm 


ates OP,_; aut (P,_s + Foutl nt 


kongruent und parallelliegend sind, wobei jelem Parallelogramm jener 
Gitterpunkt und jene Seiten zugezihlt werden, die dem Punkt O, bzw. den 
Seiten OP,_,, OP,_, des Parallelogrammes x homolog sind. P, bestimmt 
sich dann als der Gitterpunkt, der demselben Parallelogramm angehért, 
wie der Durchschnittspunkt M von g und u,. Den im I. Teil behan- 
delten unregelmaBigen Kettenbruchentwicklungen entspriiche es, fiir P, 
die Wahl zwischen allen vier Eckpunkten des von g getroffenen Par- 
allelogramms zu Jassen***). Doch soll hier auf Fragen analog den im 
I. Teil behandelten (Konvergenzfragen, usw.})) nicht eingegangen und 
nur auf einen Unterschied hingedeutet werden, der zwischen dem Falle 
n= 1 der Kettenbriiche und den eigentlichen Jacobientwicklungen n > 2 
besteht, die, wie Perron gezeigt hat, nicht durchwegs die verallgemeinerten 
Eigenschaften der Kettenbriiche aufweisen. Im Falle der Kettenbriiche, 
etwa der regelmiBigen, vollzieht sich nimlich der Ubergang vom Grund- 
parallelogramm mit den Seiten OP,_,, OP,_,(v=>1) zum Grundpar- 
allelogramm mit den Seiten OP, ,, OP, in einer nur durch das erste 
Parallelogramm und den Strahl g(y =x) bestimmten Weise. Welche 


*) Dabei ist nur von dem Jacobischen Algorithmus mit reellen Elementen die 
Rede. Jacobis nachgelassene Untersuchung bezieht sich nur auf die ,,Jacobiketten“ 
zweiter Ordnung. 

™) P,_»+P,_, bedeutet den vierten Eckpunkt des Parallelogrammes und all- 
gemein, wie bisher (vgl. § 2) P+ @ den Endpunkt des durch Addition der Vektoren 
OP, O@ gewonnenen Vektors. 

***) Die genaue Festsetzung wire: Man lege um M als Mittelpunkt ein dem 
Parallelogramm mit den Ecken (+ P,_,-+P,_,) kongruentes und parallelliegendes 
Parallelogramm p und wihle fiir P, irgendeinen im Innern von p liegenden Gitter- 
punkt. In Ausnahmefiillen ist dann gar keine Wahl oder nur eine zwischen zwei 
Punkten vorhanden. 

+) Fiir den regelmaBigen Jacobialgorithmus (fiir beliebiges n) hat Perron die 
Konvergenz, u. zw. gegen die ,,entwickelten“ 2 (bezw. n) Zahlen nachgewiesen (Habili- 
tationsschr. § 4). 
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Parallelogrammecke P,_,, welche P,_, ist, braucht dabei gar nicht an- 
gegeben zu sein, da dies schon aus der Lage von g sich ergibt. Anders 
im Falle n = 2 (oder > 2) des Jacobischen Algorithmus. Der Ubergang 
vom Parallelepiped z,_, mit den Kanten OP,_,, OP,_,, OP,_, zu dem 
mit den Kanten OP,_,., OP,_,, OP, ist nicht nur durch das erstere und 
den Strahl g, sondern noch sehr wesentlich dadurch bestimmt, wie die 
Bezeichnungen P,_,, P,_, auf die beiden hierfiir in Betracht kommenden 
Eckpunkte von z,_, verteilt sind. Dadurch unterscheidet sich der 
Jacobische Algorithmus von einer rein geometrischen Verallgemeinerung 
der Kettenbruchentwicklung, wie sie z. B. die von Poincaré in den Comptes 
Rendus 1884*) angegebene darstellt, die ebenfalls mit einer Folge von 
Grundparallelepipeden des Gitters operiert. 

Den beliebig hingeschriebenen (nicht durch Entwicklung gewonnenen) 
Kettenbriichen mit den Teilzihlern a,= a, und den Teilnennern 

b, = a,” = a, 
entspricht ein von den Punkten 
aS - P_,=(1, 0,--- 0), (0, 1,--- 0), --+ (0, 0, +--+ 1) 
ausgehender durch die Relation 
P= a,”) Fanctenit + a,” a a,” | a (v>0) 

vermittelter Algorithmus zur sukzessiven Ermittlung der Punkte P,, 
dessen Konvergenz (im weiteren Sinne) in dem Vorhandensein einer 
Grenzrichtung der Vektoren OP, besteht**). Die Ubertragung der geo- 
metrischen Deutung des Pringsheimschen Konvergenzkriteriums fiihrt hier 
zu verschiedenen Bedingungen, — die natiirlich von vorneherein noch 
nicht als Konvergenzbedingungen angesprochen werden diirfen, — je nach 
der Art der an Stelle von (35) zugrundegelegten Gebiete. Man erhiilt 
z. B. als Bedingung dafiir, daB von den durch 


-n?* 


(38) {a,”| + |a,|+---+ Jae), | <a.” 
bezw. 
(39) |a,” | < a,”) (i=0,1,---,n—1) 


definierten Gebieten jedes die folgenden enthilt, die Ungleichungen***) 


*) 99, S. 1014 (Sur une généralisation des fractions continues). 

**) Man hat |a{”!>0 vorauszusetzen, wenn der Algorithmus sich nicht von 
einer gewissen Stelle an in einem Raum von weniger als »-+-1 Dimensionen ab- 
spielen soll. 

***) ©. Perron (Sitzber. d. bayer. Akad. 1907) hat gezeigt, daB die Bedingung 
(88a) in der Tat nahezu in vollem Umfange, — wenn nicht iiberhaupt ohne jede 
Nebenbedingung, wie er vermutet (a. a. O., 8. 441), — fiir die Konvergenz des Algo- 
rithmus hinreichend ist, wiihrend das gleiche fir (39a) wenigstens bei positiven 
a\”,---,a{” gilt, wie sich durch Spezialisierung eines von Perron an anderer Stelle 
(Math. Ann. 64, S. 12) aufgestellten Konvergenzkriteriums ergibt. 
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(38a) 1a, | + || +--+ la, | <a 1 
bezw. 
(39a) jag | und |a”|+1<a,%—1 (é—1,---,0—1). 


Zur geometrischen Deutung der durch (38) bezw. (39) fiir die Lage 
von P, festgelegten Gebiete im Falle » = 2 zeichne man in der durch 
P,_, parallel zu OP,_, P,_, gelegten Ebene die Parallelogramme, deren 
Ecken P,_,+ P,_,, P,_1:+P,_; beaw. P,_,t+P,.+P,_s, sind. Der 
Vektor OP, ist auf die Richtungen von O nach den Punkten des be- 
treffenden Parallelogrammes (mit Ausnahme einer Diagonale bezw. Seiten- 
halbierenden) beschrinkt. 

Es mégen diese Bemerkungen beschlossen werden mit dem Hinweis 
darauf, daB die fiir die Kettenbriiche verwendete geometrische Deutung 
offenbar, wie aus der willkiirlichen Wahl des Parallelkoordinatensystems 
hervorgeht, affinen Charakter triagt, daB aber iiberdies das wesentlichste 
an den Kettenbriichen, niamlich alles das, was gegeniiber ‘quivalenter 
Umformung (Beibehaltung nur der Folge der Naherungsstrahlen p, = OP,) 
invariant bleibt, von projektiver Natur ist. Es ergibt sich dies sofort 
daraus, daB der bekanntlich bei fquivalenten Transformationen unge- 
ainderte*) Ausdruck — wee wegen 


¥ 


a, a,-OP, 9 OP, 1 Sin (P,,Py-1) Si (Py_25 Py—s) 
gleich dem Doppelverhiiltnis der vier Strahlen p,, p,_,, p,_», p,_; ist**). 
Man kann also jeden Kettenbruchalgorithmus ansehen als die Bestimmung 
einer Folge von Elementen eines Gebildes erster Stufe dadurch, daB jedes 
neue Element p, durch sein Doppelverhiltnis mit den drei letzten schon 
gebildeten Elementen bestimmt wird. Umgekehrt ist natiirlich auch jeder 
solche Algorithmus einem Kettenbruch gleichwertig, da ja durch Angabe 
aller Doppelverhiltnisse 6,b,_,, — wir schreiben dabei dem Kettenbruch 
von vorneherein Teilzihler = 1 vor, — auch die Folge der Teilnenner b, 
bestimmt ist***), Es haben also alle Kettenbruch-Konvergenz- und 


byb,_1 oe b,: OP,_1 e b,-1° OP,_s nm sin (Py, Py—2) 5 sin (p,_1, P,-s) 





*) Vgl. Pringsheim, a. a. O. 8. 366, Anm. 

**) Anders gesagt: gleich dem Doppelverhiltnis der entsprechenden Niherungs- 
briiche. Die ausgesprochene Tatsache und die folgenden Bemerkungen sind ebenso 
wie fiir das reelle auch fiir das komplexe Gebiet giiltig. 

*) Diese Gleichwertigkeit der beiden Probleme ergibt sich auch rein rechnerisch 
bei der Bestimmung des Doppelverhiltnisses 
a el Sl... Bema 
D, \D, (\D, | D 
aus den Doppelverhiltnissen D; —(p,, p;5, Pj—-2, Pj—1) #ls0 durch einen mit 


Je ol 
P—s» P-1» Po. Py rl | 
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Divergenzkriterien, in denen der Ausdruck eePy at auftritt*), unmittelbar 


Bedeutung fiir den erwahnten Algorithmus seuitinie Natur, und in 
zweiter Linie gilt das aueh von anderen Konvergenz-, tibrigens auch von 
Irrationalitatssatzen. 
In analoger Weise stellen bei dem Jacobischen Algorithmus die 
gegeniiber aquivalenter Umformung invarianten Ausdriicke 
ay» ) a°7-2 a.’-) 
a” ? oe be eee 


ein System projektiver Koordinaten fiir den Strahl P, = OP, dar, bezogen 
auf die » + 2 vorhergehenden Strahlen p,_,, p,_»,-*- P,»—9 als Funda- 


mentalelemente in dem aus allen Strahlen durch O Desisenden Gebilde 
n* Stufe. 











git is So) 4... oa i 
iquivalenten Kettenbruch. 
*) Z. B. das oben erwihnte Pringsheimsche Kriterium (37), ein Kriterium von 
Helge von Koch (Bull. Soc. math. de France 23, 8. 37) u. a.m. Vgl. Pringsheim, l. c. 
und Enc., éd. frang., t. I vol. 1 (1 4, Nr. 81; I 6, Nr. 7). 
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Der Filachenbischel 2. Grades im S, und gewisse (n+1)-Flache. 
Von 
K. Roun in Leipzig. 


Das Studium der Invarianten und Kovarianten eines Biischels von 
Flachen 2. Grades: x,A + x,B =0 im Raume S, von m Dimensionen hat 
die Beantwortung einer ganzen Anzahl von Fragen erméglicht, die sich 
auf solche Biischel beziehen. Durch das Verhiiltnis x,:x, wird zugleich 
ein binares Gebiet definiert, das fiir eine Reihe weiterer Probleme den 
Ausgangspunkt bildet. Besonders sind einige Eliminationsprobleme hierher 
zu rechnen, in erster Linie die Frage nach den dem Biischel angehdrigen 
Kegelfliichen. Die Anzahl dieser Kegelflichen ist (n+ 1) und ihre Para- 
meter bestimmen sich wie bekannt als Wurzeln der gleich Null gesetzten 
Diskriminante A des Biischels, d. h. der aus den Koeffizienten der Fliche 
x,A+x,B=0 gebildeten Determinante. Diese Form A vom (n + 1)" Grade 
ist in dem biniren Gebiet x,:, von fundamentaler Bedeutung und somit 
auch fiir solehe auf den Biischel beziigliche Fragen, in denen einzelne 
Flaichen desselben auftreten. Es handelt sich dabei um die Elimination 
der Variabeln aus gewissen Gleichungssystemen, die zum Teil aus linearen, 
zum Teil aus quadratischen Gleichungen — niimlich Gleichungen einzelner 
Flaichen des Biischels — bestehen. Solche Eliminationen bieten zumeist 
groBe Schwierigkeiten; hierbei spielen sowohl die simultanen Invarianten 
der Flichen A= 0 und B=0 als auch die Invarianten und Kovarianten 
der biniren Form (n+ 1)" Grades A eine Rolle. Doch ist diese Rolle 
bei beiden ganz verschieden; man kann das dahin aussprechen, daB auf 
den ersteren die Lésbarkeit des Problems beruht, wihrend die letzteren 
den Schliissel zur Lésung des Problems selbst liefern. Es stellt sich 
nimlich heraus, dab sehr oft eine Lésung iiberhaupt nicht existiert, selbst 
wenn die Zahl der auftretenden Variabeln weit gréBer ist als die Zahl 
der Bedingungsgleichungen, denen sie zu geniigen haben, falls nicht ge- 
wisse simultane Invarianten von A und B verschwinden. 
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Hierher gehért vor allen Dingen ein von Rosanes*) aufgesteliter Satz. 
Besitzen zwei Flaichen 2. Grades A und B im Raume S, eine Lage derart, 
daB ein der Fliche A einbeschriebenes (n + 1)-Flach zugleich Polar-(n + 1)- 


1 
flach von B ist, so gibt es 002°” derartige (n+ 1)-Flache; zugleich 


1 
existieren oo?” ” Polar-(n + 1)-flache von A, die der Fliche B um- 
beschrieben sind. Eine solche Lage von A und B wird bestimmt durch 
das Verschwinden ihrer simultanen Invariante, die vom 1. bezw. n" Grade 
in den Koeffizienten von A resp. B ist. Bedenkt man, daB die Koordi- 
naten der (n+ 1) Eckpunkte des (n+ 1)-Flachs im S, einerseits (m + 1) 


quadratische, andererseits on (m + 1) lineolineare Gleichungen zu erfiillen 


haben, so wiirde man auch bei allgemeiner Lage von A und B noch 
ort 1) (n— 


° Lésungen erwarten. Gleichwohl sind jene Gleichungen im 
allgemeinen nicht zu befriedigen. 

Im folgenden soll nun einerseits dieser Satz von Rosanes eine Er- 
weiterung erfahren, zum anderen sollen zwei weitere Fragen ihre Erledi- 
gang finden, die ebenfalls in der oben skizzierten Richtung liegen und 
einen Beitrag zu den dort erwiihnten Eliminationsproblemen liefern. LEizie 
ausfiihrliche Darlegung dieser Fragen habe ich in den Abhandlungen der 
math.-phys. Kl. der kgl. siichs. Ges. der Wiss. 31, S. 336 und in ihren Be- 
richten Bd. LXI, S. 95 gegeben. 


I. Teil. 
Erweiterung des Satzes von Rosanes. 


Wahlt man im Raume §,, einen Biischel von Flichen 2. Grades und 
greift aus thm einerseits eine Fliiche M und andererseits (n+-1) weitere 
Fliichen Ny, A,, Ng, +++, A, derart heraus, daB ein Polar-(n + 1)-flach von 
M existiert, dessen Ecken einzeln auf den Flichen \, liegen, so gibt es noch 


oo» solcher (n+ 1)-Flache. Hierzu ist notwendig und hinreichend, 
daB der Parameter u,:u, der Fliche M der Relation 
(AQ) A, M% = 0 

Geniige leistet. Dabei sollen die Wurzeln der Gleichungen Az+! = 0 bezw. 
Qu+1—( die Parameter der (w + 1) Kegelfliichen bezw. der ( + 1) Flachen A, 
des Biischels sein; der vorstehende Ausdruck ist also ihre Funktional- 
determinante. 

*) Rosanes, Erweiterung eines bekannten Satzes auf Formen von beliebig vielen 
Veriinderlichen , Math. Ann. 23, S. 412—415. 
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Dem vorstehenden Satz kann man auch die folgende Fassung geben: 
Sind M, Ay, A,, --+, A,_, beliebige Flichen 2. Grades eines Biischels im 
S, und konstruiert man alle méglichen (n+ 1)-Flache, die polar zu M 
sind und auf den Flichen A,, A,, ---, A,_, je eime Ecke haben, so liegt 
auch die letzte Ecke stets auf einer und derselben Fliche A, des Biischels. 

Sind dagegen die (n+ 1) Flichen A, vorgegeben, so findet man ge- 
maB der vorstehenden Relation noch 2m Filiichen, die die Rolle der 
Fliche M in unserem Satze tibernehmen kénnen. 

Zum Beweise des Satzes gehen wir von den beiden Flichen zweiten 
Grades aus 


(1) f (xz) => 54, 2,2, =0 a;, = Ai, 
gy (x2) => S>,, 4,2, = 0 by = by, 
i=1,2,--(m+1) und h—1,2,---,(m+1). 
Sie bestimmen den Biischel 
(2) x,f(xx) + xp(2) => D(x, 4,, + %b,,)2,2, = 0, 
dessen linke Seite wir symbolisch mit 
8) athyt- tht J SRektakt=.- 
bezeichnen. 
Seine Diskriminante ist alsdann dargestellt durch 
(4) (RRR. Kes Asti= Dyxr** + D, 2%, + Dyxtm*x§ +---+D, 257". 


Die Gleichung At+*=0 liefert die (m+ 1) Kegelfliichen des Biischels, 
ihre Koeffizienter D,, D,, D,,---, D,,, sind die simultanen Invarianten 
der Flichen f= 0 und 9 = 0. 

Die Diskriminante A+! gestattet eine eigentiimliche Umformung, 
wenn wir mit (2), (y), (2), ---, (s) (#+1) beliebige Punkte des S, und 
mit 2, Y;, 4) °° +, &; (¢=1,2,---,-»+1) ihre Koordinaten bezeichnen. Es 
besteht alsdann die Identitit 


| Mek ek ek --- Belk 
Kyke yy Myke sy | 
: 


1 aoa 
©) wpa ye---9Oee - . . 
| Kin t e+ , » nee Ret D Rt | 


Den (m + 1) Punkten legen wir nun die folgenden Eigenschaften bei. 
Erstens sollen sie ein Polar-(m-+ 1)-flach der Fliche M oder 


Hi f(EE) + wep (EE) = 0 
bilden, zweitens sollen sie einzeln der Reihe nach auf (n+ 1) Flichen A, 
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oder 4,,f(€&) + 4:,9()~0 des Biischels gelegen sein. Es bestehen 


dann die Relationen 


Hy f(xy) + uy p(zy) = 9, 
#, (v2) + uy (ze) = 0, 


(6) #, f (rs) + By p(rs) =0, 
dos f(z) + Ags p(ex) = 0, 
Aifyy) + Aseyy) = 9, 
441 f (88) + Ane p(ss) _ 0. 
Nun ist aber 
k? =k??? =---=x,f(az)+x,p(az), usf. 
kaky = keky S++ = x, f(ey) + (ay), ust. 
und demnach mit Riicksicht auf (6) auch 
KP =K? =... =%—% o(e2), ust. 
KK=KK= ‘oe AE (ay), usf. 


Setzt man noch zur Abkiirzung 


(ux) = wy Hy — ym und (A,x) = A,, %y — Aig, 
so geht die Identitat (5) in die Gleichung iiber 


(7) fini (wyz---s)*Antt = 
(aye) p(22) (ux) @(0y) --- (ux) 9(@s) 


(ux) p(ys) 7 ax) o(yy)--- (ux) 9(ys) 





(ux) p(2) (ux) (ey) +» (yx) (6s) 
Fiihrt man ferner das Produkt 
(8) (Agx) (yx) «++ (A,x) = QEt? 





ein, so stellt Q=+1—0Q die Parameter der (nm + 1) Flichen A, des 
Biischels dar. 
Jetzt bilden wir die erste Uberschiebung der beiden binaren Formen 
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(n+ 1) Grades As+! und Q=+!. Es hat aber das Diagonalglied der 
Determinante auf der rechten Seite von (8) den Wert 

n+l 

Ea ea, 2289 A) (yy) -- + P58), 

wahrend alle tibrigen Glieder von ihr mindestens den Faktor (ux) auf- 
weisen. Sonach darf man schreiben: 

Asti P-Qrti+ Q- (ux). 
Hierin sind P und Q Funktionen der Koordinaten 2,, y,, ---, s,; zugleich 
ist @ vom (nw — 1)" Grade in den Parametern x,, x,, wihrend P frei davon 
ist. Da die erste Uberschiebung einer Form iiber sich selbst identisch 
verschwindet, erhailt man: 

(m + 1) (AQ) AzQs — (wn — 1) (ux)*- (Q, M+4) + 2(ux)Q- 229, 
Ersetzt man hierin den Parameter x,:x, durch uw, :u,, so ergibt sich die 
gesuchte Relation: 

(9) (A2) A793 = 0; 
ihre linke Seite ist die Funktionaldeterminante der Formen Att! und Q+?. 

Diese Relation laBt sich noch wie folgt umformen, indem man sie 

mit (we) = 4,0, — 4,0, multipliziert und beachtet, daB 
(AQ) (ue) = 4,2, — 4,2, 

ist. Man gelangt so zu: 

(9a) Ant QQ. — MPAA, = 0. 

GemiB (8) ist aber 


QHLQ 2, : 
(n + 1) ot a ae (i=0, 1,2,--+,m), 
und in gleicher Weise 
A"h é. . 
(9b) (tl) xef— D> Ge = 0,1,2,--m) 
“ ‘ 


wenn man mit 0,,:d;, die Parameter der (n +1) Kegelflichen des Biischels 
bezeichnet, sodaB A+! bis auf einen Faktor mit (6,x) (6,%) --- (8,x) 
tibereinstimmt. Hiernach laiBt sich die Relation (9) auch in der Form 
schreiben 
(Ae) _ Ye) 
(Ayu) | (85m) 
bei véllig beliebigem Wert von 9, : 9. 
Hiermit ist der zu Anfang aufgestellte Satz bewiesen. Denn ist die 
Bedingung (9) erfiillt, so ist das Gleichungssystem (6) lésbar; seine 


> (m+ 1) (n+2) Gleichungen zwischen den n (n+ 1) Koordinaten 7,, y,,---, 5; 


(i= 0, 1,2,--+,m), 


in(n—1) 


reduzieren sich dadurch um eine und es ergeben sich noch co 
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Lésungen. Von einem solchen (m+ 1)-Flach darf man also die Ecke () 
auf A, beliebig wihlen; die Ecke (y) muB dem Polarraum S,_, von (2) 
in bezug auf M angehéren, darf aber im iibrigen beliebig auf A, an- 
genommen werden; ebenso ist die Ecke (¢) irgendwie auf A, zu nehmen, 
nur mu8 sie in dem Polarraum S,_, von (x) und (y) beziiglich M liegen, 
usf. Zuletzt besitzen die (n — 1) Punkte (2), (y), (¢), --- eime Polargerade, 
welche die Flichen A,_, und A, je in einem Punktepaar schneidet. Als 
vorletzte Ecke des (n+ 1)-Flachs kann nach Belieben einer der beiden 
Schnittpunkte auf A,_, dienen; je nach dieser Wahl bildet dann der eine 
oder andere Punkt auf A, die letzte Ecke. 

Bezeichnet man noch allgemein mit A; die Fliache, die zu A, polar- 
reziprok ist in bezug auf die Flaiche M, dann beriihren die Seitenflichen 
des (n+ 1)-Flachs — es sind dies Riume S,_, — die (m+ 1) Flachen 
Ay’, Ay’, +++ A,’, die zusammen mit der Fliche M eine Schar von Flachen 
2. Grades bilden. Die vorher betrachteten Vielflache kénnen somit auch 
als solche angesehen werden, die zu M polar sind und deren Seitenflichen 
einzeln die Fliichen A,’, A,’, ---, A, der Schar beriihren. Bei einer Para- 
meterdarstellung dieser Schar wiirde die Bedingung fiir die Existenz 
solecher Vielflache natiirlich wieder zur Gleichung (9) fihren miissen. 

Nimmt man demnach auf m beliebigen Flaichen A,, A,,---, A,_, des 
Biischels je einen Punkt derart an, daB diese m Punkte paarweise zur 
Fliiche M harmonisch liegen, dann bestimmt jede solche Punktgruppe 
einen Raum S,_,, und die Gesamtheit dieser Riume umhiillt eine Flaiche 
2. Grades, niimlich die Fliche A;, wihrend die ihnen zugehérigen Pole be- 
ziiglich M die Flache A, erfiillen. 

Aus unserem Satz folgt noch das spezielle Resultat: Sind K,, K,, K,,---,K, 
die (m+ 1) Kegelfliichen eines Biischels im Raume S, und ist M eine ganz 


1 

beliebige Fliche des Biischels, so gibt es immer oo8"""” (n + 1)-Flache, 
die zu M polar sind und deren Ecken einzeln auf den (n +1) Kegel- 
flichen liegen. Oder: Wiahlt man auf den m Kegelflachen K,, K,,---,K,_; 
je einen Punkt derart, daB sie paarweise zur Fliche M harmonisch sind, 
so bestimmen sie einen S,_, von folgender Beschaffenheit. Er ist 
Tangentialraum einer Fliche 2. Grades von (n—2) Dimensionen, die zur 
Kegelfliche K, beziiglich M polarreziprok ist, also in einem Raume S,_, 
durch die Scheitel jener  Kegelflichen liegt. 

Wir wollen den allgemeinen Satz ferner dadurch spezialisieren, dab 
wir den Kegel K, zur Fliche M machen; dann muB nach (9b) auch eine 
der Flichen A, mit K, zusammenfallen und ein Polar-(n+1)-flach von 
K, hat stets eine Ecke im Scheitel K, von K,. Wiederum bestimmen je 
n Punkte, die paarweise zu K, harmonisch sind und einzeln auf den n be- 
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liebig gewihlten Flichen A,, A,, ---, A,_, liegen, einen Raum S,_,, und 
alle diese Riume umbiillen eine Fliche 2. Grades A,. Von dieser Flache 
wissen wir, daB sie die Polarreziproke von K, in bezug auf K, selbst sein 
muB, daB also die Tangentialriume S,_, von K, auch solche von A, sein 
miissen. Eine genauere Untersuchung zeigt ferner, daB die Beriihrungs- 
punkte von A, und K, in dem Polarraum des Scheitels XK, beziiglich des 
Biischels liegen. 

Bezieht man den Flichenbiischel auf sein gemeinsames Polar-(n + 1)- 
flach, so werden die Gleichungen der m Fliachen A, 


a,§2 + >" (ai +2) = 0 (i= 0,1, 2,---,n—1) (h = 0, 1, 2,---,»—1), 
h 


und die der Kegelfliche K,, 
In diesem Falle ergibt sich als Gleichung der obengenannten Fliche A, 
(10) ay 83 + (E+E +--++En21) Sa, +4) = 0. 

Ein Biischel von Fliichen 2. Grades im Raume 8S, enthalte die n 
sonst beliebigen Fliichen A, A,, +--+, A,_, sowie die Kegelfliiche K, mit dem 
Scheitel K,; diesen Punkt K, mache man zum Scheitel eines n-Kants, das 
polar in bezug auf K, ist. Jede seiner Kanten schneidet die n Fliichen \, 
in n Punktepaaren; diese 2n*? Punkte bestimmen 2"-n! Gruppen zu je 
n Punkten, sodaB sich die Punkte einer jeden Gruppe auf alle n Kanten 
und alle n Flichen verteilen. Jede solche Gruppe gehirt einem Raume S,_,; 
an und alle diese Riiwme tangieren die niimliche Fliche 2. Grades von der 
Form (10). Dieselbe bleibt ungedindert, wenn man das zu K, polare n-Kant 
beliebig variiert, und beriihrt die Kegelfliiche K, lings ihres Schnittes mit 
demjenigen Raume S,_,, der die Scheitel der iibrigen Kegelfliichen enthiilt. 

Ein spezieller Fall des dualen Satzes besagt fiir den gewdhnlichen 
Raum: Die Scheitel aller gleichseitig rechwinkligen Dreikante, deren Seiten- 
flichen drei beliebige aber festgewihlte Flichen einer konfokalen Schar 
beriihren, liegen auf einer Kugelfliche um den gemeinsamen Mittelpunkt der 
konfokalen Flichen. Thr Radius ist gleich Ya* + b® + c?+ 4, + A, + 4,, wo 
a,b,c die Halbachsen einer Flache und 4,, 4,, 4, die Parameter der ausge- 
wiblten konfokalen Flachen sind. 

Kehren wir jetzt wieder zu dem,allgemeinen Fall zuriick und nehmen 
wir an, daB die (n+ 1) Flichen A; vorgegeben sind, so liefert die Glei- 
chung (9) die Parameter von 2 Flichen M. Fiir jede dieser Flichen M 
und die (w+ 1) Fliichen A, gilt unser Satz. Die Parameter A, waren be- 
stimmt durch Q»+!=—Q. Auch die Gleichung Q:+' + gAt! =O (0 be 
liebig) bestimmt die Parameter von (m + 1) Flachen des Biischels; auch 





~ os. ff SS a ee 


+, Jo SS SS 


— 
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fiir diese und irgend eine jener 2m Flichen M gilt der Satz. Denn die 
erste Uberschiebung dieser Form mit A+! liefert wiederum den Aus- 
druck (9). Sein Verschwinden bedeutet fiir die obige Gleichung, daB sie 
eine Doppelwurzel besitzt. 

Fallen die (n+ 1) Flachen A, in eine einzige A zusammen, so wird 
Qr+! = (Ax)"*1, und die Uberschiebung (9) geht tiber in A,A, =0. Zu 
der Flaiche A des Biischels bestimmen sich also m Flichen UM, derart, dab 
1 
es co?” Polar-(n+1)-flache von M, gibt, die der Fliche A ein- 
geschrieben sind. Die Parametergleichung dieser m Flichen M, erhalt man 
als erste Polare von 4,: 4, in bezug auf die Parametergleichung At+1 0 
der (n+ 1) Kegelfliichen des Biischels.*) 

Endlich kénnen wir hier noch Resultate von einer anderen Natur 
ankntipfen. Sind irgend zwei Polar-(m + 1)-flache einer beliebigen Flache 
2. Grades M gegeben, so muB jede Fliiche 2. Grades A, die durch (2n + 1) 
von ihren Ecken geht, auch noch die letzte Ecke enthalten. Denn da A 


(n— 


1 

durch ein Polar-(m+1)-flach von M geht, so gibt es oo?" solcher 
der Fliche A eingeschriebenen (m + 1)-Flache; d. h. liegen » Ecken von 
ihm auf A, so tut dies auch die letzte. Fir den gewdhnlichen Raum 
liefert das den bekannten Satz, daB die acht Ecken zweier Polartetraeder 
einer beliebigen Flaiche 2. Grades stets auch die Schnittpunkte dreier 
Flichen 2. Grades bilden und umgekehrt. Im Raum S, ist M durch vier- 
zehn Konstanten bestimmt, sodaB man ein Polarpentaeder und ein Tripel 
konjugierter Punkte von M vorgeben kann, die jedoch nur dreizehn Be- 
dingungen ausmachen. Das Tripel bildet drei Ecken eines zweiten Polar- 
pentaeders, dessen gegeniiberliegende Kante noch oo’ Lagen annehmen 
kann. Simtliche oo® Flichen 2. Grades durch die acht vorgegebenen 
Punkte schneiden auf jeder der oot Kantén die Punktepaare einer In- 
volution aus. Demnach liegt jede dieser Kanten mit jenen acht Punkten 
auf co* Flichen 2. Grades. Weiter auf diese Dinge einzugehen, ist hier 
nicht der Ort. 

Im Anschlu8 hieran kénnen wir den Satz beweisen: Bilden 2(n+ 1) 
Punkte in einer bestimmten Verteilung die Ecken zweier Polar-(n + 1)-flache 
in besug auf eine Fliche 2. Grades M, so bilden sie auch in jeder anderen 
Verteilung die Ecken zweier Polar-(n+1)-flache in bezug auf eine freilich 
von M verschiedene Fliche 2. Grades. 


Eine Filiche 2. Grades besitzt > n(n + 3) Konstante; soll sie ein vor- 


*) Dieses Resultat findet sich auch in der Arbeit von Brusotti, Ricerche sui fasci 
di quadriche in uno spazio da n dimensioni, Rend. di Palermo 23 (Febr. 1907). 
Mathematische Annalen. LXX. 18 
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gegebenes Polar-(n + 1)-flach aufweisen, so erfordert dies fiir sie ; n (n+ 1) 


Bedingungen. Die Ecken zweier Polar-(n + 1)-flache kénnen sonach nicht 
beliebig angenommen werden, vielmehr miissen zwischen ihren Koordinaten 
noch .” (n—1) Relationen bestehen. Der Satz besagt nun, daB diese 
Relationen immer die gleichen sind, wie ‘man auch die 2(m+1) Punkte 
als Ecken auf zwei Polar-(n + 1)-flache verteilen mag. 

Zum Beweise diene folgendes. Kann man einer Fliche A ein Polar- 
(n+ 1)-flach der Fliche M einbeschreiben, so heiBt bekanntlich M apolar 
za A; dann gilt nach obigem die Relation A,Ai = 0. Ist insbesondere 
g=S5D»,,2,2,=0 apolar m f=>S4,,2,2,=—0, so geht diese 
Gleichung iiber in D, = 0 (vgl. Gleichung (4)). Schreibt man die Fliche 
g(xz) = 0 in der dualen Form: (uw) => >B,,u,u,—0, so wird die 
Bedingung der Apolaritit wie bekannt S Sa,, B,, = 0. 

Nun gehen durch die Ecken eines Polar-(n + 1)-flachs von M noch 
on (w+ 1) linear unabhiingige Flichen 2. Grades A, und es ist M apolar 


za allen diesen Flichen A,. Ist umgekehrt M apolar zu allen Flichen 
2. Grades durch (n+ 1) feste Punkte, so bilden diese die Ecken eines 
Polar-(m + 1)-flachs von M. Denn bezieht man auf dieses das Koordinateui- 
system, so sind alle Koeffizienten a,, in f gleich Null, die andern aber 
beliebig. Die Bedingung der Apolaritat liefert dann: B,,=0 fiir i Sx 
und B,, beliebig; womit die Behauptung erwiesen ist. 

Sind jetzt 2(m+ 1) Punkte so gelegen, daB jede Fliche 2. Grades 
durch den letzten von selbst geht, sobald sie die iibrigen enthilt, so 


gehen durch die 2(m+1) Punkte noch + n(m—1) linear unabhingige 
Flichen 2. Grades A,. Zerspaltet man die Punkte in zyvei Gruppen I 
und [” von je (w+ 1) Punkten, so kann man durch [’ — abgesehen 


von den Flichen A, — m linear unabhingige Flichen A, und durch [” 
ebenso » Flichen A; legen. Verlangt man jetzt von einer Fliche M, dab 


sie apolar sei zu allen Flichen A,, A, und A;, deren Zahl on (n+ 3) ist, 


so ergibt dies fiir ihre Koeffizienten ebenso viele lineare Gleichungen, wo- 
durch sie sich eindeutig bestimmen. Hieraus folgt, dab 2(m+ 1) Punkte 
von der vorher verlangten Beschaffenheit bei beliebiger Spaltung stets 
die Ecken von zwei (m+ 1)-Flachen bilden, die gleichzeitig Polar-(n + 1)- 
flache einer Fliche 2. Grades sind. Diese Tatsache liefert auch den 
obigen Satz. 










- ra @ 
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Il. Teil. 
Polar-(n+1)-flache einer F:, deren Kanten eine andere F, beriihren, 


Hier sollen die Polar-(n + 1)-flache einer Fliiche 2. Grades B im 
Raume S,, bestimmt werden, deren Kanten (Verbindungslinien zweier Ecken) 
siimtlich eine andere Fliche 2. Grades A beriihren. Die n(n-+ 1) Koordi- 
naten der Ecken des (n+ 1)-Flachs haben somit nm (m+ 1) Bedingungs- 
gleichungen zu erfiillen. Es zeigt sich jedoch, daB bei beliebiger Wahl 
von A und B dieses Gleichungssystem keine Liésung besitzt. Vielmehr 
mu die simultane Invariante von A und B, die in den Koeffizienten dieser 
Fliichen vom 2. beew. (n -- 1)" Grade ist, verschwinden, damit es iiberhaupt 
ein (n+ 1)-Flach der gesuchten Art gibt. Es treten dann gleichzeitig co 
solcher Vielflache auf. Dieses Resultat hat schon Segre*) abgeleitet; wir 
werden auf einem anderen Wege zu der gleichen Bedingung gelangen, 
die uns in das vorliegende Problem tiefer einzudringen gestattet und uns 
wugleich die vollstindige Lésung des Problems liefert. Diese beruht auf 
folgendem merkwiirdigen Satz: 

Existiert ein Polar-n+1)-flach der Fliiche B, dessen Kanten séimtlich 
die Fliche A beriihren, so bestimme man in dem Biischel x,A + x,B = 0 
die (n+1) Flichen durch die (n+ 1) Ecken des (n+1)-Flachs. Ihre 
Parameter hiingen von einer Gleichung Qn++ = 0 ab, deren Koeffizienten 
bis auf ganzzahlige Faktoren mit den entsprechenden Koeffizienten der Dis- 
kriminante 4"*' = 0 iibereinstimmen. Nur der Koeffisient von xix3-' ist 
in ersterer Gleichung beliebig, wiihrend er in der leteteren verschwindet. 

Es ist noch zu erwahnen, daB das hier gestellte Problem fir den 
Raum von drei Dimensionen bereits von Vogt**) ausfiihrlich behandelt 
worden ist. Er gelangt jedoch nicht zu diesem bedeutungsvollen Satz, 
der zur vollen Liésung des Problems ausreicht; vielmehr bedarf er schon 
beim dreidimensionalen Raum keineswegs tibersichtlicher Rechnungen, die 
sich bei héheren Raumen noch wesentlich steigern miiBten. Wir werden 
dagegen auf ganz naturgemiBe Weise zu jenem Satz gelangen und dann 
mit seiner Hilfe unmittelbar die Lisung gewinnen. 

Wir legen wieder die Gleichungen (1) zugrunde, nimlich 





*) Segre, Sur les invariants simultanés de deux formes quadratiques, Math. 
Ann. 24, 8. 152—156. 

**) Vogt, Sur les tétraédres conjugués par rapport & une quadrique et dont les 
arétes sont tangentes & une autre quadrique, Ann. de 'Ecole norm. (8) 12 (1895), 
8. 363—389. Vergleiche auch Liiroth, Uber Polartetraeder und die Schnittkurven 
zweier Flichen 2. Ordnung, Zeitschr. Math. Phys. 13, 8. 404—412. Voss, Die Linien- 
geometrie in ihrer Anwendung auf die Flichen 2. Grades, Math. Ann. 10, S. 1483—186. 
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(1) f@2)=SDa,2,2,=0 und g(cz) => Db,,%,2, = 0; 
dann behiilt natiirlich auch die Gleichung (5) ihre Geltung. 

Die (mn +1) Ecken (x), (y), (2), ---, (s) haben den folgenden Be- 
dingungen zu geniigen. Sie sind paarweise konjugiert zu (zx) = 0 und 
jedes Paar liegt auf einer Tangente von f(zz)=—0. Also: 

p(zy)=9, p(xz)=—0,---, p(rs)=0, 
(11) f(ez) f(yy)— fF? (zy) = 9, Flex) f (22) —f?(e2) = 9, --- 

f(rr) f(s) — f*(rs) =0. 
Die (n+ 1) Flaichen des Biischels x,f +, —0 durch je eine der Ecken 
(x), (y), (2), «++, (s) bezeichnen wir wie frither mit A, und ihre Gleichung 
mit 4,, f+ 4,39 = 0, sodaB wiederum die Beziehungen gelten 


dor f(2X) + Age (ax) = 0, 





A, £(88) + Ana p (88) = 0. 
Mit Riicksicht hierauf erhilt man die zu der friiheren Gleichung (7) 
analoge Gleichung 


SY faz) mfley) --- = fles) 
(12) wep yes--s)*Ogt _| f(y) ry) vss my F(ys) 
e+? . : - : 





| mf(sa) mf (ey) --- S29 F(65) 
Die Gleichungen (11) lassen sich auch schreiben 
—fez): f(zy): flws):---:  fles) 


=f(yz):—f(yy): flyz):---: Flys) 
(13) —flez): fley):—f(es):---:  f(es) 
=f(sz): f(sy): f(se):---:—f(ss). 


Zunichst bleiben allerdings noch die Vorzeichen dieser Gréfen unbestimmt, 
sie ergeben sich aus folgender Uberlegung. Die Ebene des Dreiecks 
(x)(y) (2) schneidet die Fliche f= 0 in einem Kegelschnitt, der ihre drei 
Seiten beriihrt. Die Verbindungslinien dieser Beriihrungspunkte mit den 
gegentiberliegenden Ecken schneiden sich aber in einem Punkte, was nach 
einer einfachen Rechnung zur Relation 


f(@x) f(yy) fez) + fey) f(y2) fez) = 0 


fiihrt. Mit Hilfe dieser und der analogen Relationen findet man dann 
die obigen Vorzeichen. 








nm 
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Vergleicht man nun die Determinante (12) mit den Werten (13), so 
kommt 











ee ieee ae 
(A, *) 
—_ fj m+i Hy eee Hy 
CDT yess) Ast = fax) flyy)---fles)| 6 Be], 
‘enue . 
Om ra 
oder falls wir 4,,: A;. = 4, setzen: 
Hy —dg%y mms Hy 





(14) Q- ast = 2, — — —% 


| — % — % — Hyco ° % — AM 


wo 

Q= ___ (wys---s)? 
sat wri fea) fyy) --- Fes) 
18st. 


Die Parameter 1, geniigen einer Gleichung (n+1)*" Grades: 
(15) (24, —Aomy) (2% — Ay Hy)» + + (4% — Ang) 
= apt + Lying + Dyeing +--+ + Lyyxg + Dy y.9gt! = 0. 
Die Parameter 0; der (n+1) Kegelfliichen des Biischels geniigen der 
a 


es a 
(1 — Foy) (24, —9y%q) (4, — Ip q) + + + (%— 8 ,%y) = 
In der Determinante (14) ist L,,, der Faktor von «3+, ferner L, 


n+. 
der Faktor von x,xz und tiberhaupt ist Z, der Faktor von xt+*~*x} ab- 
gesehen von einem gewissen ganzzahligen Faktor. Nur das Glied x3xz-* 
hat den Faktor Null. 

Bezeichnet man mit C, den Zahlenfaktor von x**+'~*xk, so ist C, die 


aus (n+ 1—h) Reihen bestehende Determinante 


ee oe core oe 


ih ee atau . 
(17) C=—|. ; , = (h+1—n)2"-*. 


(1s) “** 


} . . . . 
,-1 -1 —-1---+1 
Also: 
C, = — (n—1)2", C, = — (n—2)2"-1,.-., C. 


~~ —16, 0._,-—4, 


C ,=9, C,= 1, C41 = 

















278 K. Roun. 
DemgemaB folgt aus (14) und (16) 
Q- Apt! = Q[Dyxit! + Dyxin, +--+ D,41%3**) 
(18) "me Cyugtt + C, Ly xin, + Cp Lyxtm tas ++--+C,_,D,_1 xfxg-? 
+ CL, *3 + D,4.%3** 


Der Vergleich der Koeffizienten gleicher Potenzen in dieser doppelten 
Darstellung ergibt die Beziehungen 


D,_1 _ 0, 
, D; C, ‘ 
(19) L.=@G D, (i=1, 2,---,n—2,n,n+1), 
L,_, beliebig. 
Dadurch geht Gleichung (15) iiber in 
D, D, 
0, bagel + TE wing + OE aH Mag tos + Go ae *4 K. ge" 
(20) ns 
+ oragt gt = att = 0. 


Die Wurzeln dieser Gleichung sind die Parameter derjenigen Flichen des 
Biischels x,f+%,g —0, die je eine Ecke des (w+1)-Flachs enthalten. 
Thre Koeffizienten sind abgesehen von den ganzzahligen Nennern C, 
identisch mit den Koeffizienten D; der Parametergleichung At+! = 0 der 
(n+ 1) Kegelfliichen des Biischels. Hierbei bedeutet D,; die simultane 
Invariante der Flaichen f(zz)=0 und g(xx)=0, die in den a,, vom 
i" Grade, in den b,, vom (w+1—i)*" Grade ist. Nur der Koeffizient 
K,_; von #2x3~* ist véllig beliebig. 

Hiermit ist der zu Anfang ausgesprochene Satz bewiesen. Wir erkennen, 
daB es (n+ 1)-Flache der gesuchten Art nur gibt, wenn D,_, = 0 ist; 
dann aber existieren oo’ solcher (n+ 1)-Flache. Da die Ecken eines jeden 
(n+ 1)-Flachs auf (n+1) Flichen des Biischels x,f+x,g = 0 liegen, 
deren Parameter der Gleichung (20) geniigen, so kann eine von den (n+ 1) 
Flichen wegen des willkiirlichen Wertes von K,_, noch beliebig gewihlt 
werden; die iibrigen sind jedoch durch diese Wahl vollig bestimmt. 

Man kann auch umgekehrt von einem beliebigen (n+ 1)-Flach aus- 
gehen; dann gibt es oo” seine simtlichen Kanten beriihrende Flichen 
2. Grades und ebenso oo” seine simtlichen Kanten harmonisch teilende 
Flichen. Greift man irgend eine Fliiche f(zz) = 0 von den ersteren und 
eme Fliche o(#z) = 0 von den letzteren heraus, so bestimmen sie einen 
Biischel: x,f+%*,9 =0. Ihm gehéren (n+1) Kegelfliichen und (n +1) 
Fliichen durch die Ecken des (n+ 1)-Flachs an. Die entsprechenden 
Koeffizienten ihrer Parametergleichungen sind bis auf gewisse ganzzahlige 
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Faktoren die gleichen; eine Ausnahme machen nur die Koeffizienten von 
xix3-1, der eine hat den Wert Null, der andere hat irgend einen be- 
stimmten Wert. 

Zur Lésung des Problems ist es notwendig, das in der Gleichung (20) 
niedergelegte Resultat auch auf die Riume S,_, anzuwenden, die durch 
n Ecken des gesuchten (n+ 1)-Flachs bestimmt werden. An Stelle der 
(n+ 1) Kegelflichen des Biischels im S, treten alsdann die den Raum S,_, 
bertihrenden Flichen des Biischels; denn diese Flaichen sind es ja, deren 
Schnitt mit dem S,_, einen Knotenpunkt aufweist (also eine Kegelfliche 
des S,_, bildet). 

Bekanntlich beriihrt die Ebene mit den Koordinaten u,, u,, -- 
die Fliche 


tf (wa) + my p (ex) = LD (mG, + Hy),,) Ut, = LDk,, 2,0, = 0, 
wenn die mit den «, gerinderte Determinante ihrer Koeffizienten ver- 
schwindet. Wir bezeichnen sie mit H(ww) und schreiben: 


*» Una 


heyy kys = Ky nt uy | 

ky, kgs sc key nt Ug | 
(21) H(uu) =| - : ; 

Ky sss Faas * haste Mngt 

“4 Uy ott Unes 0 





= E,(uu)x" + E,(uu)xe-'x, + --- E,(uu)xe = 0. 


Nun ist der Raum S,_,, der die Punkte (y), (z),---, (s) trigt, der Polar- 
raum von (x) in bezug auf die Fliche g(xz)=0. Seine Koordinaten 
sind sonach 
Uy Uy ss 2 Mg = Dy (%) + Pg() 2+ ++? M41 (2), 

wenn 
- P,(2) = Bi 2, + Dygty ++*> + Binet Taos 
is 

Also beriihren » Flaichen des Biischels den dem Punkt (x) gegeniiber- 
liegenden Raum S,_, des (w+ 1)-Flachs; ihre Parameter erfiillen die 
Gleichung 


(22) H(pp) = Ey(pg) xt + E,(pq)mt-*m +--+ E,(py)xy = 0. 
Dabei ist E,(p@q) vom 2. Grade in den Koordinaten des Punktes (x), also 
(22a) E,(pq) = 2} E,(b,b,) + 25 E;(b,b,) + +++ + 2a, ay E,(dybg) +--+ 
und zwar gehen F,(b,b,), E,(b,b,) usf. aus E,(uu), E,(wv) hervor, wenn 
man die u, durch b,,, die v, durch b,, usf. ersetzt. 

Insbesondere ist E,(uu) = 0 die Gleichung der Fliche f= 0 in Ebenen- 
koordinaten und E,(gq)=0 die Bedingung dafiir, dab die Polarebene 
von (x) beziiglich m = 0 die Fliche f = 0 beriihrt; d. h. E(pq)=0 stellt 
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die Gleichung der polarreziproken Fliche zu f = 0 beziiglich g = 0 dar. 
Ebenso ist E,(uu)—0 die Gleichung der Fliche g=0 in Ebenen- 
koordinaten und E,(@q) = 0 ihre Gleichung in Punktkoordinaten. In der 
Tat ist 

(23) E,(p¢) = — D,41 + (2), 

wo wie friher D,,, die Determinante der Koeffizienten b,, von p(xzx) 
bedeutet. Zum Beweise multipliziere man mit x, die letzte Reihe und die 
letzte Kolonne von H(gq@) und subtrahiere von der ersteren die bezw. mit 
©, %q,°**,Z,,, multiplizierten Reihen, von der letzteren ebenso die Kolonnen. 
Dann erhilt man: 

| ky, kyg +> —%f, 
omec| *. ¥-F |, 
‘ 1—%f, —fy- +> %f— my | 

daraus folgt einerseits die Relation (23) und andererseits als Koeffizient 
von x,x;~* . 

(24) E,_s(99) = D, 41° (ex) — D, - p(ex). 

Auch der Koeffizient von x?x3-* ergibt noch eine wichtige Beziehung, 
namlich: 

(25) E,_3(P9) = D, % f(x2) me D,_; . p (xz) i E,(ff)- 

Hierbei ist E,(ff)—0 die Gleichung der polarreziproken Filiiche zu 
p = 0 beziiglich f = 0. 

Nun wissen wir, dab D,_, = 0 sein mu; es zeigt sich aber alsbald, 
daB auch E,_,(9pm)=—0 werden muB, sodaB sich die Gleichung (25) 
reduziert auf 
(25a) D, - fea) + E,(ff) = 0. 

Sehen wir uns nun die Verhiiltnisse in der dem Punkt (x) gegeniiber- 
liegenden Seitenfliche des (w+ 1)-Flachs, die also zugleich ein Polarraum 
S,_, von (x) beziiglich mg = 0 ist, niher an. Sie schneidet den Flichen- 
biischel x,f+*,g—0 in einem Biischel von (m —2)-dimensionalen Flichen 
2. Grades, denen die gleichen Parameter wie den geschnittenen Flachen 
zukommen. In diesem S,_, befindet sich somit ein n-Flach von folgender 
Beschaffenheit: seine Ecken liegen einzeln auf den Flichen mit den Para- 
metern 4,, 4,,---, 4,, seine Kanten tangieren saimtlich den Schnitt der 
Fliche f(zz)=0 mit dem S,_, und seine Punkte sind paarweise kon- 
jugiert in bezug auf die Fliche g(zx)=0. Wir haben daher in dem 
S,_, ganz die namlichen Verhiltnisse wie vorher in dem S, and wir 
kénnen die friiheren Resultate fiir den Raum S,_, anwenden, indem wir 
die Gleichungen (19) und (20) entsprechend modifizieren. 
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Die » Kegelflachen des Biischels im S,_, werden aus den » beriihren- 
den Filachen des urspriinglichen Flichenbiischels x,f +x, —0 ausge- 
schnitten. Ihre Parametergleichung ist daher 


(22) H(py)=Eyut+ Exp ay ++ +E, _ xing”? +E, x, x3-* + E,xg—0, 


wobei E, kurz fiir E;,(pq) geschrieben ist (siehe (22a)). 
Die Parametergleichung fiir die Parameter 4,, 4,,---, 4, der Flachen 
durch die Ecken (y), (2), ---,(s) ist analog zu (20) gegeben durch 


E,_ E, 
GENT GEM i to EK wast ort eyag—* + Gt HG = 0, 
wobei 
st Cy = (h+2—n)2"-*-"* = C,,, 
ist. 
Die Parameter 4,, 4,,---, 4, sind also Wurzeln der ities 
(26) re My ++ + KE’ xtxg- 2, % C. » 6, xR 14 — 


40. 





= 


Zugleich muB analog zu (19) E,_, = 0 sein, wodurch, wie schon oben 
angegeben, Gleichung (25) in (25a) tibergeht. 
Wir bezeichnen jetzt fiir einen Augenblick die Gleichung der » Wurzeln 
Ay, Ag, °**, 4, analog zu (15) durch 
ut + DL,’ xt—lx, + D,'xe— 2d + --- + Line = 0. 
Dann hat man: 
Daas = Aplin, L, =_—— Ag Ln -1 +> Ty, ‘ie 
L,=—ALi_, + L;,--+L, =-—41,+ L,. 
Setzen wir fiir diese Werte die beziiglichen Koeffizienten aus den Glei- 


chungen (20) und (26) ein und beriicksichtigen die Zahlenwerte C,, so 
kommt 


"=! E+ 2 DE,—0, 
(27) *—* DE, +2 DE,-1—+ DE, =9, 


=! Dag Ey t 2 DyE ps1 — saa DoE = 9; 


wobei fiir i der Reihe nach die Werte 3, 4, ---,(m—1) zu nehmen sind. 
Noch ist zu bemerken, daB hier zwei von den Relationen, die K und K’ 
enthalten, als belanglos weggelassen sind. 
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Die erste von den Gleichungen (27) reduziert sich gemaB (23) auf 
n—1 
n—2 
Die zweite unter ihnen reduziert sich vermége (23), (24) und der Glei- 
chung 4,f(zx) + »(xx) = 0 ebenfalls auf die vorstehende Relation. 
Stellen wir die Gesamtheit aller Gleichungen, die das vorgelegte 
Problem lésen, zusammen, so haben wir: 


(«) D,_,=9, 


(8) D,-f(xx) + E,(ff) = 0, 
(28) (ry) "4 Eg) — * D,-9(22) —0, 





E, —*® Dy (22) =O. 


1, haot 

(») * D,_,9(e2) + ® E,_«-1(99) — $=} E,_(9) = 0, 

i=3,4,---,n—1, 

(8) agf(wx) + o(e2) =O. 
Sie bestimmen in dem Raume S, eine Kurve Q von der Ordnung 2"; diese 
ergibt sich als der Schnitt der Fliche 2. Grades (8) mit einer zweidimen- 
sionalen Fliche von der Ordnung 2"~', die dargestellt wird durch das 
gleichzeitige Verschwinden aller Determinanten der Matrix 
be 8 —2 —f \| 
1 E,_s; ry E,_« os a E,, — E,, P | -0 
E,s+9Dy-s Eqxst+ Duo) Bot 9Dy, Dey —2f) 
Die Kurve 2 geht durch die 2" Punkte 
gp=—f[~-E,—£,=---—£E,_,=£,(ff)=0 


und beriihrt in ihnen die Fliche f(xx)=0; sie geht ferner durch die 
2" Punkte 
yg -£,— £,—---=—£,_,5= D,-f(ez) + Eff) = 9. 

Auf der Kurve Q liegen die Ecken aller co (n+1)-Flache von der 
verlangten Beschaffenheit. Wahlt man aus dem Biischel x,f(xx) + %,9(ax)=0 
(w+ 1) Flichen aus, deren Parameter der Gleichung (20) geniigen (worin 
K,_, eine beliebige Konstante bedeutet), so schneidet jede von ihnen die 
Kurve 2 — abgesehen von den schon erwiihnten 2" festen Punkten — noch 
in einer Gruppe von 2" weiteren Punkten. Es gibt alsdann 2" (n + 1)-Flache 
der gesuchten Art, sodap die Ecken eines jeden sich auf die (n+-1) Gruppen 
verteilen. 

Geht man von einer Ecke eines solchen (w+ 1)-Flachs aus, so be- 
stimmen sich seine weiteren Ecken in den iibrigen Gruppen dadurch ein- 
deutig, daB sie in dem Polarraum der ersten Ecke in bezug auf die 


(é) 
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Fliche (xx) = 0 liegen miissen. Jede einzelne der genannten Gruppen 
befindet sich in harmonischer Lage beziiglich des gemeinsamen Polar- 


(n+ 1)-flachs von f= 0 und gp =0. Dies bedingt auch die entsprechende 
Anordnung der 2" ( + 1)-Flache. 


Bei der Behandlung des Problems kann man entweder die Konstante 
K,_, beliebig annehmen, dann hat man die Gleichung (20) vom (m+1)™ 
Grade in x,:x, aufzulésen; man kann jedoch auch von einem vorgegebenen 
Parameter 1, ausgehen, dann bestimmt sich K,_, vermége (20) und diese 
Gleichung reduziert sich auf eine solche vom n'™ Grade. Die vorher 
erwahnten Gruppen von je 2" Punkten erhalt man hierauf als Schnitt 
von je » Flichen 2. Grades, die in (28) unter (8), (y) und (6) aufgefiihrt 
sind, wenn man darin der Reihe nach 4, A,, 4,,°--, 4, einsetzt. 

Setzt man die urspriinglichen Flichen f und @ in der Form 


f(z) = Saa2=—0 und (rz) = S23=0 
voraus, bezeichnet ferner die symmetrischen Funktionen der a, mit 
A, = D4,, A, = > D4,4,, ae Aya: = a, a, ail Gnat 


und die symmetrischen Funktionen der a, nach der Entfernung der 
GréBe a, mit 


At = 24, A} => 24,4, vty Al = Gydyge ++ Gy yy ays?’ 
so nehmen die Gleichungen (28) die einfache Gestalt an 


(a) A, _ 0, 
(6) 2 ads -0, 


(29)*) (y) 2 fe - A+ * * Ay4s) = = 0, 


On+19 


(”) >’? G3 4i+ BaA,)-0 b—n—1,n—2,--,4,3), 


(8) >) 2}(49a,+ 1) =0 
Bestimmt man die Wurzeln 4, 4,,---, 4, der Gleichung 


A 
n+1 8 on = gt +i an 
G Mtg Met +k, 3m ‘+3 "3 + 9 — uiti== OQ, 


wobei 


C, = (h+1—n)2"-" 


*) In meiner Arbeit in den Abhandlungen der math.-phys. Klasse der kgl. Siche. 
Ges. der Wiss. 31, S. 367 ist in Formel (f) ein Rechenfehler, und in der zweiten 
Formel (y) muB es A statt n heiBen. 
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ist, und setzt sie in die Gleichungen (29) ein, so erhalt man jeder einzelnen 
Wurzel we ag nm lineare homogene Gleichungen in den GréBen 
“i, w3,--+, 2241, die sich hieraus eindeutig ergeben. Jeder Wert A, liefert 
eine Gruppe von 2" Punkten mit den Koordinaten +2,, +2,,---, +2, 413 
alle diese Punkte bilden die Ecken von 2" (m+1)-Flachen, die polar zu 
g = 0 sind und deren Kanten simtlich die Fliche f = 0 beriihren. Wiahlt 
man irgend einen Punkt aus der ersten Gruppe als Ecke eines (n+ 1)- 
Flachs, so ergeben sich seine tibrigen Ecken als Punkte der anderen 


Gruppen eindeutig; denn je zwei Ecken sind konjugiert in bezug auf die 
Fliche g = 0. 


Il. Teil. 
Tetraeder, deren Kanten zwei F2 beriihren. 


Wir fragen uns hier nach den (m+1)-Flachen im Raume S,, deren 
Kanten siimtlich die beiden Flichen 2. Grades 


(1) f(xa) = LD4,,2,2,—0 und o(xz)=SDb,,2,2, = 0 
beriihren. 

Zum Ausgangspunkt nehmen wir wiederum die Gleichung (5), die 
wir in entsprechender Weise umformen. Wie friiher bezeichnen wir die 
Ecken des (n+1)-Flachs mit (a), (y),---,(s) und die Flichen des Biischels 
*,f+%*,o =O durch die (n+1) Ecken mit A, und ihre Parameter mit 
4, (i=0,1,2,---,m). Es gelten also die nena 

doflax) + o(e2) = 
Afyy + r 9(yy) = 
(30) ‘ 


ri fles) + abe ate 
sowie die zu (13) analogen Gleichungen 


—f(ax): f(ay): f(we):---: f(as) 

= f(yx):—f(yy): (ys) :-°: f (ys) 

(31) = flex): fey): “- edd “3 f(es) 
= flex) : teey): pines _ fies) 


und die nimlichen Gleichungen fiir die Fliche g(zz) = 0. 
Aus diesen Beziehungen folgt 


g(xxz) = —Af(rz), p(yy) = —A,f(yy) usf., 


aber auch 


P(2y) = +VIA f(xy), (ve) = +Vigd, f (we), use. 
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Man kann diese Relationen von den (+) Zeichen freimachen, wenn 


man unter 

% = Vio, % =VA, “> v, = V4, 
die mit dem richtigen Vorzeichen versehenen WurzelgréBen versteht. Denn 
das fiir die Fliche f(zz) = 0 geschriebene Gleichungssystem (31) muB ja 
nach Substitution der obigen Werte von f (xz), f(yy), (zy) usf. in genau 
das nimliche Gleichungssystem geschrieben fiir die Fliche »(rx) = 0 


iibergehen, sodaB itiberall der V4, das gleiche Vorzeichen zu geben ist; 
ebenso muB V4, stets mit demselben Vorzeichen versehen werden, usf. 
Demnach kénnen wir schreiben: 

p(rx)—=— v9" f(x), (yy) =—»," f(yy),- 9(s8)=— v3 f (88), 
(32) p(ry)=— rf (zy), pez) =— UyVpf (x2), ---, p(x8) —=—— ev, f(«s), 

P(yZ)=——%V3f(y2), P(yw) =— sf (yw), -, P(r 8) ——v,_1%,f (78). 
Jedoch bleibt es ginzlich unbenommen, welchen der beiden Wurzelwerte 
man den GréBen vy, im einzelnen beilegen will, da sie andere wie die 


oben angefiihrten Bedingungsgleichungen nicht zu erfiillen haben. © 
Nun kénnen wir die Gleichung (5) in der Form schreiben 


1 
@aoni @y2---8)*Oet* 


(x, — 097%) F(x) (%,— 9%, %)f(wY) - + - (%, — 19%, %)f(wS) | 
(x, — ¥1¥0%)f(y2) (x,—»,? *3)f(yy) e+. (4 — ¥1,%3)f (ys) | : 








(%— 1, %o%)f(SX) (% — 4% %:)f(Sy) «+ - (4-0, %)f (88) | 
Dividieren wir jetzt die Horizontalreihen dieser Determinante der Reihe 
nach mit 

—f(xx), f(yx), flex), ---, f(sx), 
so erhalten die Klammerausdriicke der zweiten Vertikalreihe gemaéB (31) 
alle den gleichen Faktor — f(yy):f(yx), die der dritten den Faktor 


— f(z2):f(zx) usf., die der letzten den Faktor — f(ss):f(sxz). Somit 
geht die vorstehende Gleichung iiber in ~ 


(—1*t*  (wys---8)? awa 
(33) @+i! Fea fyy-fey 
—% + v9 Hg %, — Voy Xq *** Hy — VOY, He 


— vy? —T oni 
Hy — VyV—o%y Hy Me % — 1% Y,,% | 


2 
Hy — 0, %—%y =H, — = ye HH, OM 
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Es wird also diese Determinante bis auf einen Faktor 


Q= (—ar*t __(@wys---9)* 
(w+ 1)! fx) fyy)--- f(s) 
gleich der Diskriminante A*+' des Biischels. Wibrend in den Faktor Q 
noch die Koordinaten der Eckpunkte des (n+1)-Flachs eingehen, treten 
in der Determinante rechts nur noch die Wurzeln v, aus den Parametern 
derjenigen Flachen des Biischels auf, die wir durch die einzelnen Eck- 
punkte gelegt haben. Freilich ist hier einzuriumen, da8 durchaus nichts 
dariiber bekannt ist, welchen der beiden Wurzelwerte V1, wir fir die 
GréBen 4, zu setzen haben. Aber so liegt die Frage auch gar nicht. 
Nach unseren Festsetzungen sollen die Punkte (2), (y), (2), ---, (s) die 
Ecken eines (n+1)-Flachs sein, dessen Kanten simtlich gleichzeitig die 
beiden Fliichen f(zx)=0 und (xx) = 0 tangieren. Wire ein solches 
(m+1)-Flach bekannt und damit auch die Parameter 1,, so miiBten dem- 
entsprechend in die Gleichung (33) fiir die Werte v, die mit ganz be- 
stimmten Vorzeichen versehenen WurzelgréBen V1, eingesetzt werden. 
Es sind jedoch umgekehrt solche (n+ 1)-Flache gesucht, die irgend welchen 
Vorzeichenkombinationen der y, zugehéren. Wir werden deshalb die », 
vermége der Gleichung (33) zu definieren und die entsprechenden (n+ 1)- 
Flache zu bestimmen haben. 
Es gilt nun die Determinante in (35) zu berechnen. Um den Koef- 
fizienten von 
uns xg (a+ B=n+1) 
zu gewinnen, geniigt es, eine der Determinanten auszuwerten, die x* x? 
zum Faktor hat, etwa die Determinante mit den Koeffizienten von x, in 
den « ersten Vertikalreihen und den Koeffizienten von x, in den £ letzten 
Vertikalreihen. Eine Umformung dieser Determinante fiihrt zu dem Wert 
(—1)*2"-1[ (a—2)(B—2)— (ogy ++) (+5 ++, ) pte. 
Permutiert man hierin die Zahlen 0, 1, 2,---, auf alle Weisen und 
addiert simtliche Ausdriicke, so ergibt ihre Summe den Koeffizienten von 
xt x2. Diese Summe ist alsdann noch durch die symmetrischen Funk- 
tionen der », auszudriicken. Auf diese allgemeine Bestimmung gehe ich 
indes nicht ein, wende mich vielmehr jetzt dem gewéhnlichen Raume zu. 
Hier haben wir die Diskriminante 


(34) At= Dx} + D,xix, + D, xix} +Dy x, «3 +> Dy, 


wihrend die Determinante auf der rechten Seite der Gleichung (33) tiber- 
geht in 


(35) — 16x! +.4.N?x3%, — 8 (N,N, — 4N,) «2x2 + 4.3 x, x3 — 16 Nix, 
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Ny = % +% + % +5, 
Ng = MM + %My + MoM + V,% +, Vy + MMs, 
Ns = MV, % + %M% Vs + Uys +, MMs, 
Ny = %% 2s 
setzen. Durch Vergleich der Koeffizienten von (34) und (35) folgt 
Dy: D,: D,: Dy = 4: — N}: (2N,N, —8N,): — NR: 4N3, 


oder 
2V—D, 2V—D, r D, —o 
(36) iw a i ae N,— UB, N, beliebig, 


Hierin diirfen die Vorzeichen der auftretenden WurzelgréBen will- 
kiirlich festgesetzt werden. Auferdem ergibt sich eine Bezichung zwischen 
den simultanen Invarianten von f(zx) und (xz), nimlich 


2V—D, V—D,; — 2VD, VD, = Dy, 


oder in rationaler Form 
(37) 16 D} D2 + 16 D} D3 + Di —32 D, D, D, D,—8 D, D} D,—8 D, D2 D,=90. 


Diese Bedingungsgleichung zwischen den Koeffizienten a,, und b,, der 
beiden Flichen 2. Grades mu erfiillt sein, damit es tiberhaupt Tetraeder 
gibt, deren Kanten siimtlich beide Flichen beriihren. 

Werden die Kanten eines Tetraeders von den beiden Flichen 2. Grades 
f(ax) =0 und p(xx) =0 beriihrt, so sind die Koeffizienten von f und » 
durch die Relation (37) verbunden. Zugleich sind die Parameter der vier 
Kegelflichen des Biischels mit den Parametern der vier durch die Ecken 
des Tetraeders gehenden Fliichen verkniipft durch die Gleichungen (36), 
worin D;: Do die symmetrischen Funktionen der Parameter der vier Kegel- 
fltichen bedeuten, die N, jedoch die symmetrischen Funktionen der Wurzeln 
der Parameter der vier Flichen durch die Ecken. 


Unser Resultat, daB die GréBen v, = Vd, der Gleichung 


vw — N,v + N,v? — Nyv + N, = 0 
oder 
(38) VD,» —2V—D, »* + N,v* —2VY—D,v+VD,=0 (N, beliebig) 
geniigen miissen, list die gestellte Aufgabe noch nicht. Dazu bedarf es 
noch einer Untersuchung der Verhiiltnisse in den Seitenfliichen der ge- 
suchten Tetraeder. Es werde etwa die Seitenfliiche durch die Ecken 
(y), (2), (w) betrachtet; ihre Koordinaten seien u,u,u,%,. 


Nun ist die Gleichung der Fliche x,f+%*,g =0 in Ebenenkoordi- 
naten 
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HO, y + Hyd, Hyg + Hy dyy 





Uy 

Hy My, + X%ydgy Hy Agy + %ydqy Ug 

H(uu) = : ; Us 
Uy 

uy Ug uy u O 








oder 
(21) H(wu) = Ey (we) x3 + E, (uu) x2x, + E,(uu)x,x3 + E,(uu) xi = 0. 
Sind die u, die Koordinaten der genannten Tetraederfliche, so bestimmen 
die Wurzeln von (21) die Parameter der sie beriihrenden Flichen des 
Biischels. Diese schneiden die Ebene (uw) in drei Geradenpaaren; in ihr 
liegen ferner drei Kegelschnitte bezw. durch die Punkte (y), (2) und (w), 
die den Flichen 1f+m=—0 (¢=1,2,3) angehdren, sowie zwei den 
Flichen f= 0 und » = 0 angehdrige Kegelschnitte, die von den Seiten 
des Dreiecks (y)(z)(w) beriihrt werden. 

Es liegt also hier wiederum das urspriingliche Problem vor, nur 
handelt es sich dabei um die Ebene (u) anstatt um einen Raum von 
m Dimensionen. Dementsprechend ist die Gleichung (33) zu modifizieren 
und man erhiilt: 

yt Vip hy Vy y Hy — 1g hy 
Q-H(uu)=—| %— myx, % — vb %, — %%% 


| My — yy Hy Hy — Vy Vqh%y He, — VE My 





’ 





oder: 
(89) EQ H(wu) = af — Nyx + My Ny'm,x§ — Ny. 

Hierin ist Q eine GréBe, die noch die Koordinaten der Ecken (y) (2) (w) 
aber nicht mehr den Parameter x, : x, enthilt, wihrend zur Abkiirzung 
V+ y+ y= Ny, 4% + 4%; + 5¥,— Ny, 1,%% = N, 

gesetzt ist. 
Durch Vergleich der Koeffizienten in (21) und (39) ergibt sich 
(40) 1:—WN,’: N,'N,':— N,* = E,(wu): E,(uu): BE, (uu): Ey (wu). 


Die Seitenfliiche des gesuchten Tetraeders beriihrt also die drei Flaichen 
2. Grades 


N,*E,(uu)+ E,(uu) =0, 
N,*E,(uu) — N,’E,(uu) = 0, 
N, E,(uu) + N,' E, (uu) = 0. 
Diese Gleichungen lassen sich mit Riicksicht auf die Relationen 


, , 1 , 1 
N, = N,—%, N, = Ny — mN, + % = 5 (Nam — AP N; =m 
auch folgendermaBen schreiben: 
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NYE, (uu) + v3 Ey(un) = 0, 
(41) NiE, (uu) — (Ny — N,) E,(uu) = 0, 

N, E, (uu) + (% N, — v§) E; (wu) = 0. 
Hieraus ergeben sich durch Elimination von » noch die beiden Glei- 
chungen 


(42) N,N, E, (uu) + N,N, E, (uu) + NE, (uu) + N,E,(uu) = 0, 

| E, (uu) + N,Fy(uu)]? + NPE, (uu) E(u) =O. 
Fihrt man endlich in (41) und (42) statt der GréBen N, die GréBen D, 
ein gem&iB der Relation (36), so findet man schlieBlich: 


D,E, (uu) + v3 D, E,(uu) = 0, 
(41a) DE, (uu) — VD, (2% V—D, — VD,) E,(uu) = 0, 
VDE, (uu) + (2% V—D, - v3 VD,) E; (uu) = 0 


und 


(42a) +V—D,VD,E,(uu) = 0, 
[VD E,(uu) + VD,E,(uu) |’ — 4D, Ey(wu) E,(un) = 0. 

Die erste der beiden Gleichungen (42a) Stellt eine Fliche 2. Grades, 
die zweite eine Fliache 4. Klasse dar. Die Seitenfliichen der oo Tetraeder 
der gesuchten Art beriihren beide Flichen, umhiillen also eine abwickelbare 
Fliiche 8. Klasse. Setet man in die Gleichungen (41a) der Reihe nach 
irgend vier Parameter v,, V,,V_, V5 ein, die der Gleichung (38) geniigen, so 
erhiilt man viermal drei Flichen 2. Grades; solche vier Flichentripel besitzen 
je acht gemeinsame Tangentialebenen und diese bilden die achtmal vier 
Seitenfliichen von acht Tetraedern der gesuchten Art Die Eckpunkte dieser 
Tetraeder liegen auf den vier Flichen 

v2f(ax) + p(xx) =0 (i = 0, 1, 2, 3). 

Bei den seitherigen Betrachtungen waren wir von den vier Ecken 
(x), (y), (2),(w) des gesuchten Tetraeders ausgegangen. Das Problem ist in- 
dessen durchaus zu sich selbst dual, sodaB wir es ganz in der gleichen 
Weise behandeln kénnen, wenn wir seine Seitenflichen (w), (v), (s), (¢) als 
Ausgangspunkt der Behandlung wihlen. Dabei mégen den Punkten 
(x), (y), (2),(w) bezw. die Seitenfliichen (w),(v),(s),(¢) gegentiberliegen. 

Die Gleichungen der Flichen f(zz)=0 und g(z#z)=0 lauten in 
Ebenenkoordinaten 

E,(uu)=0 und £,(uu)=0. 
Die Flichenschar 


x, E,(uu) + x, E,(uu) = 0 
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enthalt vier Kegelschnitte, deren Parameter sich durch das Verschwinden 
der Diskriminante 

(43) Ty = Dyn + Tyxiaty + Tein + Tyg + Tyg = 0 
bestimmen; hierbei ist bekanntlich 

(44) 1,=D, T,=— Di, T,= DiD;,, T;= D{D,, T, = DoD, D,. 
Ferner gibt es vier Flichen in der Schar — ihre Parameter seien Q,, 0; , 02, 03 
— welche bezw. die Ebenen (w), (v), (s), (¢) bertihren. Bezeichnet man mit 


6,= Vo, die mit einem bestimmten Vorzeichen versehenen Wurzeln und 
mit S,, S,, 5,,S, die symmetrischen Funktionen der 6,, so gelten die zu 
(36) analogen Relationen 


(45) S= 1 . fe ve, ‘es au , & beliebig, 
0 0 0 
sodaB die 6, der Gleichung 
4 V1, 6, —2V—T, 0° + S,o* — 2Y— 7,6 + VT, =0, 
oder 


(46) D, VD,o — 2D, V—D,o + S,o* — 2D, V—D,6 + DVD, =0 
geniigen. 
Die Tetraederflichen werden hiernach von den Flichen 
6; E,(uu) + E,(uu) = 0 
beriihrt, wobei die 6, Wurzeln der Gleichung (46) sind. Wir hatten aber 
friiher gefunden, daB sie von den Flachen 
D,E,(uu) + v2 D,E,(uu) = 0 
beriihrt werden, wobei die v, Wurzeln der Gleichung (38) sind. 


Setzt man aber 
(47) a— Ve und §,—N,VDVD,, 


so gehen einerseits die vorstehenden Gleichungen, andererseits die Glei- 
chungen (46) und (38) ineinander tiber. Die Werte von N, und 8, sind 
zwar an und fiir sich beliebig; sollen sie sich aber auf das niamliche 
Tetraeder beziehen, so miissen sie die vorstehende Relation erfiillen. 
Natiirlich gentigen die GréBen 7; einer Bedingungsgleichung, die aus 
(37) hervorgeht, wenn man die D; durch die 7; ersetzt; beide Gleichungen 
stimmen aber iiberein, wenn man die Relationen (44) beriicksichtigt. 
Unter den Flachen der Schar 
x, E,(uu) + x, EF, (uu) = 0 
befinden sich drei, welche die Tetraederecke (x) enthalten. Ihre Para- 
meter bestimmen sich als Wurzeln der Gleichung 


(48) (ax) = G,(xx) x8 + G, (aa) xx, + G(x) x, x2 + G,(xx) xi = 0, 
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wenn [(zz) die mit den Koordinaten des Punktes (x) gerinderte Deter- 
minante der Koeffizienten der Fliiche x, E,(uu) + x, E,(uu) = 0 bedeutet. 
Insbesondere ist 


G(r) =— Dif(zx), G,(ex)=—Dig(ez), 

G,(zx) =D) G, (zz), G,(ex) = D, G, (x2), 

indem man die Faktoren D, und D,, die sich abtrennen lassen, besonders 
schreibt. 


Demnach gelten fiir die Tetraederecke (x) die zu (41) analogen 
Gleichungen 


(49) 


S1G,(w2) + o3G,(x2) —0, 
S:G, (x2) — (8,6,—S,) G,(az) = 0, 
S8,G,(x2) + (6,8, — of) G,(a2) = 0, 
oder mit Riicksicht auf (45), (44) und (47) 
v% f (ex) + p(zx)=0, 
(50) 9G,'(ax) + VD,( 2 V—D,— % VD,) o (22) = 0, 
v3G,'(ex) — VD, (2%V—D,— VD, 9(«z)=9, 
Aus ihnen folgen noch die weiteren 


VD,V—D, f(ax) — a G,' (wa) 


VD, G,' (x2) + VD,V—D, (22) =O, 
[G,' (ex) — VD, VD, f(ax)P- 4D, D, f(ax) p(ax) = 0. 


Diese Gleichungen sagen aus, daB sich die Ecken aller oo' Tetraeder von 
der verlangten Beschaffenheit auf einer Raumkurve 8. Ordnung befinden, 
die als Schnitt einer Fliche 2. Grades mit einer Fliche 4. Ordnung 
entsteht. 

Die speziellen Resultate lassen sich wie folgt zusammenfassen: 

Es gibt im allgemeinen keine Tetraeder, deren Kanten siimtlich zwei 
vorgegebene Flichen 2. Grades f(x) = 0 und (xx) = beriihren; sobald 
jedoch ihre simultane Invariante (37) verschwindet, existieren co' solcher 
Tetraeder. Ihre Seitenfliichen wmhiillen eine abwickelbare Fliiche 8. Klasse 
indem sie den Gleichungen (42a) geniigen, und ihre Ecken liegen auf einer 
Raumkurve 8. Ordnung, indem sie die Gleichungen (51) befriedigen. 

Sind v,,v,,V_,v, die Wurzeln der Gleichwng (38), so bestimmen die Glei- 
chungen (50) vier Flichentripel, deren viermal acht Schnittpunkte die Ecken 
von acht Tetraedern der gesuchten Art bilden. Ihre Seitenflichen sind die 
viermal acht gemeinsamen Tangentialebenen der Flichentripel (41a). 


(61) V=D, 
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Um aus den viermal acht Schnittpunkten die Ecken eines Tetraeders 
herauszugreifen, beachte man, dap zwischen zwei Ecken (x) wnd (y) die 
Relationen 


f(xx)flyy) —f*(zy) =O und g(xx) p(yy) — g*(zy) = 0 
bestehen. Analoge Relationen bestehen zwischen je zwei Seitenflichen eines 
Tetraeders. 

Zum Schlu8B mégen noch kurz die Resultate angegeben werden, wenn 
die Flichen f= 0 und g =O im der einfachen Form gegeben sind 


f(x) =Saz?=0, o(ax)=S27=0. 
Thre Gleichungen in Ebenenkoordinaten sind alsdann 
2 > 
E, (uu) = A> =0 und £,(uu)= > ui =0. 
Die Diskriminante des Biischels x,f + x,g = 0 wird jetzt 
Ayut + Agxix, + Ayxixy + A, x, x3 + 4 = 9, 


wobei 
Ay = G,g434,, Ay = 4, 4,4, + AyG,0, + A,4,0, + A,0, 45, 
A, = 4,0, + 4,0, + 4,4, + Oa, + 0,4, + 4,a,, A, =a, +a, +4, + 
ist. Die Existenz der Tetraeder ist an die Bedingung gekniipft 
16 A? + 16.A? A; + Af — 32 A, A, A, — 8A, AR A, — 8 AR A, =O. 
Die Ecken der co' Tetraeder liegen auf der Schnittkurve der Flaichen 


(A, V-A, + V— Ay) >> a,x? —Y— A, je aa} 
+ SVC A TAY A Sa3-V-4,VA, DS =0, 


VA, 
[4 > a3 +VA, > ute 5 4A, >=} 44,4, >'2} > aa? = 0; 
ihre Seitenflichen sind gemeinsame Tangentialebenen der Flichen 
(A, A, — A, A, — A, VA, + A, As VA,) a u? — Ag a au? 
+ A(3 +VA\) >t + (4, A, —-Ma- VA) oP au? = 0, 
[ 4, pe u? — P au? +VA, bs “T- 44, >"? > = 0. 
Sind »,v,,v,,¥, die Wurzeln der Gleichung 


w VA, — 2v°V— A, + N,v — 2vV—A,+1=0, N, beliebig, 
so schneiden sich die vier Flachentripel 
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>) a0) + S' x7 = 0 (h=0,1,2,3), 
A, >) a0? _ »> ax? + (v, VA, — 2V—A,) > =0, 
4A >= + (VA, — 2v,VA,V— A, — vps) >"? =0 


in viermal acht Punkten, den Ecken von acht Tetraedern der gesuchten 
Art. Ebenso besitzen die vier Flachentripel 


“ + S'u7=0 (h=0, 1,2, 3), 
> a;u? — A, >" au? + (A, + VA, — 2%, VA, V— A,) S)u? = 0, 
2 au? — (A, + 2v,V—A; — v3 VA,) > u? = 0 


viermal acht gemeinsame Tangentialebenen, die Seitenflachen jener Tetraeder. 
Zwei Ecken (2), (y) gentigen der Gleichung 


at} Sy; — (S2y)'= 0, 
zwei Seitenflichen (u),(v) der Gleichung 

Pi 2) — (Su,v,)'= 0. 
Dadurch ergibt sich die Verteilung der genannten Punkte und Ebenen 
als Ecken und Seitenflichen jener acht Tetraeder. 
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Uber einen Beweis des Aquivalenzsatzes. 
Von 


A. Korsexr in Plauen i./V. 


Gegenwiirtig ist unter den Mengentheoretikern die irrige Meinung 
verbreitet, der Cantorsche Aquivalenzsatz 


(4,~b, €b~a, €a)<€(a~bra,~a) 
sei 1898 ziemlich gleichzeitig von F. Bernstein (in Borel, Leg. sur la th. 
des fonctions, S. 103 ff.) und E. Schréder (Nova Acta Leop. 71, 8. 337 ff.) 
bewiesen worden. Der Schrédersche Beweis enthilt jedoch einen bis jetzt 
von den Mathematikern nicht bemerkten SchluBfehler. Er benutzt nim- 
lich (S. 339 ebendort) zwei unendliche Reihen 


(55) dy ~ by ~ Oy ~ bg - + Ogg ~ Osa  ~ Usage oy 
byw a, vb ways - > ~ gt ™~ Ayan, ~ Ogi g rss: 
von Mengen, in denen 


(1) Gzi+2 € Gga41 € ei, bea+2 € ber41 < dea, 
und nimmt 8. 341 stilischweigend an, jede Reihe habe ein Grenzglied 


2 lim 42,41 = Ga041, lim berg: = De041, 
(2) 
lim 4g, = Age = Ggqo41), limbg, = dan = da@e+1)- 


Dann ist nach (1) den < de041 € 420, mithin dg.41 = dix, ebenso 
beo+1 = be, weshalb man beide kiirzer mit a, bezw. }.. darstellen mag. 
Auf derselben Seite wird ferner angenommen, diese gemeinsamen Grenz- 
mengen a, und b,, seien auch Glieder der Reihen (55). ,Da mit do0+1 
aber alle ungeraden a, d. h. alle a3,41, mit az. alle geraden a, d. h. alle 
dg, gleichmafig sein mufBten, so ist mit dgn41=—Go—=G:. auch die 
GleichmaBigkeit jener mit diesen, somit die simtlicher a, bewiesen, was 
nach dem oben unter (55) Erérterten zum Beweise unseres Satzes hin- 
reicht.“ In den von mir hervorgehobenen Worten steckt der Fehler. 
Die Grenzmengen a, oder b, kénnen von niedrigerer Miachtigkeit sein 
als ihre vorangehenden Mengen az,, b:,, wie folgendes Beispiel zeigt. 
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Es sei a, und b, die Menge (1, 2, 3, - - -, in inf.), und fiir 4¢ 0, 1, ---, co 
ag, = by, = (1+ 64, 2+64, ; **), 
2241 = (3+61, 4+61, 5+ 61, ---), 
beast = (5+61, 6--64,---). 
Dann ist 
A20 = dg041 = Dre = be041 = An = b,.. = Nichts, 
ga +1) Mea41 <Ge2, dea yy < bor41 < dei, 
und daher nicht fiir irgend ein endliches 4 


Ag2™ Aga, M141 ™ Agw41, 
wie es nach Schréder sein sollte. Die ,,transfinite Induktion“ versagt hier. 
Dies schrieb ich Schréder am 8. Mai 1902, worauf er mir am 25. Mai ant- 
wortete: ,,... Ihre Ausstellung gegen meinen (vermeintlichen) Beweis ist 
richtig. DaB Letzterer ... nicht stichhaltig ist, war mir ebenfalls schon 
vor lingerer Zeit klar geworden, ohne daB ich jedoch Zeit und Gelegen- 
heit gewinnen konnte, publice darauf zuriickzukommen. Ich bemerkte 
es... zuerst daran, dab auch in meiner Figur (S. 338) die Grenzmengen 
Go, b. in einelementige Punktmengen — die FuBpunkte der dortigen 
Normalen — degenerieren miissen, sobald man 
links davon die Figur symmetrisch zur rechten 
Seite wahlt. Es ist ungefihr so, wie wenn 
man fiir eine lineare Punktmenge auf einer Ge- ~| <— 
raden zwischen den Schenkeln eines Winkels — = 
durch Parallelverschiebung dieser Geraden bis 
in den Scheitel hin — die GleichmaBigkeit derselben mit diesem Scheitel- 
punkte beweisen wollte. 

... DaB ich Herrn F. Bernstein die Ehre, den G. Cantorschen Satz 
bewiesen zu haben, allein iiberlasse, hatte ich einstweilen einem Freunde 
desselben, Herrn Dr. Max Dehn (jetzt in Miinster) schon vorigen Herbst 
resp. Sommer — natiirlich zum Weitergeben — gesagt, desgleichen tiber 
diese Angelegenheit (unspezifiziert, als eine meinerseits zu erledigende 
Gewissenssache) Herrn Cantor einen Brief in Aussicht gestellt und Sept. 01 
angefangen, jedoch leider noch nicht zu Ende gebracht .. .“ 

In demselben Briefe erwies ich den mit dem Aquivalenzsatze gleich- 
geltenden Satz 





-— 


(ay € G, ~€ dy ~ Ay) € (My ~ 4) 
folgendermaBen. Es sei p eine (nach Voraussetzung vorhandene) deut- 
liche Abbildung von a, in a,, also g(a,)=—a,, g die Umkehrung des 
biniren Relativs m, a, die Menge derjenigen (Anfangs-)Elemente von a), 
fir welche g(a,)=—0. Zu jedem Elemente oder jeder Menge m aus a, 
gehért durch @ eine ,,g-Folge‘ m, (Summe endlicher oder unendlicher 
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yZyklen“ oder abzihlbar unendlicher ,,Ketten“). Die g-Folgen verschie- 
dener Elemente sind infolge der 1 — 1-Deutigkeit von g elementefremd. 
Jedes Element von a, bestimmt also entweder (als Anfangsglied von ) eine 
unendliche g-Kette, oder (als inneres Glied von g) einen g-Zyklus. 

Es gibt dann eine umfassendste Teilmenge d von a, (mag sie auch 
leer sein), die durch m in Zyklen zertillt, und es ist 


d € a, € a, €a. 
Die Menge a, besteht daher aus den inneren Kettenelementen und den 
Zykluselementen, und diese zusammen mit gewissen Anfangsgliedern der 
g-Ketten bilden die Menge a,. Die deutliche Abbildung g’ von a, auf a, 
kann daher mit Hilfe der vorausgesetzten Abbildung » so zusammen- 
gesetzt werden: 

Alle Glieder von d entsprechen sich selbst, ebenso jedes Glied einer 
Kette, die ein a, als Anfangsglied hat. Dagegen wird jedem Gliede irgend 
einer anderen Kette (in der also nur die inneren Glieder Elemente von a, 
sind) das nidchstfolgende Element zugeordnet. 

Durch biniire Relative l48t sich das viel kiirzer ausdriicken. Durch 
Zerlegung in Ketten erhielt ich damals auch, innerhalb des festgesetzten 
Denkbereiches, den von Schréder (ebendort 8. 326) vergeblich gesuchten 
Beweis des Satzes 


(21) (a~d<b)< S'(a<c~d), 


d. h.: ist a gleichmichtig einer Teilmenge d von /, so gibt es eine a um- 
fassende mit 6 gleichmichtige Menge c.*) 

Eine etwas andere Form des oben gegebenen Beweises sandte ich am 
30. Mai 1902 an die Redaktion dieser ,Annalen“. Spiter haben Zermelo 
und Peano ihnliche Beweise gefunden. Sie haben alle gemeinsam, den 
Begriff der ganzen Zahl und der vollstiindigen Induktion nicht voraus- 
susetzen. 


Plauen, Ende April 1910. 

_ *) Sei niimlich @ eine deutliche Abbildung von a auf d, g’ die g-Kette von 
ab. Dann erfiillt diejenige Abbildung », welche g’ umfaBt und alle nicht in g’ 
vorkommenden Elemente von b sich selbst zuordnet, die gestellten Bedingungen. Es 
ist c—a-+b. 
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Uber die Bewegungsgruppen der Euklidischen Raume. 
(Erste Abhandlung.) 


Von 
Lupwic Brienersack in Konigsberg i. Pr. 


Inhaltsiibersicht. ' 
Seite 
En ae ee ie re ee ae ee wee, ee 
Erster Teil. 

Allgemeines und die Gruppen mit unendlichem Fundamentalbereich. 
§ 1. Euklidische Bewegungen und orthogonale Substitutionen ........ 299 
§ 2. Darstellung orthogonaler Substitutionen durch schiefsymmetrische Matrizen 300 
§ 3. Normalform orthogonaler Substitutionen. .......... ae eae 
§ 4. Vertauschbare orthogonale Substitutionen ..........2.2.4. =. =. 807 
ee a eee oe ee ee ee ee . $11 
§ 6. Fundamentalbereich und infinitesimale ‘Operationen cee ee 312 
Oe ne sk ge me ew ee ee 315 
§ 8. Gruppen mit irrationalen Drehwinkeln. ............2.5884. 317 
§ 9. Gruppen orthogonaler Substitutionen .. . —ee sc 

§ 10. Trennung der Gruppen mit unendlichem von dnjuign mit endlichem 
eee ar Pe ee eee er 330 

§ 11. AbschlieBende Betrachtungen iiber die Gruppen mit einem unendlichen 


Fundamentalbereich 


Einleitung. 


Die Bewegungsgruppen des zwei- und dreidimensionalen Euklidischen 
Raumes sind vielfach Gegenstand der Untersuchung gewesen. Die ersteren 
namentlich wegen des funktionentheoretischen Interesses, das sie bieten, 
die letzteren wegen ihrer Bedeutung fiir die Krystallographie.*) In beiden 
Fallen ergab sich der Satz, daB es nur endlich viele Bewegungsgruppen 
mit einem endlichen Fundamentalbereich gibt. 


*) Wegen der Einzelheiten und der Literatur verweise ich auf: Schoenflies, 
Krystallsysteme und Krystallstruktur (Leipzig 1891). 


Mathematische Annalen. LXX. 20 
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Auf die prinzipielle Bedeutung dieser Tatsache hat zuerst Herr Hilbert 
hingewiesen, indem er darin eine allgemeine Eigenschaft der Euklidischen 
Raume vermutete. Er hat daher in seinem auf dem Pariser KongreB 1900 
gehaltenen Vortrag iiber mathematische Probleme*) die Untersuchung 
dieser Frage als Problem gestellt. 

Die vorliegende Abhandlung, die auf Veranlassung von Herrn Hilbert 
entstanden ist, setzt sich zum Ziele, die Einzelheiten des Beweises des 
genannten Hilbertschen Satzes auseinanderzusetzen, welchen ich bereits in 
einer in den Géttinger Nachrichten 1910 erschienenen Mitteilung in den 
Hauptziigen skizziert habe. 

Derselbe lehnt sich in der Anlage an den obenerwihnten Schoenflies- 
schen Beweis des Satzes im dreidimensionalen Falle an, indem auch hier 
zunichst die Existenz einer in der Gruppe vorkommenden Translations- 
untergruppe von » linear unabhingigen Translationen bewiesen wird, auf 
die sich dann der weitere Beweis stiitzt. Auch die Verwendung der end- 
lichen Gruppen orthogonaler Substitutionen ist dem genannten Beweise 
entnommen. Ein neues Element kommt erst durch die konsequente Be- 
nutzung der endlichen Gruppen aus ganzzahligen linearen Substitutionen 
und der damit verkniipften Theorie der positiven quadratischen Formen 
herein. Diese hat sich als ein sehr niitzliches Hilfsmittel erwiesen. Da- 
durch gelingt es niimlich, den Endlichkeitsbeweis in der Hauptsache auf 
einen Satz von Minkowski aus der Theorie der positiven quadratischen 
Formen zuriickzufiihren, nimlich den Satz, daB es nur endlich viele uni- 
modulare Substitutionen mit ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten gibt, 
die fahig sind, positive reduzierte Formen wieder in positive reduzierte 
Formen iiberzufiihren.**) 

Der vorliegende erste Teil bringt das Allgemeine und behandelt die 
Gruppen mit einem unendlichen Fundamentalbereich. Er bereitet die Be- 
handlung der Gruppen mit einem endlichen Fundamentalbereich soweit 
vor, daB die Existenz der vorhin erwaihnten Translationsuntergruppe mit 
n linear unabhingigen Translationen bewiesen wird (Satz XV § 10). 

Die Hauptresultate iiber die Gruppen mit unendlichem Fundamental- 
bereich sind in §§ 9, 10, 11 enthalten. Danach ist eine Bewegungsgruppe 
mit unendlichem Fundamentalbereich entweder homogen und endlich, oder 
sie ist zerlegbar (cf. § 8 Anfang). 


*) Hilbert, Mathematische Probleme; Vortrag gehalten auf dem zweiten inter- 
nationalen MathematikerkongreB Paris 1900. Zuerst erschienen in den Gidttinger 
Nachrichten 1900. 

**) Minkowski, Diskontinuititsbereich fiir arithmetische Aquivalenz; J. f. Math. 
129 (1905). 
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Erster Teil. 


Allgemeines und die Gruppen mit unendlichem 
Fundamentalbereich. 


§ 1. 
Euklidische Bewegungen und orthogonale Substitutionen. 
Unter einer Euklidischen Bewegung oder einer Bewegung des n-dimen- 
sionalen Euklidischen Raumes verstehen wir eine lineare Substitution 
(1) t= kA, L, + (é= 1, 2,-+-,m), 
1 


welche das Linienelement 


(2) ds? = Skdai 

1 
in sich iiberfiihrt. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB zwischen 
den Koeffizienten a,, die folgenden Relationen bestehen: 


ahs =1l, (h, k= 1, 2,-++,) 
¢ 1 
(3) , 
> Gin Min =0 (h2k). 
1 


Bezeichnen wir also mit A diejenige Substitution, die aus (1) durch 
Nullsetzen der «, entsteht, also die Substitution 


(4) A=a/ = Saym (i=1,2,-+-,m), 
1 


so ist dies eine orthogonale Substitution. Wir nennen A den ortho- 
gonalen Teil der Bewegung. Zur Abkiirzung setzen wir 


3 °°* Me 
A=(a,) oder =| ; - | 
a 


ni’ ’* an 
bezeichnen die Determinante von A mit A, =|a,,| und setzen 
G1 @ Ms" Te 
Dz (@) - : 
any yg °° * Byq— o| 


20* 
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Bezeichnen wir mit A~' die zu A inverse Operation, mit A, die trans- 
ponierte, ist also A, = (a,,), so ist wegen der Relationen (3) A~'= A,. 
Nun fihrt aber A-' gleichfalls die Differentialform (2) in sich itiber. 
Also bestehen auch die folgenden Relationen, die eine Folge von (3) sind, 
und aus welchen auch umgekehrt (3) folgt: 


nu 


Dai = 1, (h, i =1,2,---,n) 


1 


(5) 


N 


> a,,4,,= 0 (i h). 
1 

Die Determinante |a,,| stimmt mit der Determinante |«,;| ihrem Wert 
nach tiberein. Nun ist aber A, A = 1 (diese Gleichung soll hier und in 
der Folge immer ausdriicken, daB die Operation, die entsteht, wenn erst 
A, dann A, ausgeiibt wird, gleich der identischen Substitution ist). Des- 
halb ist Ds=+1 oder Ds=—1. Ist Ds=+1, so liegt eine eigentliche 
Bewegung oder Operation erster Art vor. Ist D,—— 1, so haben wir 
es mit einer sogenannten Operation zweiter Art zu tun. 


§ 2. 
Darstellung orthogonaler Substitutionen durch schiefsymmetrische 
Matrizen.*) 


Ich setze nun voraus D,(1) 20, A,=+1 und will fiir diese Klasse 


orthogonaler Substitutionen die Cayleysche rationale Parameterdarstellung 
herleiten. Sei 


to = Sia, 52, (@ =1,2,---,n) 
“eee ° . 
1 
eine orthogonale Substitution, dann sind die z,, die sich aus 


D- = me 
220 = Le + La 


ergeben, linear unabhingig, weil wir )4(1) 2 0 angenommen hatten. Des- 
halb ist umgekebrt 


tq SP hasty (a=1,2,---,n), 


*) Cayley, Sur quelques proprictés des déterminants gauches. J. f. Math. 32 (1846). 
Ich folge der Darstellung Kleins, Nichteuklidische Geometrie (Autographiertes Vor- 
lesungsheft), Gittingen 1892, II, 8. 115. 








) 
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wo die 4,, geeignete Konstanten sind. Zwischen ihnen bestehen gewisse 
Relationen, die wir jetzt ableiten wollen. Es soll sein 


n n 
. (to)? = y: =. 
1 1 


Es ist aber 


Le = 2fq — Le 
Also 
To ’ ’ 
4582-450 + S28 = Sa 
oder 


n n | n 
> 2 > ~ > 

eZ, = “2, , dh, 343 . 
1 ! | 1 


A =+1, dag = — Ages 


aa f i 


d. h. aber: die Matrix der 2,, in 
de - > Ay 373 
1 


ist schiefsymmetrisch, ebenso die Matrix der w,, in 


Daraus folgt 


u 


, 
+= 2 8 Ha s% 3 


1 
weil x, = 2z,—, ist. AuBerdem ist die Matrix der u,, die transponierte 
Matrix der 4,,, d. h. sie geht aus dieser durch Vertauschen der Zeilen 
und Kolonnen hervor. 


g 3. 
Normalform orthogonaler Substitutionen. 


Wir betrachten alle reellen orthogonalen Transformationen, die aus 
einer derselben, A, durch Transformation vermége reeller orthogonaler 
Substitutionen entstehen, also von der Form BAB-' sind. Wir fragen 
nach einer unter ihnen, die ein besonders einfaches Koeffizientensystem 
besitzt. Ich werde folgenden Satz beweisen: 

I. Man kann zu einer vorgegebenen reellen orthogonalen Substitution 
O = (0,,) immer eine andere reelle orthogonale Substitution P bestimmen, sodap 
Q= POP-' =(q,,) die folgende Matrix besitet: 


a) As=+1,m gerade: Q= Q,!Q|---|Qn1, 
2 


b) Ay = + 1, m ungerade: Q@ = Q,|Qs| ++ | Qn-1 | 1, 
2 
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€) By=—1,m gerade: Q— Q,1@|-**|Qu-21/9 4) 


d) Ay ——1, m ungerade: @ = Q,| Ql --» | Qn—-1|—1. 


Dabei bedeutet Q,|Q,| --- | @Q, eine Matrix von dieser Gestalt: 
| ?, Q .--Q 
0 Q,---0 
0 0---Q 
hier ist 


Q ‘ 0,22 Basen ine 
‘ \sin 0,24 cos @,2a 


und mit 0 ist eine Matrix bezeichnet, deren siimtliche Elemente 0 sind. 
Diese Form der orthogonalen Substitution nenne ich die Normalform, und 
die #, heiBen die Drehwinkel der orthogonalen Substitution. 

Dieser Satz wird in der Elementarteilertheorie*) bewiesen. Weitere 
Beweise gaben Schlafli**) und Goursat***) (n=4). Ich michte hier 
einen Beweis geben, der von der Cayleyschen Darstellung der ortho- 
gonalen Substitutionen durch schiefsymmetrische Matrizen ausgeht und 
auf der Wurzelrealitét der Sikulargleichung beruht, weil wir die Ge- 
dankengiinge, auf welchen er beruht, nachher doch brauchen werden. 

Ich will zuniichst den Beweis von Fall b) auf den von Fall a) zuriick- 
fiihren. Ist also m ungerade und A, =+1, so gibt es immer Punkte 
auBer z, = 4, = --- = 2, =0, die bei Ausiibung der orthogonalen Trans- 
formation festbleiben. Denn damit dies statthat, ist notwendig und hin- 
reichend, dab D,(1)=0. Maultipliziere ich aber diese Determinante mit 
der von A, so wird A,D,(1) = — D,(1); da aber AJ =+1, so folgt 
hieraus D,(1) = 0. 

Man kann nun in diesem Falle immer durch eine reelle lineare Trans- 
formation erreichen, daB 


0;, = %,=*° ‘= 0,1, =9 
und 
On, = Og, 1.79, o,= +1. 
Denn greifen wir einen von 2, = %,=--:=2%, = verschiedenen 


festbleibenden Punkt heraus, so haben wir nun fiir P eine orthogonale 
*) Muth, Theorie und Anwendung der Elementarteiler, Leipzig 1899, S. 176. 
**) Schlafli, J. f. Math. 65 (1866), S. 185. 

***) Goursat, Ann. éc. norm. sup. (8) 6 (1889). 
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Transformation zu wihlen, die ihn in einen Punkt der 2,-Achse trans- 
formiert, d. h. in einen Punkt 2, = 2, =---=2,_, = 0. 

Dann sind zunichst die Elemente der letzten Vertikalreihe der Matrix 
von POP-'=@ auBer q,, saimtlich 0. Dann muB aber nach § 1 
Gun = +1 sein, weil ein Punkt der z,-Achse festbleibt. Daraus folgt 
weiter nach § 1, daB die tibrigen Elemente der letzten Horizontalreihe 
verschwinden. 

Hiermit ist Fall b) unseres Satzes auf Fall a) desselben zuriickgefihrt. 
Durch eine ganz analoge Betrachtung, die ich tibergehe, kénnen auch 
Fall ¢) und d) des Satzes I. auf Fall a) reduziert werden. 

Zum Beweise des Satzes im Falle a) fiihrt uns nun der folgende Ge- 
danke hin. Man kann im Allgemeinen keinen vom Nullpunkt verschie- 
denen Punkt angeben, der bei der orthogonalen Substitution festbleibt 
Wir fragen deshalb nach den Ebenen, die von der orthogonalen Sub- 
stitution in sich tibergefiihrt werden. Haben wir eine solche gefunden, 
so ist es immer méglich, dieselbe durch eine orthogonale Transformation 
in die Ebene z, = 2, = 0 iiberzufiihren. Damit ist dann der Beweis des 
Satzes auf den Beweis des analogen Satzes bei orthogonalen Substitu- 
tionen von »— 2 Variabelen zuriickgefiihrt. Vollstiindige Induktion liefert 
uns dann den Beweis des Satzes. Wir haben also zu untersuchen, ob 


wir die A,, B, in 
> Am =A, 
1 


>! Bt, =B 


1 


(1) 


so bestimmen kénnen, daB diese zwei Linearformen von der orthogonalen 
Transformation unter sich transformiert werden. 
Es sei 


0=2, = >} oust («= 1,2,---,m) 
1 


die orthogonale Transformation. 
Das System (1) geht dadurch iiber in 


n 
> tA, >} 043% 
1 


1 
yz, | Seve = B. 
1 1 


= A’, 








(1’) 
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Sollen A und B Linearformen der gewiinschten Art sein, so miissen sich 
reelle 4,, 4,, 4,, #, 80 bestimmen lassen, daB identisch in den 2; 
A’=1,A + u,B, 

B=i,A+ u,B. 

Die Bedingung (2) zieht lineare Gleichungen zwischen den A,, B, nach 
sich. Ich bezeichne die Koeffizienten von A’ mit A;, die von B mit By. 
Dann ist 


(3) Ay = >'4,0,,, Bi =>} Bo, (B=1,2,---,n). 
1 i 


(2) 


Nun gehen wir zur schiefsymmetrischen Form tiber: 


n os 
, !, 
, = >? 4 
A, = > ig hes “2 ’ B, Ss hee Bs, 
i 1 4a 3 = — hy al @ ZB), 
ot 


“aa 


n n 
, 7 , 7 , 
A; — >: das ae ? B; _ > dies a. ? 
1 1 


Wir schreiben dafiir, indem wir die Gleichungen mit Unbestimmten multi- 
plizieren und addieren: 
A =S,(z), B=S,(z’), 
A =§ (2), B=S (2). 
Nun war 
A =1,A+45u,B, 
B =1,A + uy B. 
Also folgt 
S,(2) = 4,S(z) + a, S(2’), 
8, (’) = 4,S(2) + w,S(2’). 

Zu beweisen ist nun, daB es reelle 4,, u,, A, uw. gibt, sodaB diese 
2n linearen Gleichungen nach den 2” Unbekannten z, 2 aufgeliést werden 
kénnen. Aus diesen ergeben sich dann weiter die A,, B,. Zuniichst 
forme ich das Gleichungssystem etwas um. Ich berechne S(z) aus der 
ersten Gleichung und setze es in die zweite ein: 


Si(e)= 4,8 (2)—4u,S), 

S, (2) =— 4,8, (2) — Hy S(z’) ° 
Dies Gleichungssystem ist mit dem vorhergehenden iiquivalent, und 
die A,’, 4’, 4y', uy hiimgen mit den 1,, u,, 4,, u, durch eine reelle Sub- 
stitution zusammen. Damit es 4,’, u,’, 4,', uo’ gibt, die die Auflésung der 
Gleichungen nach z, 2 erlauben, miissen die 1,’, u,’, 4,’, u,’ der Gleichung 
geniigen, die durch Nullsetzen der Determinante entsteht. Diese ist aber: 











> @ 


r 
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- 1, =< a(1+4y) sat Ay (+r) Hy ty’ ays HAL 
4,.(1+4)) dy, (1-+4,’) tee 1-1,’ ik tee i 
ay —Aydy ++ — AA, i—m, —Ayg(L+yy') ++ — Ayn (1 +s’) 
| 1,',, | es gs woman a ual 
Wir machen nun den Ansatz: 4,°=—1, uw,’ = — 1. 


Dann geht die Gleichung tiber in 


2 0 0 uy ty As bas Ayn 
0 0 2 — mA, ty’ 
= (), 
YS fi eh ¥ Oe niwrg 
dy’ diy ay 0 0 2 
Wir fordern weiter wu, = 4,’. Dann wird, wenn wir ' =x setzen: 
1 
22 +0: 0 ; pend, 
GS © us Oe ws, aan 
== (), 
a oe ae 0 ...Oe 


Das ist aber eine Sikulargleichung. Diese hat bekanntlich nur reelle 
Wurzeln. Also lehrt uns unser Ansatz, daB es reelle A,’, u,’, 4’, uy gibt, 
die eine Auflésung unserer 2” linearen Gleichungen nach z, 2’ gestatten. 
Die 4,, 44, 42, ue hangen mit den 2’, uw’ wie folgt zusammen: 


A= a t=, pe — 4A, We Ay + oe 
Wir hatten angenommen: 
A’ =—1, wo =—1, wy =A. 
Das zieht nach sich: 


4=-—1, 1 =— my, Ay = ty’; My = wy? — 1. 


_=0. 
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Zu diesem 4, w gehéren nun Auflésungen A,;, B, unserer linearen Glei- 
chungen. Es sind zwei Fiille denkbar. Entweder sind die zugehérigen 
Linearformen A, B linear unabhingig oder nicht. Sind sie linear unab- 
hiingig, so kénnen wir immer erreichen, daB zwischen den A,, B, die 
folgenden Relationen bestehen: 


aAf=-1, SB=-1, SA B=. 
Dann bestehen auch zwischen den A,, B; die Relationen 


aA;*= 1, =B;*= 1, =A; B; =0 

und die 4, w sind die Koeffizienten einer linearen orthogonalen Trans- 
formation. (Ist dies nimlich nicht von vornherein der Fall, so kénnen 
wir es immer durch Einfiihrung einer geeigneten linearen Kombination 
der A, B leicht erreichen.) Man kann nun immer eine orthogonale Sub- 
stitution angeben, deren beide letzten Zeilen von den A,, B, gebildet 
werden. Transformieren wir dann unsere urspriingliche Matrix mit dieser, 
so wird sie von der folgenden Gestalt: 


, | A, ty ; 
Ay My 
Das wollten wir aber gerade beweisen. 
Sind zweitens die A, B nicht linear unabhingig, so gilt A—bB 
identisch in den x. Wir diirfen annehmen: > A? = 1, 5B? =1. Also 
ist b=+ 1. Wegen der Gleichungen 


A; -> A,0; 5, 
1 

B; -> B,o, , 
1 


(3) (6 = 1,2,---,m) 


ist aber auch 


(4) £ mbes. 
Nun ist aber 
(5) A =i1,A+4, =-—A—u,B, 


B’ =1,A + uB= yA + (u,?—1)B. 
Es miiBte also sein 
— bB— wu, B= b(u,b+u,"—-))B 
oder 
(6) — wy = Bu,’ + by,” 
Da sind zwei Fille zu unterscheiden. Entweder ist u,’=0 oder u,’ 20. 
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1) uw,’ = 90. Dann ist also nach (5) A’= — A; B’=— B. 

Die A, wihle ich als letzte Zeile einer sonst beliebigen orthogo- 
nalen Transformation und transformiere damit 0. Dann wird die Trans- 
formierte @ 

Q@=@|-1; 


Q hat nun eine ungerade Zeilenzahl und eine negative Determinante. 
Dann ist aber nach § 3 Y= Q”|—1. 
Dann kann aber O auf die Form 


»|{—-1 0 
@ /0O -1, 

transformiert werden. Wir haben damit auch in diesem Falle den Beweis 

unseres Satzes fiir n-zeilige Matrizen auf den Fall » — 2-zeiliger zuriick- 

gefiihrt. 

2) uw, 20. Dann wird zufolge (6): —1 =? + bu,’ 

Damit dies durch ein b = + 1 befriedigt werden kann, muB p,’=+2 
sein. Dann wird }=-+1 und also nach (5) in beiden Fallen A’= A; 
B'=B. Das heiBt aber wegen der Gleichung (3), daB es Punkte gibt, 
die bei unserer orthogonalen Transformation O fest bleiben. Man kann 
somit O auf die Form 0’|1, und da O' ungerade Zeilenzahl und positive 
Determinante besitzt, wie oben bewiesen, auf die Form 


1 0 


oO” 
01 


bringen. Damit ist aber das gewiinschte Ziel erreicht und Satz I, da 
er fiir binire orthogonale Substitutionen offenbar gilt, allgemein bewiesen. 


§ 4. 
Vertauschbare orthogonale Substitutionen. 


Wir wollen nun die Entwicklungen des § 3 noch etwas weiter fiir 
orthogonale Substitutionen positiver Determinanten verfolgen. Ich werde 
zunachst durch ein dem seitherigen nachgebildetes Verfahren den folgen- 
den Satz der Elementarteilertheorie beweisen: 

Il. Die absoluten Betrége der Drehwinkel @, sind Invarianten der 
orthogonalen Transformation, d. h. wie auch die Transformation auf die 
Normalform ausgefiihrt werden mag, immer treten die gleichen absoluten 
Betriige der Drehwinkel auf und zwar jeder in jeder Normalform ebenso oft 
wie in jeder anderen. 
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Um diesen Satz zu beweisen, wende ich das Verfahren des § 3 auf 
eine in der Normalform vorliegende orihogonale Transformation an. Es 
handelt sich also darum, Paare von Linearformen 


Say, =A, PP A? = 1, 
1 

S Be, =B, »'B?=1, 
1 


zu finden, die durch die auf die Normalform gebrachte Substitution unter 
sich transformiert werden. Sei die orthogonale Transformation positiver 
Determinante 


> AB=0 


C= G|C,®| ---|C,| 1, (2k+h=n), 
wo 
0.0 ‘ 2% —sin a 
_ oo ee : 
sin #,22 cos #22 


(Hier und in der Folge deutet der untere Index die Zeilenzahl einer Matrix 
an. 1, ist die identische Transformation von / Elementen.) Durch C 
gehen unsere Linearformen (A, PB) iiber in 


x 
A= >: {(A,,_, cos #, 2a + A,, sin &;27)2,,_, 
1 h 


= =3 » 5 ») ’ | 3 ° 
+ (— Ay, _, Sin 8, 24 + A,, cos #27) x,,} + > Ayn, 2 Tonga 
i 


x 

B= >} {(B,,_, cos &,2a + B,,sin #,22)2,,_, 
1 h 

: —- 

+ (— B,,_, sin 8; 22 + B,, cos #22) x,,} + > Boy aa Zen42° 


1 
Wie in § 3 mu& sich ein reelles m so bestimmen lassen, dab 
, ‘ M . 
A’ = A cos p2a — Bsin p22, 


B= Asin p2a + Beos p22 
identisch in 


By Me, °°, & 


“ne 


Daraus folgt folgendes System von linearen Gleichungen: 


A,,_, cos #,2a + A,; sin 0,24 = A,,_, cos p2a — B,,_, sin g 22, 
— A,,_, sin 0,22 + A,,;, cos #,2a = A,; cos p2a — By, sin mp 22, 
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B,,_, 003 &,2a + B,,; sin #,2a% = A,,_, sin p2a + B,,_, cos p22, 
— B,,_, sn 0,22 + B,, cos #,2a = A,, sin p2a+ B,, cos p2a 
(i= 1,2,--+,k), 
Ay, 4, = Ag, ,, 008 p 2a — B,,, ;, sin p 22, 
By, = Ag, 4, Sin p2a + B,,; cos P2a (A =1,2,---,h). 


Das Problem ist nun das folgende: Fiir welche Werte von gibt es 
Werte A,, B;, die nicht alle verschwinden, und diesem Gleichungssystem 
geniigen? Ich werde zeigen, daS nur die oben auftretenden Werte 
yg =+%,, 0 dieser Forderung geniigen. Die Unbekannten A;, B, zer- 
fallen in einzelne Systeme von je vier bezw. zwei Unbekannten, die unter 
sich gewissen linearen Gleichungen geniigen, wie oben angegeben. Es 
geniigt also ein einzelnes solches System zu betrachten; denn damit nicht 
alle A,, B, verschwinden, muB mindestens eines der Gleichungssysteme 
von © verschiedene Lésungen besitzen. 

Betrachten wir z. B. das System i =/, so wird dann und nur dann 
(A,,_;, Ae, By,1, By, + (0, 0, 0,0) sein, wenn die Determinante dieses 
Systemes verschwindet. Diese ist aber 


cos#,2a—cosp2x = sin #, 22 sin p 2a 0 | 
sin #, 2% cos #,2a—cos p2a 0 sin p 2a 
sat sin p 2x 0 cos #,2a—cos p2a sin 22 
0 —sing2a —sind,2x cos#,21—cosp2z 


Ausgerechnet wird diese aber, wenn ich « = cos #, 2a — cos p 2a setze: 
V =a! + 2a°{sin® #, 2% + sin® p 22} + (sin® p 2a — sin’ 6, 22)’, 
also eine Summe von lauter Quadraten. Jeder einzelne Term muB ver- 
schwinden, also auch: cos #,2~% — cos p2a = 0, q.e.d. 
Also mu sein 
p= +7. 
Wenn dies der Fall ist, dann ist auch 
V=0. 
Betrachten wir zweitens ein 
1 =l. 


(Ag 4is By, ,;) + (0, 0), 


cosp2a—1 —singp2a 


Damit 
muB sein 


== 0. 
sin g 2x cos pm 2a—1 


Das ist aber nur dann der Fall, wenn g = 0. 
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Damit ist Satz Il bewiesen. Denn es kénnen in einer Normalform 
nur solche Winkel auftreten, fiir die die angeschriebenen Gleichungen 
eine Lésung besitzen. 

Unsere Betrachtungen lassen nun sofort auch die Richtigkeit des 
folgenden Satzes erkennen: 

Ill. Auer den durch die Normalform ausgezeichneten linearen Réiiwmen 
fiihrt die orthogonale Substitution dann und nur dann noch andere lineare 
Réiume in sich iiber, wenn mehrere der %, einander dem absoluten Betrage 
nach gleich sind. 

Denn ist die Voraussetzung des Satzes nicht erfiillt, so ist fiir ein 
gegebenes g immer nur ein Gleichungsquadrupel auflésbar. Als Glei- 
chungen einer festbleibenden Ebene bekommen wir dann die folgenden: 


A,2, + A,r, = m i {A,x, + A,a, = 90, 
— A,z, + A,r, = 0 | 4,2, — A,% = 0. 


Daraus folgt aber: x, = 2, =, also ein linearer Raum, der schon durch 
die Normalform ausgezeichnet war. Sind aber mehrere der #, dem ab- 
soluten Betrage nach gleich, so sind mehrere Gleichungssysteme zugleich 
auflésbar, und dann gibt es noch weitere Ebenen, die von der orthogonalen 
Transformation in sich iibergefiihrt werden. Ist z. B. n= 4 und #, =@,, 
so sind die beiden ersten Gleichungsquadrupel auflésbar. Wir erhalten 
als Gleichungen eines in sich tibergehenden linearen Raumes etwa diese: 


A,4%, + A,% + A,r, + A,r, = 0, 
— A,z, + A,r, — Ayr, + 4,2, = 0, 


>A;=1. 

Es ist leicht zu sehen, daB man die A; so bestimmen kann, daB diese 
Ebene weder mit z, = 2, =0 noch mit z,=2,=O0 iibereinstimmt. Wihlen 
wir nun diese Koeffizienten wieder als die beiden letzten Zeilen einer 
orthogonalen Transformation und ebenso andere Koeffizienten der gleichen 
Bildungsweise fiir die beiden ersten Zeilen, so ist diese Transformation 
mit der Normalform vertauschbar und wir erhalten hier eine neue Trans- 
formation auf die Normalform. Ich will diese Betrachtungen nicht weiter 
durchfiihren, sondern gleich den Satz angeben, auf den sie hinfiihren. 
Es sei die orthogonale Transformation A so auf die Normalform gebracht, 
daB die Drehwinkel der Gréfe ihrer absoluten Betriige nach geordnet 
sind. Ich schreibe: 


wo 


A= Aga, | Azag| stipe \Aze, 1,, 


wo die Drehwinkel von Ag, alle gleichen absoluten Betrag haben und 














Bewegungsgruppen Euklidischer Riume. I. 311 


von denjenigen der Ay, (k=) und von 0 dem absoluten Betrage nach 
verschieden sind. Dann gilt folgender Satz: 
IV. Wenn B mit A vertauschbar ist, so ist B_notwendig von der 
folgenden Form: 
B= Baa, Baa, _ Bsa, | B;. 


Unsere Methode erlaubt auch die hinreichende Form der Koeffizienten 
zu bestimmen. Da dies aber in der Folge nicht zur Verwendung kommt, 
soll es iibergangen werden. 

Ich beweise nun den folgenden Satz: 

V. Wenn A und B von positiver Determinante und vertauschbar sind, 
so kinnen simultan A und B auf die folgende Form gebracht werden: 


A= Ag 3, | Az, oc Ay 3,| li, 
B= B:;,| Bs»,| ++ - | Be, | Bi, 


wo die absoluten Betrige der Drehwinkel eines Ag», sowohl wie eines By»; 
jeweils unter sich gleichen absoluten Betrag haben, und auserdem B die 
Normalform besitat. 

Man erkennt sofort, daB es geniigt, den Spezialfall dieses Satzes zu 
beweisen, in dem A lauter Drehwinkel gleichen absoluten Betrages be- 
sitzt. Dann iibe ich auf A und B simultan eine Transformation aus, die 
B auf die Normalform bringt, sodaB seine Drehwinkel der GréBe des 
absoluten Betrages nach geordnet sind. Dann folgt aus Satz IV, dab A 
die nach Satz V behauptete Form haben muBb. 


g 5. 
Ein Satz iiber Bewegungen. 


Jede Bewegung erster oder zweiter Art kann auf die folgende Form 
gebracht werden: 


Sere ee 
A= Ay, | | ’ 
1O---1 Fl 
wobei A,, keinen von 2, = %=---=2%,,=0 verschiedenen Punkt fest- 


laBt. Dann besteht der folgende Satz: 

VI. Hine notwendige Bedingung dafiir, dag BA B-* gleichfalls (simultan 
mit A) die fiir A eben angegebene Form besitat, besteht darin, dap B die 
folgende Form besitzt: 
ue aii Dy, ry 
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DaB der orthogonale Teil von B die eben angegebene Form besitzen 
mu8, folgt daraus, daB B die Punkte, die der orthogonale Teil von A 
festliBt, in sich iiberfiihren muB, weil der orthogonale Teil von BAB-' 
die gleichen Punkte festliBt, wie A. 

DaB die 2k ersten Translationskomponenten von B verschwinden 
miissen, kann so bewiesen werden: 

Ich nehme an, die 2k ersten Translationskomponenten seien 


b,, bg, - ++, Dey. 
Ferner sei 
Ay, = (&;4), By, = (B;,)- 
Dann werden die 2k Translationskomponenten von BAB-', die nach 
Voraussetzung verschwinden sollen, 
2k 2k 


2k 
Db,» , Me, — >: 2 B,,b, (v= 1,2,---,2hk). 
1 1 1 
Da nun die Determinante der 8,, von Null verschieden ist, so kénnen 


diese 2k Ausdriicke nur verschwinden, wenn 
2k 
>! «,,b, — b, = 0 (g=1,2,---, 2k). 
1 


Da nun A,, keinen von © verschiedenen Punkt festliBt, so kénnen diese 
Gleichungen nur statthaben, wenn 


b, = 0 (g=1,2,--+, 2h). 


Das wollten wir aber gerade beweisen. 


§ 6. 
Fundamentalbereich und infinitesimale Operationen. 


In dieser Arbeit sollen Bewegungsgruppen untersucht werden, die 
einen Fundamentalbereich besitzen. Damit soll folgendes gesagt sein. Wir 
nennen zwei Punkte, die durch eine Bewegung der Gruppe ineinander iiber- 
gefiihrt werden kinnen, iiquivalent. Fundamentalbereich einer Gruppe soll 
ein zusammenhiingender Bereich d. h. ein Raumteil von nicht verschwindender 
GréBe heiBen, der zu jedem Punkte eines Gebietes, das die Gruppe in sich 
transformiert, einen und nur einen fquivalenten enthilt. Wenn eine Gruppe 
einen Fundamentalbereich besitzt, so ist es méglich, um jeden Punkt 
desselben einen Bereich abzugrenzen, der keine zwei iiquivalenten Punkte 
enthilt; und umgekehrt, wenn es irgend einen Punkt gibt, um den sich 
ein Bereich abgrenzen lift, der keine zwei fiquivalenten Punkte enthilt, 
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so besitzt die Gruppe einen Fundamentalbereich. Zuniichst ist namlich 
klar, daB wir dann um jeden mit diesem fquivalenten Punkt einen kon- 
gruenten Bereich der gleichen Eigenschaft abgrenzen kénnen, der aus dem 
ersten durch die Bewegung der Gruppe hervorgeht, die den Punkt, den 
der erste umschloB, in den iquivalenten fiberfiihrt. Wir kénnen dann 
diese Bereiche simultan so wachsen lassen, daB sie einander kongruent 
bleiben und nie fibereinandergreifen. Sowie zwei Bereiche irgendwo zu- 
sammenstoBen, soll an dieser Stelle sofort das Wachstum aufhéren. Da 
alle Bereiche kongruent sind, so kann nirgends im Endlichen eine Hiiufung 
derselben auftreten. Wir erhalten durch dieses Verfahren eine Einteilung 
des ganzen Raumes in kongruente Bereiche, die auseinander durch die 
Bewegungen der Gruppe hervorgehen. Jeder solche Bereich enthiilt zu 
jedem Punkte des Raumes einen und nur einen fquivalenten. Ein solcher 
Bereich heiBt aber ein Fundamentalbereich der Gruppe. 

Um die Existenz eines Fundamentalbereiches nachzuweisen, reicht 
hiernach die Kenntnis auch nur eines Punktes aus, gegen den sich keine 
fiquivalenten hiiufen; denn sowie ein solcher vorhanden ist, kénnen wir 
um ihn einen Bereich abgrenzen, der keine zwei aiquivalenten Punkte enthilt. 
Da niimlich der genannte Punkt kein Hiufungspunkt aquivalenter Punkte 
ist, so gibt es einen ihm zuniichst gelegenen iiquivalenten. Wenn ich 
nun um unseren Punkt eine Kugel beschreibe, deren Radius kleiner ist 
als die halbe Entfernung von diesem niichsten aiquivalenten Punkt, so ist 
dies ein solcher Bereich, der keine zwei iquivalenten Punkte enthilt. 
Denn iibe ich auf die Kugel die Operationen der Gruppe aus, so entstehen 
lauter kongruente Kugeln, die mit der ersteren keinen Punkt gemeinsam 
haben, was doch der Fall sein miiBte, wenn es in der ersten zwei iiqui- 
valente Punkte giibe. 

Wenn ich sage, eine Gruppe enthiilt infinitesimale Operationen, so ist 
damit gemeint, daB es méglich ist, in der Gruppe eine Folge von Opera- 
tionen A,,---,A,,,-++ anzugeben, sodaB zu jeder vorgegebenen GréBe « 
ein Index m gehért, sodaB die Koeffizienten von A; (i>m) um weniger 
als « von den entsprechenden der identischen Matrix abweichen. 

Zunichst ist klar, daB eine Gruppe mit Fundamentalbereich keine 
infinitesimalen Operationen enthalten kann, weil eben sonst in beliebiger 
Nihe eines Punktes mit ihm iiquivalente liegen miiBten. Aber auch die 
Umkehrung hiervon ist richtig. Es gilt nimlich der Satz: 

VII. Eine von infinitesimalen Operationen freie Bewegungsgruppe besitzt 
einen Fundamentalbereich. 

Zuniichst bemerke ich, daB eine Bewegung des n-dimensionalen Eukli- 
dischen Raumes eindeutig bestimmt ist, wenn »+ 1 Punkte Q,,---, Q, 
bekannt sind, in die n+ 1 gegebene Punkte P,,---, P, durch die Be- 
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wegung iibergefiihrt werden, vorausgesetzt, dab nicht alle Punkte zugleich 
einem Raume von weniger als » Dimensionen angehéren. Wenn die 
Gruppe keinen Fundamentalbereich hat, so muB jeder Punkt des Raumes 
Haufungspunkt der mit ihm fquivalenten sein. Denn giibe es auch nur 
einen Punkt, fiir den dies nicht zutrifft, so kénnten wir wie oben schlieBen, 
daB die Gruppe einen Fundamentalbereich besitzt und also entgegen unserer 
Annahme keine infinitesimalen Operationen enthilt. Also muB P, ein 
solcher Hiaufungspunkt sein. Ich greife eine Folge von iquivalenten 
Punkten heraus, die sich gegen diesen hiiufen: Q),---, Q™,---. Ferner 
greife ich immer aus allen Bewegungen, die P, in Q® iiberfiihren, eine 
beliebige B® heraus. Ich erhalte so eine Folge von Bewegungen: B™, -. 
- +, BM™,.--. Ich werde zeigen, daB diese auf infinitesimale Operationen 
fiihrt. Zunichst denke ich mir durch eine Translation, 7, Q® in P, 
iibergefiihrt. Dann ist BO7T®—f[© eine orthogonale Transformation, und 
die Folge der 7 fiihrt auf eine infinitesimale Translation. 

Nun mégen P,,--+, P, durch [ iibergehen in Q(), ---, Q@®. Dann 
sind zwei Fille méglich. Entweder stimmen von einem bestimmten Index i 
an die Q{ mit den P, tiberein. Dann ist von diesem Index an [ die 
Identitiit. Also von da an BY —(7®)-*. Dann fihrt also unsere Folge 
zu einer infinitesimalen Operation. Oder aber es gibt beliebig grobe 
Indizes i, fiir die (Q(),---,Q®) von (P,,---,P,) verschieden ist. Dann 
kénnen wir eine Folge herausheben, die ich wieder mit Q, ---, Q® 
bezeichnen will, sodab Q gegen P,, Q gegen P,,---, Q® gegen P, 
konvergiert. Bezeichnen wir dann den Winkel (QP, P,) mit #, so ist 
L #)=0. Wir kénnen nun annehmen, daB die Punkte P,,---, P, auf 


den Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystemes mit P, als Ursprung 
liegen, im Abstand 1 von P,. Dann bedeutet die Uberfihrung von 
(P,,-++ P,) in (QP,---, Q®) eine Koordinatentransformation. Gehére zu 
(Q, sek, Q") das System (z;,° 7 yy), zu (P,, “nae a das System (%, pes y)y 
so wird dann 


n 
a= dal x (h—=1,2,---,n). 
1 


Dabei ist aber a,,— cos #{?. Also ist L a{,=—1 und deshalb wegen der 


in § 1 angegebenen Relationen L af} = 0 (h2k). Also fiihrt die Folge 


und deshalb auch die Folge B® auf infinitesimale Operationen. Besitzt 
also eine Bewegungsgruppe keinen Fundamentalbereich, so enthilt sie 
infinitesimale Operationen. Daraus folgt aber sofort Satz VII. 
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g 7. 
Beweis zweier Hilfssiitze. 


Ich will in diesem Paragraphen zwei im niichsten zu verwendende 
Hilfssiitze beweisen. Der erste lautet: 


VII. Seien A und B zwei vertauschbare orthogonale Operationen gerader 
Zeilenzahl. Die Drehwinkel von A miéigen alle irrational sein, die von B 
entweder irrational oder gleich Null, wobei beides wirklich vorkommt. Dann 
gibt es zwei Exponenten @,>0 und @,>0 derart, dap die Drehwinkel 
von A®% B® simtlich irrational sind. 

Beweis. Nach Satz V (§ 4) darf angenommen werden, daB 

A = A,|A,|---|A,, 
B= B,|B\---\B, 
ist, wo ein B, oder A, nur dem absoluten Betrage nach gleiche Dreh- 


winkel besitzt. sk, soll die halbe Zeilenzahl von A, bezw. B, bedeuten. 
Unsere Annahme ist, dab 


Be, = Byes = = B= 1 (u, >0). 
AB=C,|---|C,_ 4-11 4a, !°°* |e, 

AB besitzt also mindestens k,_, +k,_,.41 +°+:+4, irrationale Dreh- 
winkel. Kommen nun in den C, nur irrationale Drehwinkel vor, so sind 
wir am Ziel. Anderenfalls gibt es einen positiven Exponenten a,, soda 
(AB)® = A% B™ auBer irrationalen Drehwinkeln nur Drehwinkel 0 be- 
sitzt. Dann kénnen wir A und B simultan durch eine Transformation 


von 2(k,+h,+---+k,_,.41) Zeilen so transformieren, daB «Aa-* und 
«(A B)*a-* bezw. die folgende Gestalt bekommen: 


Dann ist 


piv iene a 
Hts cle lL4m 1..-|4% 
C,\C, 1a igh Masti! (A, ’ 


wo wieder A, und C,’ jeweils nur absolut gleiche Drehwinkel enthalten 
und CO), = Creu4t = +++ = Cr-y,-1 = 1 ist. 24, sei die Zeilenzahl von 
C; und A,. Dann besitzt 
4+1 pa, —-1 | la? | | ar | 4a ei | 4% +1 
ad B - =D, Be tne ion, fa 4, 
und also auch A“ *+!B% mindestens 
— dade 2 Anas + — w ahihalate k, 
irrationale Drehwinkel, eine Zahl, die sicher gréfer ist als die Minimal- 
zahl der bei AB sicher auftretenden irrationalen Drehwinkel. Hat nun 
A%*!B% noch nicht lauter irrationale Drehwinkel, so kénnen wir wieder 
21* 
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einen positiven Exponenten a, bestimmen, sodaB A+B %% neben 
irrationalen nur Drehwinkel 0 besitzt. Wie eben kénnen wir schlieBen, 
daB A®(%++12B%% sicher mehr irrationale Drehwinkel hat als A% +! B%, 
Diesen Schlu8 kénnen wir solange fortsetzen, bis wir nach endlich vielen 
Schritten auf eine Operation A® B™ (w,,@,>) gekommen sind, die nur 
irrationale Drehwinkel besitzt, weil eben bei jedem Schritt, vor dessen Aus- 
fihrung noch nicht irrationale Drehwinkel vorhanden waren, die Zahl der 
sicher vorhandenen irrationalen Drehwinkel wichst, und also schlieBlich der 
halben Zeilenzahl von A gleich werden mub. Damit ist der erste Hilfs- 
satz bewiesen. 

Ich komme jetzt zum zweiten der Hilfssiitze, die ich in diesem Para- 
graphen beweisen wollte. Derselbe lautet: 

IX. Sei B,, 6.,--+8,,°-+ eime Folge orthogonaler Operationen, die 
auf infinitesimale Substitutionen fiihrt (§ 6), so gibt es eine Zahl k derart, 
daB kein B, (i>k) imstande ist, einen Punkt eines Rawmes 


Ther Mag = 7, = 0 
in einen Punkt des dazu senkrechten Raumes 
4,=-y= --=—2,=0 
diberzufiihren. 
Beweis. Sei # eine orthogonale Substitution 
| 1 a By ihe Bi. 
; , : 
| Bas ot ah 1 — Ban | 
Soll diese einen Punkt 
Saf Tye = Myg = =e, = 0 
in einen Punkt 
“= % =: = 27,=—0 


iiberfiihren, so miissen die Gleichungen bestehen 
(1 —B,1)%, + Bye % +--+ + B,, %, = 9, 


Bur % + Brg te +--+ + (L— B,,)%, = 9. 
Es miiBte méglich sein, sie durch von Null verschiedene 2,, 25, +++, 2 
zu erfillen. Dann mu8 aber die Determinante 


1—By,--- By 
“tt 


Bus aha 


Denke ich mir aber diese Determinante als ganze rationale Funktion 


sein. 
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der 6,, hingeschrieben, so wird diese von der Form 1 +>} P,(B). Pp) 


1 
ist ein Produkt von héchstens h <n der 6,, mit dem Koeffizienten 1, m 
die Anzahl dieser Produkte. So wie nun alle |{,,| < = so wird jedes 


Sew@|<t<i. Dann kann aber 
| 


1 
m m 


1+ »:P,(8) nicht verschwinden, weil sonst eben > PB) j= 1 sein 


einzelne | P,(8)| <<, also die 





miBte. Nun bestimme ich einen Index k so, dab ‘is unserer Folge 
B,, +--+ B,,-** die Koeffizienten von , (i>k) um weniger als 1/m* von 
denjenigen der identischen Substitution abweichen. Dann erfillt dieser 
Index & die Bedingungen unseres Satzes, und dieser ist damit bewiesen. 


§ 8. 
Gruppen mit irrationalen Drehwinkeln. 
Eine Bewegungsgruppe, deren simtliche Operationen sich auf die 


Gestalt 

A, 9 O 

( 0 A, ) 
simultan bringen lassen (wo k und h von der einzelnen Bewegung unab- 
hingig und mit 7, die Translationskomponenten bezeichnet sind) heiBt 
zerlegbar. 

Dann gilt der folgende Satz: 

X. Eine Bewegungsgruppe, welche Operationen mit irrationalem Dreh- 
winkel enthdlt und von infinitesimalen Operationen frei ist, ist zerlegbar. 

Den Beweis fiihre ich dadurch, daB ich zeige: Jede Bewegungsgruppe, 
die Operationen mit irrationalen Drehwinkeln enthalt und nicht zerlegbar 
ist, enthalt infinitesimale Operationen. 

Ich setze also voraus, die Gruppe sei nicht zerlegbar. Weiter sei A 
eine Operation mit.irrationalem Drehwinkel. Ich darf annehmen, daB alle 
ihre von Null verschiedenen Drehwinkel irrational sind. Bei passender 
Wahl des Koordinatensystemes ist dann die Bewegung von der Form 


Ons O-1 | 


1 
Am Ay|Agl +++ |Ayl| Oo | rh 


wo 
= 8,2x —sin een 
. sin #,2 cos #;,2 
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Es la8t sich nun sofort von A ausgehend eine Kette von Operationen 
bilden, die in ihrem orthogonalen Teil auf infinitesimale Operationen fihrt. 
Sei niimlich 4 die Zahl der dem absoluten Betrage nach verschiedenen 
unter diesen Drehwinkeln. Man kann dann nach einem Satze von Min- 
kowski*) 4 irrationale Zahlen #, durch rationale Zahlen 7 mit gemein- 
samem Nenner » simultan beliebig nahe approximieren, sodab 


a; 1 -_190... 

—$— | < Wa (i= 1,2,---+,). 

Sei n, < my <-+-<m, <--- eime unendliche Folge von ganzen Zahlen, 

die dieser Bedingung geniigen. Der Drehwinkel von A wird n,,#, und 
es ist |n,,0;—2,|< ; = . 

Nm 

Man kann somit durch Wahl von »,, erreichen, daB die Drehwinkel 

beliebig wenig von einer ganzen rationalen Zahl verschieden sind, dem- 

nach werden die Koeffizienten von A™, sobald nur m_ hinreichend 

groB gewiahlt ist, von denjenigen der identischen Matrix um weniger 

als eine beliebig vorgegebene GréBe 4 abweichen. Sie sind nimlich 


um weniger als ¢,, = — von denselben verschieden. Die Translations- 


n 

komponenten von A™ sind aber n,,1',. Sie wachsen also unbegrenzt mit 
m und zwar so, dab « 7,=— 7, bleibt. Wir wollen hier eine bequeme 
Sprechweise verabreden. Wir wollen sagen, die Koeffizienten niihern sich 
mindestens so stark wie « denjenigen der identischen Substitution, und 
die Translationskomponenten werden unendlich wie «+. 

Der Fall, wo 7,=0 (i=—1,---,h), ist durch die vorausgehenden Be- 
trachtungen schon erledigt, und wir diirfen weiter annehmen: 


T,= 0 (i—1,---,h—1), 7,20. 

Nun kommt alles darauf an, im Falle nicht zerlegbarer Gruppen aus der Folge 

t. = (A™, rey A, oe *) 
eine andere zu bilden, die auch in ihrem Translationsteil infinitesimal wird. 

Zu dem Zwecke greife ich unter allen Operationen der Gruppe die- 

jenige heraus, die die gréfte Zahl irrationaler Drehwinkel besitzt. Diese 
denke ich mir auf die oben angegebene Normalform gebracht, und bilde 
durch Potenzieren die Folge [,. Ich werde nachher mit dem Prodult 
zweier Folgen operieren. Darunter verstehe ich folgendes: Seien 

C, = (Ay, A,, --*, A,, °° *), 

C, = (By, B,,--, B,, +) 


*) Minkowski, Geometrie der Zahlen (Leipzig 1897—1910), 8. 108. Diophantische 
Approximationen (Leipzig 1907), 8. 8. 
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zwei Folgen, so verstehe ich unter dem Produkte der beiden die Folge 
C,C, = (Ay By, A, B,, ---, A, B,, ---). 


Nun kann ich immer annehmen, daB in der Gruppe eine Operation », 
vorkommt, die nicht von der folgenden Form ist: 


(> 0 a 
0 G, %)’ 
wo k die Zahl der bei A vorkommenden irrationalen Drehwinkel ist. 


Denn andernfalls wiire die Gruppe zerlegbar. 
Mit einer derartigen Operation bilde ich die Folge 


[= (Yo; Yor" **s Yoo" **) 
lr, =F, 0, 0ory', 
r,= 0,60, 
lr, oe Pe rer 


Nun bilde ich 


Ich will nun zuniichst feststellen, welcher Art die Abhingigkeit der Koef- 
fizienten dieser einzelnen Folgen von « ist. Ich betrachte zuniichst [, 
Ich denke mir die Koeffizienten eines Elementes von [, so geschrieben: 


T+, Mgrs Gy 0 
; : ce iam 
|  &q1 @,3°°° 1+a,, s*T | 
wo die «,, mindestens so stark nach 0 konvergieren mit abnehmendem « 
wie ¢ selbst (eventuell auch zum Teile selbst 0 sind) und 7 endlich ist, 
d. h. eine von dem einzelnen Element der Folge unabhiingige Grenze 
nicht itiberschreitet. Wie hiingen die Koeffizienten eines Termes von [,. 
von den «,, ab? Sie sind ganze rationale Funktionen der «,,. Lasse ich 
dieselben irgendwie in Null iibergehen, so konvergieren nach der Definition 
von [, die Koeffizienten des orthogonalen Teiles eines jeden Termes dieser 
Folge gegen die entsprechenden Koeffizienten der identischen Substitution. 
Wenn ich also einen Term von [, so schreibe: 
\1+Bu--: Bis B, | 
; . - | 
f 3 ; eh 
| Bat oo +6. B,| 
so sind die £,, ganze rationale Funktionen der «,,, in welchen kein von 
den «,, freies Glied vorkommt. Die §;, gehen somit gleichfalls so stark 
gegen 0 wie ¢, die B aber ersichtlich nicht stirker gegen unendlich wie 
e~*, da bei der Bildung von B, nicht zwei unendlich werdende Terme 
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miteinander multipliziert wurden und die Zahl der bei der Bildung zu be- 
nutzenden Terme vom einzelnen Element der Folge unabhingig ist. 
Betrachten wir ein Element von [, 


ae Vin :) 
- Pat “Dee, C,- 

Die y,, sind ganze rationale Funktionen der «,, und f,,. Lassen wir eines 
der beiden Systeme nach 0 gehen, so gehen auch die y,, gegen Null. In 
den y,, als rationalen Funktionen der a, 6 kommt kein von den « und p 
freies Glied vor. Somit gehen die y,, gegen Null wie <*. Betrachten wir 
die C,. Sie sind ganze rationale Funktionen der a, 6, e~*7, B,. Wir 
lassen die «, 6 simultan gegen Null gehen. Dann gehen auch die C, 
gegen Null. Daraus folgt, da8 in dem Ausdruck der C; kein von « und 
zugleich freies Glied vorkommt. Also gehen die C, gegen unendlich wie 
e~*+1, Nun betrachte ich ein Element von [, 


1+ 4,,--: d,,, °) 
| 8, ---14+8,, D, 


nl 


Wie eben folgt: Die 0,, gehen gegen Null wie «°. Wie steht es aber 
mit den D,? Ein SchluB wie eben bei den C, wiirde zu nichts Neuem 
fihren. Wir miissen eine etwas andere SchluBweise anwenden. Ich lasse 
die y,, allein nach Null gehen. Es ist 


At Min 1+a,,--- @, 90 
no( or cal “i > tia 
Vat -+1+y,,C, Ons L+a,,e7*T 


(" Vat oe ay: ~ Ont 
Vin --1+y,, — C,—Zy%,,C, Gn + 1+a,, —s'*T 


Sind die y;, = 0, so wird, wenn ich mit («¢) einen Term bezeichne, der 
sich verhilt wie «€, 


D, = — C, — (e) (e-***) + ¢,, 


D, = — C,— 2? T—(e) (e445) 4+ e°T4+ C, 
oder 


D, = (e~*+?). 
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Sind die y,, nicht Null, so kommen noch Glieder hinzu, die sich verhalten 
wie e~*+*, Die y,, verhalten sich naémlich wie «*. Durch Nullsetzen gehen 
also nur Terme verloren, die sich verhalten wie «~*+*. Also verhalten sich 
die D, wie «~*+*. Genau so kénnen wir schlieBen, daB sich die ¢,, in [, 
verhalten wie «*, die E, wie e~*+*. Wir kommen schlieBlich zu dem Re- 
sultat, daB sich in [, die v,, verhalten wie «*~', die N, wie e~*+"-*, 

Wenn also in Tis nicht alle Elemente von einem gewissen an der 
Identitit gleich sind, so fiihrt °,45 auf infinitesimale Substitutionen. 

Tritt aber dieser letztere Fall fiir ein [, ein, so sind auch in allen 
weiteren [, (k>i) dieselben Terme der Folge der Identitit gleich, sodaB 
also unser Verfahren nicht zum Ziele fiihrt. Auf diesen Fall miissen wir 
also noch besonders eingehen. 

Ich will zunichst zeigen, daB unter den Termen von [, und [, nicht 
die Identitit vorkommen kann. Nehme ich nimlich an, in [, kame die 
Identitit vor, und sei etwa [) das Element, bei dem dies eintritt, soda 
TY = 1 ist. Dann wire also nach der Definition von [, 


PO = yy FM yo, 
Es miiBte also das Element y, von [, das Element [{ in sich trans- 
formieren. Wir hatten aber oben y, gerade so gewahlt, dab dies nicht 


der Fall ist ($5). Also kann [, die Identitiét nicht enthalten. 


Nehmen wir nun an, in [, sei die Identitit enthalten. Es sei ff) =—1. 
Dann wire 


rp rp py = ry. 
Also miiBie nach § 5 sein 


re rere | 
0 7 


Aus Satz VIII von $7 folgt aber, daB Q,—1 sein muB. [Ff und F 
sind nimlich vertauschbar. Nehme ich nun an, es sei nicht Q, = 1. Nun 
ist aber FY) = yf y51(FM)-*, also ist TY)T eine Transformierte von 


rT und es ist . 
rpm — (Op) 
0 @ T, 
Kamen also in Q, von Null verschiedene Drehwinkel vor, so miiBten die- 
selben Drehwinkeln gleich sein, die bei [ auftreten, also irrational sein. 


In R,, miiBte ebenso oft der Drehwinkel 0 vorkommen, als in Q, ein 
von Null verschiedener auftritt. Ist 


rp = (4 0 _ 
‘ i oF 








322 L. Breserpacn. 





so sind A,, und R,, vertauschbar. Somit sind alle Voraussetzungen des 
Satzes VIII erfiillt. Es giibe eine Operation in der Gruppe 


(3 4 1) 

c= 

0 B, T, 

derart, daB siimtliche Drehwinkel von «,, irrational wiiren (und von Null 
verschieden). AuBerdem kimen noch in f,, das eine Potenz von Q, ist, 
von Null verschiedene irrationale Drehwinkel vor. Also enthielte « eine 
gréBere Zahl irrationaler Drehwinkel als die Operation A, aus der [, auf- 
gebaut ist. Wir hatten aber oben fiir A die Operation der Gruppe gewihlt, 
bei der die Maximalzahl der irrationalen Drehwinkel auftritt. Unsere 


Annahme, Q, sei von der Identitiit verschieden, fiihrt somit auf einen 
Widerspruch. Also ist Q,=—1. Nun ist aber 


PTY = rol ye". 
Dann miiBte aber wieder nach Satz VI (§ 5) y, von der folgenden Form sein: 
F,, 0 0 
( 0 G&G, rn): 
Wir hatten aber gerade y, so gewiihlt, daB dies nicht der Fall war. Also 
fiihrt unsere Annahme, [, enthielte die Identitaét, zu einem Widerspruch. 
Somit kann [, die Identitét nicht enthalten. 

Auf analoge Weise kiénnen wir nun im Allgemeinen nicht schlieSen, 
daB fT, (n>3) die Identitit nicht enthalten kann. Wir miissen dann 
eine etwas andere SchluBbweise anwenden. 

Ich will zuniichst annehmen, [, (k >6) fiihre auf die Identitit, d. h. 
alle Terme von einem gewissen an, oder da es auf die Anfangsterme 
nicht ankommt, alle Terme von [, seien gleich der Identitit. Es mége 
weiter nicht schon ein [, (i<k) auf die Identitit fiihren. Um aus- 
zudriicken, daB [, auf die Identitat fihrt, will ich schreiben [,=1. Ich 
behaupte, in diesem Falle fithrt T,_, 071, auf infinitesimale Operationen. 

Es war niimlich 

1=f,=.40074,5". 
Hieraus folgt, daB alle Elemente von f,_, von der folgenden Form sind: 


: (i 0 ° ) 
Ae a 


und aus Satz VIII (§ 7) durch eine SchluBweise, die der vorhin bei [, an- 
gewandten analog ist, Q@, = 1. Ehbenso folgt, dab [,_, von der eben an- 
gegebenen Form ist (wo Q, nicht der Identitit gleich zu sein braucht). 
Nun ist aber 
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Po = Oh 


und 


Pie = Fs OZ. 


Also sind f,_,f, und f,_,f, Transformierte von [,, also auch vonein- 
ander. Es ist niimlich 


ag Cais 2s (i T) Ps. 


Nun fihrt aber ersichtlich [,_,>1, auf im orthogonalen Teile infini- 
tesimale Operationen, weil dies bei [,_, und f,_, der Fall ist. [,_,T, 
ist aber von der Form: Ps . ): 
° S 8:2 

Deshalb ergibt die Anwendung von Satz IX (§ 7), wenn wir gewisse 
Anfangsglieder unserer Folge in endlicher Anzahl weglassen, daB auch 
[,-9F, von der oben fiir [,_,f, angegebenen Form ist. Denn zuniichst 
ist offenbar mit Riicksicht auf die eben fiir [,_, angegebene Form [,_,f, 
a ) - Enthielte nun Q, von Null verschiedene 
0 @ 7%, 
Drehwinkel, so miiBten dies solche, die bei [, auftreten, sein mit Riick- 
sicht auf *. Demnach miibte [,_,[ 71, gewisse Punkte des Raumes 
%,4,—=°**=2,=0 in Punkte des Raumes z,—2,=---=—2,,=0 tiber- 
fihren. Das ist aber nach Satz IX unméglich. Also muB Q, von [,_, 
der Identitét gleich sein. Mit Riicksicht auf die Definition von [,_, 


a oe 
wiirde also folgen, dab [,_, von der Form ist: ( ) Wenn 
9 O TF, 
k>6, kann man hierauf denselben SchluB anwenden und beweisen, dab 
auch hier Q@, = 1. Fassen wir zusammen, was damit bewiesen ist: Es ist 
gezeigt, daB [,_,°,, ,_91,, Uy_g, ,_ 3, also auch [,_,0 71, alle von der 
P,, 9 O 
Porm ( ey .) sind. 
. ££ 
Hieraus folgt aber, daB die Translationskomponenten von [,_,f, und 
[,_.F, wegen * miteinander iibereinstimmen. Also enthiilt die Folge 


ho Tt =o 


yon der Form ( 


nur reine Drehungen. Sie fiihrt also auf infinitesimale Operationen, sowie 
wir zeigen kénnen, daB nicht [,_,=[,_,. Nun ist aber 
Pui =a 


Wiire also [,_, =[,_,, so wiirde hieraus folgen [,_,=1. Wir hatten 
aber angenommen, daf kein;=i (i <<’). Also kann nicht sein [,_,=T,_9. 
Also fiihrt [,_, Cr+, auf infinitesimale Operationen. 
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Nun bleiben uns noch die beiden Fille f,=1 und f,=—1 zu er- 
ledigen. Ich betrachte zunichst den Fall [,=1. Dann bilde ich 


ry =1,F,0,-f?- tyr. 


Ich behaupte, 1,'T,0,T>'0 >! ist infinitesimal, wenn nicht T, und [, ver- 
tauschbar sind. 
T, und f, sind von der Form 


ee a} 
0 oO 7,/’ 


(c° a 2) 


T, ist von der Form 


Also ist 
Py, 0 O 
r/T,f, = ( ) 
re qe 
und 
ve O O 
i= ( 0 Q, 7)» 


weil die beiden durch Transformation mit [, auseinander hervorgehen 
also sowohl gleiches Q, wie gleiches 7, besitzen. Also ist 


Py, 0 ) 


rT.F id Fis - ( 0 1, 0 


eine reine Drehung und also jedenfalls infinitesimal, wenn es nicht der 
Identitaét gleich ist. Wire aber 

i55=F8,, 
so wirde wegen 

POF, =F F605" 


[, die Folge [,f, in sich transformieren; es wire 
PF TS* = O16 G05* = 66, 


da, wegen [, = 1, fF, und [, vertauschbar sind. Demnach wiren aber [, 
und [, vertauschbar, wie behauptet wurde. Wenn aber [, und [,, sowie 
f, und f, vertauschbar sind, dann ist, wie ich jetzt zeigen will, [,, das 
ja nie der Identitaét gleich sein kann, bereits infinitesimal. Um das zu 
beweisen, transformiere ich zuniichst die ganze Gruppe, also auch [,,T,,T,, 
sodaB [, die Normalform erhilt. Dann ist, wenn ich nur die letzten 
h Zeilen schreibe, in welchen allein Translationen vorkommen, und die 
Folgen der so gekiirzten Substitutionen mit [,’, [,’, [,’ bezeichne: 
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1---0 0 0O| 
T,’ = A,|A,|-+-|A,]]0---1 0 O}, 
0---0O 1A 
oe 
cr,’ = : ? 
“a B, 
1---0 @G,| 
[= : |. 
0---1 G, 





Nun soll f,’ mit [,’ vertauschbar sein; die A,; enthalten lediglich irrationale 
Drehwinkel, weil [,, eine Transformierte von [, ist. Daraus folgt 


B, = B,=--- = B, =0 
(Satz VI, § 5). 


Nun soll weiter [,’ die Folge [,’ in die Folge [,’[,’ transformieren. 
r,'T,’ ist aber eine Translation mit den Komponenten 


C,, Cy, ++» Cy,, Carat + By, 415 “+5 O,+ B,, 
wihrend die Translationskomponenten von [,’ 
C,; C,, ~~ oe C,,, Csy41) ‘silk, C, 


sind. Wenn ich aber [,’T,’(f,’)-* bilde und die Drehwinkel von A, mit 
#, bezeichne, so werden die Translationskomponenten hiervon 


C, cos #, 2a — C, sin #, 22, ---, C,,_, sin #,22+C, cos #, 2a; C,,,,,--+, C,. 
Sollen diese Komponenten denjenigen von [,’ gleich sein, so folgt 
Ca Qa... = =O, 


Hiernach ist also [, eine Drehung und infinitesimal, da es nicht der 
Identitaét gleich sein kann. Damit ist der Fall [,— 1 erledigt. 
Wir kommen nun zum Fall [, = 1. 


Sei also 
ToanS 
Es ist 
r,=0,0,fs'T;, 
ry = 0,6, yy’, 
ry =0,0,fotfet. 
Ich bilde shiiaiaite coe 


ee ee 


Diese Folge ist infinitesimal: Zunichst kann nicht [,’=1 sein. Denn 
dann wiire 
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57,7, =0,0,F,. 


Nun ist 

ri, =—,6,. 
Also wiire 

PF, =f, Ff, 
und deshalb 


f= 1. 


Dieser Fall ist aber schon erledigt. Wir diirfen deshalb [,’+-1 annehmen. 
Nun ist [,'T,f, eine Transformierte von [,[, vermége [,. Es ist aber 
r,0,f, und £,f, sowie [, von der Form 


4 0 0 
01 2: 
Denn es ist [,f, eine Transformierte von [, vermége [,. Nun ist [, als 


P,, 9 O ; 
. Also ist auch [,f 
0 Q 7, oie 


von dieser Form. Dies ist aber eine Transformierte von [, durch [,. 
Deshalb ist nach Satz IX (§ 7), da [, im orthogonalen Teil infinitesimal 


P,, 9 O 
ist, [,f, von der Form YY 1 7, 


PP, 9 O 
0 Q, T, 
durch [,. Da aber f, im orthogonalen Teile infinitesimal ist, so ist, 


P,, 9 0 
wieder nach Satz IX, f[, von der Form ( > , | Hiernach ist aber 
h 


nach der Definition von [,’ die Folge [,’,f, und die Folge [,f, von der 


mit [, vertauschbar von der Form ( 


) und deshalb ist [, (Satz VI, § 5) 


von der Form ( ). [,f, ist aber eine Transformierte von [, 


—_— oe © 
Form ( - : r): Da auch [, von dieser Form ist, und da [,’T,f, 


durch Transformation vermige [, aus [,f, hervorgeht, stimmen die Trans- 
lationskomponenten von [,'f,f, und [,f, tiberein. Deshalb ist 


OO ie Piel Fd 
infinitesimal, weil wir eben gesehen haben, dab [’, + 1 ist. 
Damit ist nun auch gezeigt, dab im Falle [, = 1 die Gruppe infini- 
tesimale Operationen enthilt, wenn sie nicht zerlegbar ist. Wir haben 
somit den Satz bewiesen, daf eine Bewegungsgruppe mit Fundamental- 


bereich, welche Operationen mit irrationalem Drehwinkel enthiilt, notwendig 
zerlegbar ist. 
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g 9. 
Gruppen orthogonaler Substitutionen. 


Das nichste Ziel unserer weiteren Betrachtung ist, den Satz zu beweisen, 
daB unendliche Gruppen mit unendlichem Fundamentalbereich immer zer- 
legbar sind und umgekehrt. Um dahin zu gelangen, soll hier zuniichst 
ein Hilfssatz bewiesen werden. Wir wollen nimlich die Bewegungsgruppen 
betrachten, die lediglich orthogonale Substitutionen, d. h. Bewegungen mit 
festbleibendem Punkt enthalten. Gibt es einen Punkt, den alle Operationen 
der Gruppe zugleich festlassen, so laéBt sich die Gruppe als homogene 
Gruppe orthogonaler Substitutionen schreiben. Ist sie endlich, so besitzt 
sie einen Fundamentalbereich. Ist sie aber unendlich, so enthilt sie, wie 
leicht zu sehen, infinitesimale Operationen. Das folgt ohne weiteres daraus, 
daB es dann, da alle Koeffizienten zwischen — 1 und + 1 liegen, zwei 
beliebig wenig voneinander verschiedene Operationen der Gruppe geben 
mu8. Durch deren Zusammensetzung gelangt man dann zu infinitesimalen 
Operationen. Nun ist der weitere Satz der: 

XI. Jede endliche Bewegungsgruppe kann als homogene Gruppe ge- 
schrieben werden, d. h. sie kann durch eine passende lineare Substitution 
auf diese Form transformiert werden. 

Man kann ohne weiteres noch eine + 1-te Zeile zu den Operationen 
unserer Gruppe hinzufiigen, sodaB diese so geschrieben werden kann: 


af) «++ af, AM 

=. : 

at)... lt AM) (h=1,2,---, H), 
-0--- O 1 


wo H die Ordnung der Gruppe bedeutet. Nun kann aber nach einem 
Satz von Maschke*) unsere Gruppe durch eine Operation von der Form 


* ry auf die Form 


0 
afi} --- a, 0 
ait, --- al, 0 
Geese GD 


transformiert werden. Dann gibt es also jetzt Punkte: namlich 2, =- - 
--=g,=0, die in sich iibergehen durch alle Operationen der Gruppe. 
Deshalb miissen auch alle Operationen der Gruppe, von der wir ausgingen, 


*) Maschke, Math. Ann. 52, 8. 363. 
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gewisse Punkte einzeln in sich iiberfiihren. Dann kann aber die Gruppe 
homogen geschrieben werden. Damit ist Satz XI bewiesen. 

Nun kommen wir zum Satz XIL 

XII. Eine unendliche Gruppe G aus orthogonalen Substitutionen enthdlt 
infinitesimale Operationen. 

Den Fall, daB die Gruppe homogen ist, haben wir vorhin (S. 327) 
bereits erledigt. Um den Satz fiir eine nicht homogene zu beweisen, 
schicke ich zuniichst den folgenden Hilfssatz voraus. Sei 


A+@,--+ &, 0 
a-| : 3 | 
ny o> I+a,, 0 


eine orthogonale Substitution und 


1+B,,°°- B, , B, 
n-( : i | (Bi = b) 
Bas ads 1+8,, B, 
eine Bewegung. Seien dann die Komponenten des Translationsbestandteiles 
von C= BAB"'A-' 
C,, Cy, ace C,; 


so gibt es eine Zahl 4<1 30, dap >! C2 <b, sobald alle \a,,| <1, und 
1 


eine Zahl » so, daB der orthogonale Teil von C imal so nahe an der Iden- 
titdit ist als der orthogonale Teil von A, sobald alle |\B,,| <n, d. h. dag 
das grifte \y,,| von C kleiner als das i-fache des gripten |«,,\ ist. 

Es wird nimlich 


> oO -> (> Oe, > AB.) 


Seien alle |a,,| < ¢, wo ich iiber ¢ hernach noch passend verfiige, so wird 


f/ ® n \3 
Dar<ee( Daw), 
“3 1 
Ist m die Zahl der Terme dieses Quadrates, so wird also a C2 < nme*b. 
= . 1 ° 
Wihle ich «< Vand’ so ist > & <b. 
Ganz ahnlich ist der Beweis der zweiten Hilfte des Hilfssatzes, den 
ich hier tibergehe. 


Mit Hilfe des Hilfssatzes soll nun Satz XII bewiesen werden. Da die 
Gruppe unendlich ist, so kann ich jedenfalls eine Operation A in ihr 
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wihlen, deren simtliche Koeffizienten im orthogonalen Teile um weniger 
als die eben angegebene GréBe 4 von denjenigen der identischen Sub- 
stitution abweichen (S. 327). Ich betrachte die Gesamtheit [ der Opera- 
tionen dieser Art. Nun sind verschiedene Fille méglich: 


I. Alle Operationen der Gruppe fihren die Punkte, die A festliBt, 
in sich tiber. Dann sind alle Operationen der Gruppe von der Form 


¢ , O 4 

0 @ 7, 

Soll nun die Gruppe unendlich sein, so mu8 entweder die aus den k ersten 
Zeilen gebildete Gruppe unendlich und die aus den h letzten Zeilen ge- 
bildete endlich sein, oder die erste endlich und die zweite unendlich, oder 
beide unendlich. Im ersten Falle kénnen wir sofort auf die Existenz 
infinitesimaler Operationen schlieBen, im zweiten und dritten Falle, wenn 
wir unseren Satz fiir Gruppen von weniger als » Variabelen als bewiesen 
ansehen. Fiir binire Gruppen kann er aber durch Wiederhoiung unserer 
Betrachtungen sofort bewiesen werden, und wenn schlieBlich nur noch in 
der letzten Zeile Translationsbestandteile vorkommen, so kann sofort auf 
die Existenz von Translationen bezw. Schraubungen geschlossen werden. 
Das widerspricht aber unseren Voraussetzungen. 

Il. Es gibt Operationen in [, die die bei A festbleibenden Punkte 
nicht in sich transformieren. 

1. Es gibt zu jedem gegebenen B mit der Quadratsumme > B? = 1 
eine Operation mit kleinerer Quadratsumme. Dann gibt es aber eine Folge 
von Operationen, sodaB die Quadratsumme der Translationsbestandteile 
derselben gegen einen bestimmten Wert konvergiert. Dann muf es aber 
Operationenpaare in der Gruppe geben, deren simtliche Koeffizienten um 
beliebig wenig voneinander abweichen. Dann gibt es aber infinitesimale 
Operationen in der Gruppe. 

2. Es gibt unter allen Operationen von I, die die bei A festbleibenden 


Punkte nicht in sich transformieren, eine, B, fir die 5B? den kleinst- 
méglichen Wert 6 hat. Nach unserem Hilfssatz gibt es aber dann eine 


Operation C®, fiir die $C? <b ist. Dies kann aber dann nur Null sein. 
Ist nun a) C“) = 1, so folgt nach VI (§ 5) gegen unsere Annahme, dab B 
die bei A festbleibenden Punkte in sich transformiert. Es ist also b) C“ +1 
und 4 mal so nahe an der Identitit wie A. Wir verfahren nun mit C® 
gerade so wie oben bei A und kommen entweder auf I zuriick oder auf 
Il, oder aber zu einer Operation C®, die nun J? mal so nahe an der 
Identitait ist wie A. So fortfahrend kommen wir schlieBlich auf infini- 
tesimale Operationen. 


ro 
te 


Mathematische Annalen. LXX. 
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Aus Satz XII folgt nun sofort: 

XII. Eine unendliche Bewegungsgruppe mit Fundamentalbereich, die 
keine Operationen mit irrationalem Drehwinkel enthiilt, enthilt notwendig 
Transiationen. 

‘Da niimlich alle Drehwinkel rational sind und die Gruppe nicht aus 
Drehungen allein bestehen kann, so kénnen durch Potenzieren geeignet 
gewiahlter Operationen reine Translationen gewonnen werden. 

Dieser Satz XIII bildet die Grundlage fiir alle weiteren Unter- 
suchungen dieser und der nachfolgenden zweiten Abhandlung. 





§ 10. 


Trennung der Gruppen mit unendlichem von denjenigen mit 
endlichem Fundamentalbereich. 


Durch Satz X (§ 8) ist bewiesen, dab jede Gruppe, die Operationen 
mit irrationalem Drehwinkel enthalt, zerlegbar ist. Durch Satz XI, XII 
und XIII (§ 9) ist bewiesen, daB jede von infinitesimalen Operationen freie 
Bewegungsgruppe, die aus orthogonalen Substitutionen allein besteht, end- 
lich und homogen ist, daB also jede unendliche Bewegungsgruppe, die 
keine Operationen mit irrationalen Drehbwinkeln enthalt, Translationen unter 
ihren Operationen hat. 


Die in einer Bewegungsgruppe vorkommenden Translationen bilden 
eine ausgezeichnete Untergruppe derselben. Wenn alle Translationen nun 
den Raum 2, = --- = x, = 0 in sich transformieren, so folgt ohne weiteres, 
daB die Gruppe, die von den orthogonalen Bestandteilen unserer Gruppe 
allein gebildet wird, gleichfalls diesen Raum in sich transformieren mufB. 
Alle Operationen der Gruppe sind also von der Form 


A © Ff, 
os B, 7) 
Es gilt aber der folgende Satz, wonach auch die 7, Null sind: 

XIV. Liegen alle Translationen einer Bewegungsgruppe des n-dimen- 
sionalen Raumes in einem in diesem enthaltenen linearen Raum R, (k <n), 
so ist die Gruppe zerlegbar. 

Kommen Operationen mit irrationalen Drehwinkeln in der Gruppe 
vor, so kann auf Grund von Satz X (§ 8) der Beweis des Satzes auf den 
Beweis des analogen Satzes fiir Gruppen von weniger als nm Variabelen, 
die aus lauter Operationen mit nur rationalen Drehwinkeln aufgebaut 


sind, zuriickgefiihrt werden. Wir kénnen uns deshalb von vornherein auf 
Gruppen der letztgenannten Beschaffenheit beschrinken. 
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Ist die Gruppe der & ersten Zeilen endlich, so folgt XIV aus X 
Wir diirfen also annehmen, daB sie unendlich ist. 

Um den Satz dann zu beweisen, unterscheide ich mehrere Fille. Ich 
betrachte die Gesamtheit der Operationen, die in ihren h letzten Zeilen der 
Identitaét gleich sind. Diese bilden eine Gruppe [. Sie enthilt also keine 
Translationen. Ist sie unendlich, so wiirde sie nach Satz XII infinitesimale 
Operationen enthalten. Also enthielte auch die Gruppe, von der wir aus- 
gingen, infinitesimale Operationen. Demnach mu die Gruppe [ endlich sein. 
Durch eine passende Transformation der ganzen Gruppe kann deshalb nach 
Satz XI erreicht werden, daB die bei ihr auftretenden Translationsbestand- 
teile alle Null sind. Die Gruppe [ ist aber eine ausgezeichnete Untergruppe 
unserer Gesamtgruppe. Je nach ihrer Beschaffenheit unterscheiden wir 
mehrere Fille. Entweder ist der einzige Punkt, den die Gruppe [ in ihren 
k ersten Zeilen festlaBt, der Nullpunkt. Dann miissen auch alle anderen 
Operationen der Gruppe diesen Punkt festlassen. Dann ist aber unser 
Satz XIV bewiesen. Oder es gibt noch weitere Punkte, die bei [ fest- 
bleiben. Dann ist unser Satz auf den analogen Satz bei weniger als 
n Dimensionen zuriickgefiihrt, wofern nicht [ aus der Identitat allein be- 
steht (Satz VI, § 5). Es sind namlich in dem eben betrachteten Fall alle 
Operationen der Gruppe von der Form 


(Reig: % in Rt 
| Oo. 9 1.) 
yr @ 0 A, f, 
Die letzten « + h Zeilen bilden eine Gruppe. Wenn wir nachweisen, daB 
aus der Unméglichkeit, diese letztere Gruppe so zu schreiben, daB alle 
T,, verschwinden, die Existenz infinitesimaler Operationen in dieser folgt, 
so enthalt auch ersichtlich unsere Gesamtgruppe infinitesimale Operationen. 
Wir kénnen deshalb auf die von den letzten h+ yu Zeilen gebildete 
Gruppe dieselbe SchluBweise anwenden, wie eben auf die Gruppe von 
n Variabelen. Dies geht so lange, bis wir eben auf eine Gruppe kommen, 
die dann, wenn ein Element derselben in den letzten h Zeilen der Identitit 
gleich ist, auch in allen anderen Zeilen der Identitét gleich ist. Dieser 
letzte Fall muB nun noch betrachtet werden. 

Ist dann A® ein Element erster Art der Gruppe, das in seinen letzten 
h Zeilen der Identitat gleich ist, und A® ein beliebiges Element der Gruppe, 
so wird 

A® — A®A® AM-14M=1, wo A® — AM AD AM-1,40)-1 

in den letzten h Zeilen der Identitét gleich sein. Deshalb mu8 in dem 
von uns betrachteten Falle tiberhaupt A“ — 1 sein fiir jedes Element A® 
der Gruppe. Daraus wollen wir nun eine Folgerung ziehen. Sei 


99* 
22 
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4, 9 0 0O 
w-( ae a 0), 
Oo © |, &, 
wo A,_, auber dem Punkt z,,---,2,_,—0 keine weiteren Punkte fest- 
148t. Dann mu’ A® wegen A® = 1 nach Satz VI (§ 5) von der Form sein 
B., 9 0 O 
x A®=—={ 0 CC, O r) . 
. @ BR 

Nun ist aber A® A eine Transformierte von A“. Also miissen die Dreh- 
winkel, die in C, vorkommen, Drehwinkel sein, die auch bei A® vor- 
kommen. Wahlen wir nun A® so, daB seine Koeffizienten im ortho- 
gonalen Teile der oberen & Zeilen um weniger als die im Satz IX (§ 7) 
angegebene Zahl von denjenigen der identischen. Substitution abweichen, 
so muB nach diesem Satz C,—1 sein, und also 7,/=0, weil sonst 
wegen der Rationalitaét der Drehwinkel Translationen vorkimen, die nicht 
im Raume 2, = 2, =---=2,=0 ligen. Dann muB aber A von der 
in * fiir A® angegebenen Form sein. Wir sehen also, es gibt eine Zahl A, 
sodaB alle Operationen der Gruppe, die sich im orthogonalen Teile ihrer 
ersten k Zeilen um weniger als 4 von den entsprechenden Koeffizienten 
der identischen Matrix unterscheiden, von der angegebenen Form sein 
miissen. Betrachten wir nun alle Operationen der Gruppe, die diese Form 
besitzen. Diese bilden eine Untergruppe ®. Betrachten wir die von den 
letzten h+- Zeilen gebildete Gruppe ®’. Kommen in dieser infinitesimale 
Operationen vor, so enthilt auch die Gruppe, von deren Betrachtung wir 
ausgingen, infinitesimale Operationen. Nun kénnen wir auf ’ die gleiche 
SchluBweise anwenden. Das fiihrt zu dem Resultat, daB siimtliche Ope- 
rationen der Gruppe, deren Koeffizienten sich im orthogonalen Teil der 
oberen k Zeilen um weniger als 4 von denjenigen der identischen Sub- 
stitution unterscheiden, die folgende Form haben: 


A, 0 0 

* R, =): 
Wir kénnen nun eine zweite GréBe 4’°< 1 so klein angeben, daB alle 
Operationen der Gruppe, die durch Transformation aus einer Operation 
der Gruppe hervorgehen, deren simtliche Koeffizienten sich im ortho- 
gonalen Teil um weniger als 2’ von den entsprechenden Koeffizienten der 
identischen Substitution unterscheiden, selbst der Menge der zu 4 ge- 
hérigen Substitutionen angehdren, d. h. daB sich ihre simtlichen Koef- 


fizienten um weniger als 2 von den entsprechenden Koeffizienten der 
identischen Matrix unterscheiden. Man bemerkt sofort, daB eine derartige 
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GréBe 2’ existiert und nur von » und 4 abhiingt. Ich betrachte nun die Sub- 
stitutionen, die von den & ersten Zeilen der zu 4’ gehérigen Menge ge- 
bildet werden. Wenn diese alle nur den Punkt 2,—2,=—---=2,=0 
festlassen, so miissen alle Operationen der Gruppe die oben fiir die Sub- 
stitutionen der zu 4 gehérigen Menge angegebene Form haben. Dann ist 
also Satz XIV bewiesen. Lassen sie aber alle zugleich noch weitere 
Punkte fest, so ist nach einer oft angewandten SchluBweise wegen Satz VI 
(§ 5) der Beweis unseres Satzes auf den Beweis des analogen Satzes fiir 
Gruppen von weniger als » Variabelen zuriickgefiihrt. Denn wenn etwa 
die Mannigfaltigkeit 7, —---=—2,_,—0 Punkt fir Punkt festbliebe, so 
haben wir nur die von den h + v letzten Zeilen gebildete Gruppe zu be- 
trachten. LaBt sich nun in dieser eine Kette ausfindig machen, die auf 
infinitesimale Operationen fiihrt, so enthilt auch die Gruppe, von der wir 
ausgingen, infinitesimale Operationen, weil die h ersten Zeilen keine Trans- 
lationskomponente aufweisen, und die saimtlichen Koeffizienten des ortho- 
gonalen Teiles doch zwischen — 1 und + 1 liegen, sodaB alle Operationen 
in der Kette vorkommen miissen, die sich in den ersten h Zeilen um be- 
liebig wenig unterscheiden. Daraus folgt aber die Existenz infinitesimaler 
Operationen. 

Wir kénnen dann auf die Gruppe von weniger als m Variabelen die 
gleiche SchluBweise anwenden, bis entweder die k ersten Zeilen erschépft 
sind, oder bis oben eine endliche Gruppe erscheint, die wir aber nach 
Satz XI (§ 8) in eine homogene transformieren kénnen. Damit ist Satz XIV 
bewiesen. 

Aus Satz XIV soll nun eine wichtige Folgerung gezogen werden. 
Es besteht niimlich der Satz: 

XV. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap eine 
Gruppe, die von infinitesimalen Operationen frei ist, einen endlichen Funda- 
mentalbereich besitzt, ist die, daB sie nicht zerlegbar ist. Nach Sate XIV 
enthilt also eine Gruppe mit endlichem Fundamentalbereich immer eine 
Translationsgruppe, deren Operationen nicht alle einen linearen Raum von 
weniger als n Dimensionen in sich transformieren. 

Ich will zuniichst zeigen, daB der Fundamentalbereich einer zerlegbaren 
Gruppe sich notwendig durchs Unendliche ziehen muB. Die Projektion eines 
Punktes unseres Raumes auf den linearen Raum 2,,,—2%,,9=°:'=27,=0 
hat namlich fir alle Operationen der Gruppe einen unverinderlichen Ab- 


stand vom Koordinatenursprung (die Linge dieser Projektion ist niamlich 
x 


>! 2). Da aber nach § 6 im Fundamentalbereich zu jedem Raumpunkt 
1 


ein fquivalenter liegen muB, so enthalt der Fundamentalbereich Punkte, 
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deren Projektion auf den genannten Raum einen beliebig groBben Abstand 
vom Koordinatenursprung hat. Dann muB sich aber der Fundamental- 
bereich durchs Unendliche erstrecken. Darnach ist also die oben ange- 
gebene Bedingung notwendig. Sie ist aber auch hinreichend. Denn 
besitzt eine Gruppe einen endlichen Fundamentalbereich, so kann sie 
erstens keine irrationalen Drehwinkel enthalten; denn dann ist sie zerleg- 
bar (Satz X, § 8). Sie kann zweitens nicht aus orthogonalen Substitutionen 
allein bestehen, denn dann ist sie endlich und homogen, und hat somit 
einen unendlichen Fundamentalbereich (Satz XI, § 9). Sie kann drittens 
keine Translationsuntergruppe mit weniger als m linear unabhingigen 
Translationen enthalten. Denn dann ist sie zerlegbar (Satz XIV). Sie 
muB also eine Translationsuntergruppe mit » linear unabhiingigen Trans- 
lationen enthalten. Eine solche besitzt aber einen endlichen Fundamental- 
bereich. Man erkennt dies sofort, wenn man sich m linear unabhingige 
Translationsrichtungen als Koordinatenachsen eingefiihrt denkt. Denn 
dann liegt zu jedem Raumpunkt ein ‘quivalenter in einem Parallelepipedon, 
dessen Kantenliingen gleich den kiirzesten Translationen in Richtung dieser 
Koordinatenachsen sind. Damit ist aber Satz XV bewiesen. 


§ 11. 


AbschlieBende Betrachtungen iiber die Gruppen mit einem 
unendlichen Fundamentalbereich. 


Das Ergebnis unserer seitherigen Betrachtungen kann dahin zusam- 
mengefaBt werden, daB die unendlichen Gruppen mit einem unendlichen 
Fundamentalbereich notwendig zerlegbar sind, und daB die zerlegbaren 
Gruppen, wenn sie von infinitesimalen Operationen frei sind, einen unend- 
lichen Fundamentalbereich besitzen. Auf den Charakter dieser Zerlegbar- 
keit wollen wir noch etwas niiher eingehen. Betrachten wir zunichst die 
Gruppen, die nur Operationen mit rationalen Drehwinkeln enthalten. Wir 
haben gesehen, daB dieselben immer eine Translationsuntergruppe mit i 
linear unabhingigen Translationen enthalten, und daB sie dann auf die Form 


e 0 ") 
0 A, 7, 
gebracht werden kénnen. 


Die Gruppen, die auch Operationen mit irrationalen Drehwinkeln ent- 
halten, werden nicht immer eine Translationsuntergruppe besitzen. Wenn 
aber die gréfSte Zabl der irrationalen Drehwinkel, die in einer Operation 


vorkommen, bd ist, dann laBt sich, wie wir gesehen haben, die Gruppe auf 


die folgende Form bringen: 
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(3 0 0 
0 A, n° 
Die von den letzten h Zeilen gebildete Gruppe muB notwendig unendlich 


sein. Denn sonst kénnte sie in eine homogene Gruppe transformiert 
werden. Dann wiire die ganze Gruppe von dieser Form: 


A, 0 0 

te A, o 
Dann enthielte sie aber wegen des Vorkommens irrationaler Drehwinkel 
infinitesimale Operationen. Demnach mu die von den h letzten Zeilen 
gebildete Gruppe unendlich sein. Sie kann aber keine infinitesimalen 
Operationen enthalten, weil wir sonst wieder auf das Vorkommen infini- 
tesimaler Operationen in der Gruppe, von der wir ausgingen, schlieBen 
kénnten. Wir diirfen annehmen, daB sie keine Operationen mit irrationalen 
Drehwinkeln mehr enthalt; sonst kénnten wir Satz X solange anwenden, 
bis dies der Fall ist. Die von den h letzten Zeilen gebildete Gruppe muB 
somit eine Translationsgruppe von, sagen wir, 7 linear unabhingigen Trans- 
lationen enthalten. Dann kann aber die ganze Gruppe auf die folgende 


Form gebracht werden: 
* 0 0 
0 A, fT, 


Soweit wollen wir auf die niihere Form der Zerlegbarkeit eingehen, und 
uns nun dazu wenden, die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
fiir das Vorhandensein eines Fundamentalbereiches aufzustellen .Abgesehen 
von der Form, auf die, wie wir eben gesehen haben, die Gruppe muf 
gebracht werden kénnen, sind es die folgenden: 

1. Die von den i letzten Zeilen gebildete Gruppe ist eine Gruppe 
mit einem endlichen Fundamentalbereich. 

Die zweite Bedingung ergibt sich, wenn man beachtet, dab die beiden 
Gruppen, die bezw. von den m—ié ersten und den é letzten Zeilen gebildet 
werden, isomorph sind. Dann mu 

2. die dem Einheitselement der zweiten Gruppe entsprechende Unter- 
gruppe der ersten eine endliche Gruppe sein. 

DaB die erste Bedingung notwendig ist, haben wir in den vorher- 
gehenden Entwicklungen dieses Paragraphen schon auseinandergesetzt. Und 
daB die zweite Bedingung notwendig ist, ergibt sich, wenn man beachtet, 
da8 die dort genannte Gruppe als Untergruppe einer Gruppe mit Funda- 
mentalbereich selbst einen Fundamentalbereich besitzen muB, und daB 
dies, da sie eine homogene Gruppe ist, nur dann méglich ist, wenn sie 
endlich ist. 
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Wir wenden uns nun dazu, zu zeigen, daB die angegebenen Bedingungen 
hinreichend sind. Wir haben dazu nur zu zeigen, dab bei Erfiilltsein 
dieser Bedingungen keine infinitesimalen Operationen in der Gruppe auf- 
treten kénnen. Das kann folgendermaBen eingesehen werden: Betrachten 
wir einen beliebigen Punkt, so werden zwar unter den Koordinaten 
%,,°*+, 2, der aquivalenten Punkte allein Hiufungen auftreten. Aber nur 
zu einer endlichen Anzahl unter ihnen gehéren die gleichen z,,,,---,x,. 
Andererseits tritt unter den 2,,,,---,2, allein tiberhaupt keine Hiufung 
auf, da ja hier die Gruppe einen endlichen Fundamentalbereich hat. So- 
nach hat die Projektion der Entfernung zweier fquivalenter Punkte auf 
den linearen Raum 2, — 2, =—---=—2,=0 eine von Null verschiedene 
untere Grenze. Es kénnen somit nur Hiufungen auftreten unter Punkten, 
deren z,,,,°-+,%, tibereinstimmt. Das ist aber nicht méglich, da zu ge- 
gebenen 2,,,,---, 2, nur endlich viele z,,---, x, gehdren. Damit sind 
wir am Ziel unserer Betrachtungen angelangt. 


Géttingen, April 1910. 
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The Reduction of the sextic equation to the Valentiner 
Form-Problem. 


By 
Arruur B. Cosue of Baltimore (U. 8. A.).*) 


Introduction. 


Some years ago Professor F. Klein**) sketched with care a method 
for the solution of the sextic equation. A characteristic feature of the 
method is the sharp distinction drawn between the algebraic part and 
the transcendental part of the problem. The latter part Professor Klein 
takes to be the solution of a normal system of equations, viz: — the 
equations of the Valentiner form-problem. In the algebraic part the 
discussion hinges on the determination of a ‘covariant point’, i. e. three 
functions, %,, X,, %, of six variables, 2,, 2,,°-+,%,, whose ratios undergo 
the collineations of the Valentiner group when the z’s are permuted evenly. 
Such a point can be obtained only by means of so called ‘accessory’ 
irrationalities which, as is shown further, need be only of an elementary 
kind, square roots and cube roots. 

Both parts of the problem have been attacked with success by 
Professor Gordan.***) In G1 the three partial differential equations of 
the second order which are satisfied by the solutions of the Valentiner 
problem are calculated explicitly. In G2 a Kleinian form is defined to 
be an algebraic form in the three sets of variables, 7,, 7,, 23; Uy, Mg) Us} 
2: %,°**,%, Which is unaltered if the contragredient variables « and w 
be transformed by a substitution of the Valentiner group and if simultane- 
ously the variables z be transformed by the corresponding permutation. 


*) Part of the content of this article has been suggested by an investigation 
of a Cremona form-problem in S,. This work is being done under the auspices of 
the Carnegie Institution of Washington. 

**) Math. Ann. 61 (1905), p. 50. 

***) Math. Ann. 61 (1905), p. 453 and 68 (1910), p. 1. These papers are cited 
respectively as G1 and G2. 
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The existence of a Kleinian form of degree one in z and u (i. e. a Kleinian 
connex (1, 1)) and of degree six in z is then proved. Viewing the form 
as a collineation one of its three fixed points is chosen to be the required 
covariant point. The point is determined by means of an accessory cubic 
equation. 

In this paper I first obtain by relatively simple considerations a 
Kleinian connex (1,1) which is only of degree four in z (§ 1). A general 
survey of the totality of Kleinian forms is then acquired by expressing 
them as rational covariants of a Kleinian connex (2,2) which is distinguished 
from the general connex by the vanishing of a set of rational covariants. 
Conjugate covariant points occur in sets of 3n. If m is 1, the set can 
always be determined by means of a pencil of Kleinian connexes (1, 1) (§ 2). 
I then show that the simplest (i. e. of lowest degree in z) pencil of con- 
nexes is that which contains the identical connex, (uz), and the connex 
first derived (§ 3). Finally the accessory cubic equation which separates 
the three covariant points gotten from this pencil is calculated and an 
outline is made of the further calculations which are necessary in order 
to exhibit explicit formulae in the algebraic part of the problem (§ 4). 


§ 1. 
Derivation of a Kleinian connex (1, 1). 


We consider the effect of the substitutions of the Valentiner G, 5, 
or G¢.s¢q upon not only the points but also the lines of the plane. The 
group as given in G1 is in the canonical form of Moore*) and Loewy**) 
i.e. it has the Hermitian form 2,7, + 7,%, + 2,%, as an absolute invariant. 
The substitutions on the line coordinates are obtained by requiring the 
absolute invariance of x,u, + %,U, + %,u,;. Hence they are the conjugates 
of the corresponding substitutions on the point coordinates.***) 

A convenient set of generating substitutions of G,_,,. is found in G1 
and repeated here. 





2, > 23» 23, oa le Pah *s »; 
> isy,—isy, = ¥ =—-% =—% =% =—% =P% eee 


: 1 1 
= i¥At+5%t5¥% ——th = ¥ =—%2 —¥s =—Ys =P'Y2 =—Ys» 


° 1 1 « 
Lye=—UY, + s¥ets¥s ——-Y¥s =—¥s = Ys =" =—% =7Ys =—Ys, 
i=/V—1, j =— +35 ? 4r = —y3 + iV5, 4s = —Y¥3 ce iV. 


*) E. H. Moore, Math. Ann. 50, p. 213 
**) Loewy, C. R. 123, p. 168. 
***) Maschke, Math. Ann. 51, p. 268 
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The substitutions other than 2, generate the G, 5.. with determinants 
+1, the whole set generates the G, 4, with determinants +1. 
A first set of six conics permuted by G, 59 is 


a, = (x2) = 2, + jay? + jay’, 
Hy = (x2)? = 2,* + jx, + jx,’, 
ts = (x2)? = °(x,?+2,?+2,") + V3r( Wy Xx + LyX, +X, Ly), 
Hy = (x0)? = 7°(2,2+2,'+2,") + V3 r( Uys — Ly%,—2X, Ly), 
X= (%, 2)? = °(a,?+2,° +25") + V3 1(— 2% +25%,—2, 7), 
Hq = (x%62)* = 1° (a,°+247+275") + V3 r(—a%5— 215, +2,2). 
Each has the determinant +1. The line equation of each is the conjugate 


of the point equation written in variables wu. 
The generating substitutions permute the conics as follows: 


= (4, 3, 1, 2, 6, 5), 2; = (7*1, j2, 3, 5, 6, 4), 
2, = (1, 2, 4, 3, 6, 5), 2,=( 2, 1, 3, 4, 6, 5), 
2, = (1, 2, 5, 6, 3, 4), 2 =(jl, J2, 93, 74, 5, j6), 
2;, = (1, 2, 6, 5, 4, 3), 2=( 1, 2, 3, 4, 5, 6), 


where (I, m, », p,q, 7) denotes the permutation (; 2345 8). 


lLmunpaqr 
A second set of six conics*) permuted by Gy 55. is 


a= (az) = : V3ES{( xt Hs) +5 (% +4) +5? (Hs + )} 
= 4r*x,? + x? + 2,7 + 2iV3 LgXy, 

b = (bz) = 5 V3S((P my +5 %) +5 (tH) +H +%)) 
= 2, + 4r°a,? + 2,2 + 21V3 2,2, 

c= (cx)? = = V3S{ (Gj % +H? %y) +5 (Hy +X) +I? (H%q + %)} 


= 2,2 + 2.2 + 4r°x,? + 21V3 2,25, 


d = (dz) => V3S{ (mq +m) +P + %) +5 (%+%)) 


= 4r°4,? + 2° + 2,7 — 2iV32,25, 


€ = (ex)? = 5 VBS( (jm +45 %) +H +s) +5 +%)) 


= 2,2 + 4r°2,? + 2,2 — 21V3 2,2, 
f = (fa)? = | VBS (jm +5?) + PCH +H) +5 (He +%s))} 
= 2,2 + 2,2 + 4r%x,? — 21 VBx,2,. 
*) Wiman, Math. Ann. 47 (1895). 
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Each has the determinant 16r*. The line equation of each is the con- 
jugate multiplied by 4r* of the point equation. 
The generating substitutions permute these conics as follows: 


x= (jd, ¢, f, Pa, b, €), =; =( 6b, 6 4a, e, f, a), 
=.= ( a,¢,f, 4d, b, ¢), =, = ( a, ¢ b, d, f, e), 
2,,=( 4,6, f, 4,4 ¢), =; = (ja, jb, je, jd, je, jf), 
2,.=(446 a,5,f), 2=(a, b o d, «6 f). 


Let the roots of the sextic, z,, 2,,---,%, be associated in this order 
with the conics %,, x,,---,%,. Then to a collineation Z there corresponds 
a permutation TT of the roots. 2 also permutes the conics a, b,-- -, f. 
Moreover there exists a set of six functions*) of the third degree in the 
differences of the roots, namely 


A = 25 13 46+ 51 42 36 + 14 35 26 + 43 21 56 + 32 54 16, 
B = 12 53 46 + 23 14 56 + 34 25 16+ 45 31 26 +51 42 36, 
C = 53 41 26 + 34 25 16 + 42 13 56 + 21 54364153246, ik—z,—z,, 
D = 31 45 26 + 24 53 16 + 25 41 36 + 15 32 46 + 43 21 56, 
E = 31 24 56 + 12 53 46 + 25 41 36 + 54 32 16 + 43 15 26, 
F = 42 35 16 + 23 14 56 + 31 52 46 + 15 43 26 + 54 21 36 
with this property: Given a collineation X and the corresponding permu- 
tation TI, then X permutes the conics a,---, f exactly as Tl permutes the 


functions A,---, F. The six functions satisfy the relations 2A =—0 
and 2A® = 0. 


The conics x are transformed into themselves to within factors j 
and j*. If & transforms (x,,z)* into j’(x,x)*, it transforms (x,,x/,u)* into 
7°’ (x,%,,4)' and therefore transforms the product (x,,2)*-(x,,%,,u)* into 
(x,)* - (%,,)*. Hence the six products (x«)*-(xx'u)*® are permuted by 
the =’s without extraneous factors and a first Kleinian connex (2, 2) is 


r -»> 4, + (%,x)* - (x, %,"u)*. 


Similarly there arises from the second set of conics a second Kleinian 
connex (2, 2), 


f 
r’ -> A - (ax)? - (aa’u)’. 


(1899) and 134 (1902), and are ascribed by him to Joubert, C. R. 1867, pp. 1025 
and 1080. 
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Each of these connexes is very special and has a comparatively limited 
system of covariants. One better suited to my purpose is obtained by 
operating with f on [’. This third Kleinian connex (2, 2) is 


6 tf 
A+ (41/0)? (x2)? (aa'u)? 


6 
The result of operating with (wz) on T is (uz) S43 on [”’ is zero; and 
1 


on [” is a Kleinian connex (1,1) which is neither zero nor the identical 
connex. 


It is symbolically 


6 f 
> D> 14: (em'a)* (400°) (42) (aan). 


The triangle of reference separates x, and x, from the other conics. It 
is convenient to introduce a numerical factor and these linear combinations 
Of 25, 245 25» 2: 
Oy = 2, + 24 + % + %, 
O, = 4, + % — 8 — %, 
O, = 25 — 2, + 4 — %, 
6, = 23 — 4, — 2, + &. 
Then the explicit form of the Kleinian connex (1,1), which is of the 
fourth degree in the differences of the 2's, is 
R = (ra) (ue) = (72) (ue’) 
1 gf 
=50y51{ 21% [V5(A+D) %+%—5 %) + (A—D)o, 
1 1 
—(2,—%)(B+E—C—F)—~ 6,(B—F) — + 0,(C—F)| 


+ 2,u,[ 0, {—< V5(A+ D)—ir(B+ E) + is(C+£)} 
—iV3(A—D) (¢,—4) 
+ V3re,(B—E)+V3s0,(C—F)+(4—D)(2,+4,— + 4) | 
+ au; | 0,{—V5(A+D) + is(B+E) — ir(C+F)} 
+i V3 (A—D) (4,—2,) 
+ V3s0,(B—E)+V3r0,(C—F)+(A—D)(2,+4— +9) | 
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The terms not given are obtained by applying the cyclic permutation, 
(2, Hy Xp) (Uy Uy ty) (A BC) (D E F) (6, 6, 6). 
Another expression for the same form is 
2°.15°R = 2,72, 2, {— 8 (x, u, + Lyuy + 7,4, + 2, U, + 2,4, + 2,u;)} 
+ 4,7 2525 { — 87 (xytty + yu, + 1, Uy) — 87? (ay tty + 2, Uy + %y%)} 
+ 242252, (82, 0,—4(1 +V5)ar4—4 (1 —V/5) 75 thy —8 (jg toy + j?2rgtty) } 
$862 852,{— 82,6, +4 (25 thy +25 Uy + Wy ty +25 thy) + 
+ 2(1—iV15) (#5, —a,u,)+2(1+éV15)(a, uy—2, 44) } 
+ 4,32,4,(2(1—V5) au, — 4arytty + 2(1+V5) arg ug 
+(3—3 Y5+iV3—iV15)2,u, 
+(3—3V5—iV3+iV15)a,u, 
+4(ja,u, +j*x,u;)—(8+3V5+iV3+iV15) au, 
—(34+3/5-—iV3—iy15)a,u, } 


Here the terms given belong to sets of 4, 8, 12, 12 and 24 terms respectively, 
conjugate under the subgroup G,, defined by the reference triangle. 


§ 2. 
Kleinian forms as rational covariants of [. 
The general ternary connex (2, 2), 
H = (ay)* (va)* = (by)* (vB)? =---, 
has a series of covariants, H,, H,—H, H,, H,,---, which are, in sym- 
bolic form, 
(vy)*, (ay)*(wa)*, (ay)*(ba)*(vB)*, (ay)*(ba)*(eB)* (wr), - - +5 
and a series of invariants, J,, I,, J,,---, which are 
(aa)*, (ap)? (ba)*, (aB)*(by)*(ca)’, -- -. 
The series of invariants, J,, where 
(aa)? (ap) (ay) --- 
7 Oa)? (0B) (by)? 
(ca)? (cB)* (ey) --- 


' 


and » is the order of the determinant, can all be expressed in terms 
of £, Ia, 4°: 
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By means of the identity *) 
1 1 1 1 1 1 
got — Fj N+ GAA Ff bAt+ Gh - fp bA+ =, 


or the more general one derived from it, 


1 


1 
i As — 5 Haste +++ + His = 9, 


the covariants H;(j > 5) can be expressed linearly in terms of H,, - - -, H;. 
By means of the linear invariants gotten from these identities, the in- 
variants J,(k >6) can be expressed in terms of J,,---, J,. 

Following Professor Hilbert’s method for obtaining irrational covariants, 
we ask for conics (vu)* such that (au)* (va)? = A(vu)*. Then J satisfies 
the so called characteristic equation of the connex, the determinant of the 
connex, (ay)*(va)® — A(vy)*; which is 


W. J, J, d. J. J. J, 
o(4) = 4° i! a + 21 us 31* rv ae B14 6! 0, 
or 


W,(4) + a (A—A,) (4 — Ay) Spe (A— 4g). 


We find therefore six conics, (vu,)*, - - -, (vu,)*, with the property required. 
By virtue of the self-dual nature of the connex, there are also six conics, 
(m,y)*, -- +, (m,y)*, such that (ay) (m,a)* =i,(m,y)*. The two sets of 
conics satisfy the apolarity relations, (m,u,)* = 0 if i+k. 

The product, (m,y)’(vu,)*, is gotten by bordering the characteristic 
determinant of the connex with variables x and w and putting 4 = j,. 
The expansion of the bordered determinant is**) 


(WT gh BF) Hot (MA FP) Hit HOT AB 
When 4 = 4, this becomes 

W, F 
(1) (m,y)?- (om)? = 3° (i=1,2,---,6). 


Here H‘ is to be replaced by H;. 

The equations (1), linear in H),---,H,, have the determinant 
TI(4,—4,). If the roots of W,(4) are distinct, the products (m,y)*(vu,)? 
are linearly independent and H, can be expressed in terms of them. To 
introduce a convenient factor of proportionality, let 


2 2 
2 (my) ou)? 
( ) M; (m,u;)* 
*) Coble, American Math. Soc. Trans. 4 (1903), p. 74. 
**) Coble, American Journal 27, p. 29; cited hereafter as C1. 
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Then 





H-(y)? =->M,, 
H = (ay) (va) = 54,M,.*) 


We have thus a canonical form of H which is of the same type as 
the Kleinian form [ of § 1. A peculiarity of [, however, is that the 
associated conics, (,2)* and (x,x,)*, are the same. (m,y)* and (vp,)* 


(3) and 


are the same conic if (m,u,) (m,y) (vu,) = = (mm u,) (vy). If this condition 


is satisfied by the six pairs of conics, it is satisfied by H,, H,, ---, H, 
also, i. e. 


(aa) (ay) (ve) = = I, - (vy), 


(4) (a) (ba)? (ay) (vp) =, - (vy), 


(az) (ba)? (eB)? (dy)* (€8)? (ay) (ve) = 5 Jy - (vy). 


If conversely H satisfies the relations (4), so also do the products Y,, 
and H can be put into the canonical form (3) by means of a single set 
of six conics ‘in involution’. 

Such a set of six point conics can be transformed by a collineation**) 
either into the six conics (x,2)* or into their conjugates. Thus there 
are at most two types of six conics in involution which are distinct under 
projective point transformation. The two types are exemplified in the two 
sets of conics of § 1. Since these two sets can be interchanged by a 
correlation***) we conclude that 

If a connex (2, 2) satisfies the conditions (4), it can be transformed by 
either a collineation or a correlation into the form {, the coefficients z, in 
. being the roots of the characteristic equation of the connex. 

Let H be given subject to the conditions (4). One can obtain from 
the products (x,x)*-(x,x/u)* by rational processes the reference coordi- 
nates %,:%,:%, and u,:u,:u,. For example, from the fifteen connexes 
(1, 1), (%,%,%,)* + (%,%,j%,’) (%,%) (x,x,0) and (ux), the products zu, can be 
calculated. The corresponding products M, of H, detined in (1) and (2), 
are rational covariants of H and the irrational invariants 4,. They determine 
also by corresponding rational processes an irrational covariant triangle 
of H. Hence to an algebraic form Q in z, u, and zg there corresponds 


*) C1, p. 37—8. 
**) G2, Chapter IV, § 1—8. 
***) Coble, American Journal 28, p. 352—5; cited hereafter as C2. 
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an irrational covariant O of H. If Q is a Kleinian form, O must be 
unaltered when the irrational invariants 1, are permuted evenly. O must 
therefore be a rational covariant of H after the adjunction of the irrational 
invariant Y11(4,—A,)*. This requires in turn that Q be a rational 
covariant of [ and TI(z,—z,). Hence: 

After the adjunction of the square root of the discriminant of the cha- 
racteristic equation of the connex [, which is projectively defined by the 
relations (4), every Kleinian form is a rational covariant of [. 

For example, the Kleinian forms which are free of x and wu are 
rational in the coefficients of the characteristic equation of [ and in YD. 
Again the Kleinian forms which are free of u and ¢ are obtained from 
the half-symmetric combinations of [x,2)*]* which in turn are gotten from 
the products (x,7)* - (x,x,u)* by forming the rational covariants, 

; nA, ~ 
(x, - (x¢,0)? + (are x,"%," 2). 

The difference between the order and class of a rational covariant 
of [ is 3n. A covariant point of [ must be one of a conjugate set of 
3n points whose product, (up,) (up,)---(wp,,), is a rational covariant 
of f. The separation of these points requires the solutions of an irre- 
ducible accessory equation, A(v)=0, of degree 3n in v. Since a co- 
variant point can be obtained by means of one cube root and one square 
root (G2), we need consider only the case »=1 and inquire wether 
A(v) =0 can be a cyclic cubic equation. The question takes another 
form by the use of this theorem. 

Every set of three conjugate covariant points of T can be obtained as 
the singular points of a pencil of rational covariant connexes (1, 1) of T. 

For if by any process a covariant point, (wp,), has been obtained, 
the dual process determines a covariant line (1,7). The product (up,) (l,x) 
is quadratic in the irrationality »,, a root of the eubic A,=—0. Hence 
the three products (wp,) (lv) are contained in a quadratic system of 
rational connexes (1, 1). Such a system is the inverse form of a pencil 
of rational connexes (1, 1), whose singular points are p, and whose 
singular lines are /;. The determinant of the pencil is A(v). If A(v)=0 
is cyclic, two members of the pencil can be rationally isolated such that 
the determinant of their pencil, A’(w), has no terms in uw and u*. We 
shall say that this pair of connexes are ‘in involution’. Therefore: 

If an accessory cube root only is sufficient to determine a covariant 
point, the form T has a pair of rational covariants connexes (1, 1) which 
are in involution, and conversely. 

Whether [ has such a pair of covariants is for the present an open 
question. The outline in § 4 of the practical application of the covariant 
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point shows that the difficulty in setting forth explicit formulae depends 
mainly on the degree of the covariant point in the roots z. In the next 
paragraph the covariant connexes (1, 1) of [ of lowest degree (0 and 4) 
in z are derived. 


§ 3. 
Kleinian connexes (1, 1). 
Let f = aiui = biui =--- satisfy the relations (4), § 2; and let R 


be a Kleinian connex (1, 1), whence FR is a rational covariant of [ and 
can be expressed as a sum of products of the types a,,a,,u, and u,. With 
the congruence sign, =, the modulus u, will be understood. The rela- 
tions (4) furnish the reducents, a,, a,b2, ayb2c}, asbicid*, ---. 

Let us examine the possible symbolic products of the required type 
up to the fifth degree. 

If RK is of degree one, then k = due to the reducent a,. 

If R is of degree two, it contains either factors of the type a, 
and therefore the reducent by, or factors of the type a,u, and Lali es 
either the reducent b, or a ,B. Hence R = 

If R is of degree Gites, it is reetag ers except when it has 
factors of the type a,u,a,b,b,c,c,. If however the symbolic identity, 
A, Cbq\@q, bs, Cy, U,| = 0, be expanded and terms containing the erwentt 
dropped, we hove 


(a,b,¢,u, + ¢,4,b,u, + b,c,4,u,) a,¢,b, = 0. 


yY ~ @ 
Since these terms are equivalent each is reducible and we have the new 
reducent, b,b,¢,¢,4,. 

If R is of degree four and has the factors a,u,, it must contain a 
reducent already found. Hence up to the fifth degree a,u, is also a 
reducent. An examination of the cases where Ff contains the factors a,u, 
leads to seven forms which do not contain the reducents found thus for. 
They are 

TL a,u,a,c,¢,d,d,b; Vi au ,ayd,d,c,cgb,b 


y pray @- a? y @? 


IT a,u,a; d,d,b, be 


y @ 


VI a, a5¢,¢5b,b,d,d,, 
HII a,u,a,b,bses¢,d,d,, VII a,u,asc,¢,b,bsd,d,. 
IV 4,305 ¢,¢,b,b5d;, 
From the identities 
Usb, Cyd, |G,, b;, ¢,, dy| =9, a,U,4,,C5b,|4,, b,, ¢,, dy| = 9, 
byd,dyGgc,,|44, b 49 Cyr Uz| = 0, U A505), |q, ba, Cy, 4,| = 9, 
b,, C5) d,| = 0, 


@? 


u 34d, cb ,\@ 


a) 
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together with the reducents obtained, we find that 
I+12+ 1+ VI-— Vil=0, 


V— VI =0, 
I+ U1+UI+V +2vl=0, 
V— vViél=0, 


I+Hi+UI-—V + VI =0. 
Hence IV, V, VI, VII and I+ IJ + III are reducible. We retain for 
the present J and JJ. 
Let (u, i,j, k,---,#) denote the continued polar of the line u as to 
the series of conics (x,2)*, (x,a)*, («,«)*,---. Then the forms J and JJ are 


6 
I -> 2,2,2% (u, k, j, %, k, j, , x) ’ 


i,j,“n=1 


6 
ai -> 2,002 (u, i, j, k, i,j, k, x). 


i,jn=1 
If i=j, j=k, or i=k, the parenthesis becomes u,; whence 
I= (> 4+ 2 >) as, - 2 S's72;) u,+ > Hest (u, k, j, i, k, Jj, ty #) - 
ij i+J ijk 
The term in 4,2,2,° is 
‘ 1 Sat 2 
£, Bg %5" {- T%t7Z V 39 (ag thy + 5 tty + Ly Uy + 2, Uy + 2 Uy + w,;) } 


If therefore the expression 


, 1 
( > ai+2 > a°2,+2 > sjsp— > #,2,#%) u, 


be subtracted from J, the result is a numerical multiple of the connex R 
of $1. Since JJ arises from J by interchanging x and uw and changing 
the sign of i= Y—1, a process which leaves R unaltered, then JJ is 
also reducible to R. Finally, then 

All Kleinian connexes (1, 1) of the fourth or lower degree in the roots 
z can be expressed by means of u, and the connex R of § 1. 


§ 4. 
Determination of the Valentiner parameters and the roots 
of the sextic. 


The isolation of a particular fixed point of R requires the solution 
of its characteristic equation, 


(1) —~#+I1e—Jo+K=0, 
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and this is calculated first. The coefficients of R are functions of the 
differences of the roots z, of maximum degree two in a particular root and 


of weight four. Thus the weights of J, J, K are to low to involve YD. 
Denote the given sextic by 


(2) S=a,z°+6a,, 2° + 15a,2° + 20a,2° + 15a,2* + 6a,2 + a, = 0, 
and let S,, be a seminvariant of the sextic of degree i and weight k. 
Then J, J, K are respectively S,,, S,,, S,,2. They can be expressed 
by means of the complete system of seminvariants. A list of those 
needed for the purpose is 

So = 4%, 

S, 2 = Aya, — a,*, 

Sp = Ga, — 44,4, + 3a,’, 


6 = : (4,4, — 6a, a, + 15a,a,— 10a") , 


(3) 


a aos = 2 - 3 

S36 = lglg d, + 24,0,4, — aa, a,’a, — a,’, 
=n = = 9 _ = 2 9) 2 
Ss 5 = (a,4,—a,*)a, — 3(a,a,—a,a,)a, + 2a,a, —a,a,a,—3a,*?a, + 2a,a,’, 


S, 10 = 2(a,a,—4a, 4, +3a,*) (a4,a,—9a,a,+8a,*) + 3(a,a,—3a,a,+2a,0,)', P 


ay “*#e as 
Sais = 
a; oe a, 
By means of a calculation which may be suppressed here, I find 
I=0, 


1 oy 
(4) J= 2 (- 8,053.5 + 48, ,S. 2], 
1 a > y ro y y 
K= > (— So So + 6 SF Sat +4 Sio S, Ss —21 Sip Ss 6 Ss 
oa 128, .S- Ss. ae 282 S, 10 |. 


Since in the special case a,—a,=—a,—VD=O it is easily verified 
that the discriminant of (1) is not a perfect square, the solution of the 


accessory cubic equation involves a cube root and a square root. If 6, 
is a root of (1), then 


(5) (6? +S) (wax) + 6, (rx) (we) + (72) (1@) (wo’) = (Lz) - (uP) 
is the product of a covariant point and a covariant line. 


The invariants of G, 5.) and the parameters v and w of the Valen- 
tiner problem as given in G1 are 











oO me es" 


As", 


ls) 2 


1- 
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f= (fz), p=(px)*, = (Hx); 
«P=, =H)", B= (WH); 
iV “afk 
v= 4%, w= 60h, 4 — Tr (BV8—iV5). 
For the particular covariant point P, the values of v and w are 
GPE _ . @PMMiLny 
(PP * [EPP LAy’ 
sor” _ 6,8 HP) ( LAY | 
ePyy (ePyiny 
The expressions in v and w are the apolarity invariants of (5) taken 
6, 12, and 30 times and the forms f-/, g-/*, and w-/® respectively. 
This device is used in G2 to avoid the separation of P and L. The 
apolarity invariants can be calculated in advance in terms of a), ---, ds, 


VD and 6,. The Valentiner parameters are therefore the rationally known 
quantities 


= 


(7) 


w= 6¢, 


8 
(8) v=4m, w= 6c, 
24,45 


Here YD is reckoned to be an irrational S,,,, 6, an irrational S,,. The 
solution of the Valentiner problem determines the coordinates of the 
covariant point P. 

A direct determination of the roots z¢ can now be made by means 


6 
of a system of linear equations. Let 6t, = > [x,2)}". This ¢, is a 
1 


covariant of G, 5.) and can be expressed by means of f,, ¥ (G1, p.518—9). 
The system of linear equations is 
Sr Sr 3r 
/ 4 +4 3 —*+.. . +4" ~* 8, (r= 1,2,---,5), 
(9) i" i’ i’ 
4 + %, +--+ % = — 64,. 

In these equations « is understood to*be the covariant point P. The 
equations depend only on the ratios z,:2,:2,. The left hand members 
of all but the last are functions of the differences of the roots. By 
multiplying in numerator and denominator with f’, the coordinates P 
can be substituted by the device used earlier and the quantities S. can 
be obtained in advance rationally in terms of a,---,a@,, VD and 6,. 
The result may be indicated thuss 


$r 3r 3r 

x, —t, x —t, te —t, Sopa aor gt 

: L——— + F +:---+4 _ = u > 

(10) 2 ae ae Shas 


4 + % +-+-+%, = — 64a,. 
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The determinant of the system is sas TV (xh, — x2). TT is the square of the 


product of the 45 axes of involutory collineations in G5.) and the deter- 
minant is therefore a rational function of v and w. 

In order to bring the algebraic part of the problem to a point 
where only substitutions in explicitly known expressions are necessary, 
the eight seminvariants indicated in (8) and (10) must be calculated. 
Though evidently very long this calculation can be simplified somewhat 
by the use of invariant relations which connect the forms /, 9, ¥, f, 9, ¥. 
For example the relation (ff)*(fx)*(uf)® = 4(uzx)® is useful in the cal- 
culation of S,,,, (C2, p. 352). 


Baltimore, June 10, 1910. 














O. Torrrirrz. Theorie der [-Formen. 351 


Zur Theorie der quadratischen und bilinearen Formen von 
unendlichvielen Veranderlichen. 


I. Teil: Theorie der Z-Formen.*) 
Von 


Orro Toxrpuirz in Gottingen. 


Die vorliegende Arbeit enthiilt die Theorie einer speziellen Klasse von 
quadratischen und bilinearen Formen unendlichvieler Verinderlicher, nim- 
lich derjenigen Formen, deren Koeffizientenschema den Typus 


9 G4 & G& & 
C1 % G4 G& & 
cj. ¢. & & © 
Cs Ce C15 G G 


% Cy Cp Cg €.1 % 








- J 
hat, und die ich Z-Formen nennen will, wegen ihrer engen Beziehung zu 
der Laurentschen Reihe 


+9 


> ef 


*) Die vorliegende Arbeit (mit Ausnahme von §§ 3—5) bildete bis auf gering- 
fiigige Abinderungen einen Teil meiner Habilitationsschrift, die Pfingsten 1907 der 
philos. Fakultit der Universitit Géttingen vorgelegen hat, und deren Resultate vorher 
in der math. Gesellschaft zu Géttingen im Februar 1907 von mir vorgetragen und in 
den Nachr. der Kgl. Ges. der Wiss. zu Gittingen, math.-phys. Kl. 1907, S. 110—116 
(,,Zur Transformation der Scharen bilinearer Formen von unendlichvielen Veriinder- 
lichen“) abgedruckt worden waren. 

Die vorliegende Arbeit setzt nicht die Kenntnis der neueren Arbeiten iiber die 
Theorie der unendlichvielen Verinderlichen (Hilberts Noten und die daran anschlieBen- 
den Arbeiten) voraus, sondern sie benutzt lediglich die §§ 1—4, 6,7 der Arbeit von 
E. Hellinger und O. Toeplitz, Grundlagen fiir eine Theorie der unendlichen Matrizen, 
.Math. Ann. 69, die hier zur Abkiirzung als ,,Grundlagen“ zitiert werden soll, und in 
der alles aus der Theorie der unendlichvielen Verinderlichen Nétige unabhingig und 
in elementarer Form entwickelt ist. — Die §§ 4 und 5 dagegen setzen keine beson- 
deren Vorkenntnisse voraus und kénnen fiir sich allein gelesen werden. 
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Es sind drei Umstiinde, die mich ermutigen, eine solche spezielle Theorie 
hier ausfiihrlich zu entwickeln und damit die Ausfiihrung des allgemeinen 
Programms zu eréffnen, das — in Ankniipfung an Hilberts Theorie der 
orthogonalen Transformation der quadratischen Formen von unendlichvielen 
Veriinderlichen — in einer voraufgehenden Arbeit*) aufgestellt worden ist. 

Einmal erscheinen diese L-Formen, die ich urspriinglich als erste und 
besonders einfache Beispiele fiir die eben genannte, von Hilbert entworfene 
Theorie der quadratischen Formen mit Streckenspektrum gebildet hatte, 
geeignet, die Elemente dieser allgemeinen Theorie abzugeben, d. h. Normal- 
formen, auf die eine Neugestaltung der Hilbertschen Theorie jede quadra- 
tische Form voraussichtlich wird reduzieren kénnen. Und auch fiir die 
Theorie der unsymmetrischen Bilinearformen von unendlichvielen Verinder- 
lichen, d. h. fiir die Ubertragung der sogenannten Elementarteilertheorie 
auf unendlichviele Verinderliche, diirften sie in ihnlichem Sinne als Normal- 
formen in Betracht kommen. 

Andererseits vermitteln die L-Formen, vermége ihres engen Zusammen- 
hanges mit den Laurentschen Reihen und deren Verhalten auf dem Ein- 
heitskreise, eine neue Beziehung zwischen der Theorie der unendlichvielen 
Verinderlichen und der Theorie der Funktionen komplexen Arguments, 
der konformen Abbildung, der Fourierschen Reihen etc. — eine Beziehung, 
die man als eine direkte Anwendung der unendlichvielen Veranderlichen 
auf die Analysis bezeichnen kann, im Vergleich mit der mittelbaren Be- 
ziehung, die, um nur ein Beispiel zu nennen, Hilbert von den Randwert- 
aufgaben der mathematischen Physik aus iiber die Integralgleichungen hin- 
weg zu den unendlichvielen Verinderlichen gefiihrt hat. Die Behandlung 
der Aufgabe, die reziproke**) und die inverse***) Funktion zu einer in 
Laurentscher Entwicklung gegebenen Funktion selbst nach Laurent zu 
entwickeln, die Angabe notwendiger und hinreichender Kriterien, um aus 
den Koeffizienten einer Fourierschen Reihe zu erkennen, ob die darge- 
stellte Funktion nirgends negativ ist, endlich die Erweiterung dieser 
Kriterien zu einem ,,7rdgheitsgesetz der Fourierschen Reihen“ sollen einige 
erste Proben von dem Nutzen dieser neuen Beziehung geben, denen dem- 
niichst eine Reihe weiterer, ausgedehnterer folgen soll. 

Dritiens endlich scheint es mir zweckmiBiger, diese spezielle Theorie 
der L-Formen mit einfachen Hilfsmitteln, gewissermaBen als ein einfaches, 
konkretes Beispiel zu entwickeln, als statt ihrer eine Theorie von még- 
lichster Allgemeinheit zu geben, wie es unter Benutzung der neuesten 
Hilfsmittel der Algebra méglich gewesen wire. Im Grunde haben nim- 


*) Vgl. Grundlagen § 8. 
**) Vgl. die letzte Anmerkung zu § 1. 
**) Vgl. § 7, Satz 12, Anmerkung. 
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lich die Z-Formen nur den Charakter typischer Beispiele fiir eine neue 
Beziehung zwischen der modernen Gruppen- und Elementarteilertheorie einer- 
seits und der Theorie der Reihenentwicklungen allgemeiner Natur andererseits. 
Gelangt man doch gerade zu den L-Formen, wenn man nach den Regeln 
der Theorie der hyperkomplexen Gréfen das GréBensystem der Laurent- 
reihen durch Bilinearformen von abziblbar-unendlichvielen Verinderlichen 
darstellt, oder wenn man nach dem Muster von Frobenius die Gruppen- 
matrix derjenigen unendlichen, diskontinuierlichen Gruppe von Permu- 
tationen abzahlbar-unendlichvieler Elemente aufstellt, die aus den positiven 
und negativen Potenzen der Permutation 

aa ae 

ie oe at ee Oe 
besteht. In dieser Bemerkung ist tatsiichlich ein allgemeines Prinzip ent- 
halten, um jeder Art von Reihenentwicklungen unter Beobachtung ihrer 
»Maultiplikationstabelle* eine besondere Klasse von Matrizen oder Bilinear- 
formen in derselben Weise zuzuordnen, wie hier den Lanrentschen und 
trigonometrischen Reihen die L-Formen. 

Es entspricht dem wechselseitigen Charakter solcher Beziehungen, 
daB man von ihnen eine doppelte Darstellung geben kann: man kann die 
bekannten Tatsachen der Funktionentheorie, insbesondere der Laurentschen 
Entwicklungen, die moderne Theorie der Fourierschen Reihen und der 
konformen Abbildung benutzen, um die algebraische Theorie der Z-Formen 
mit ihrer Hilfe abzuleiten; man kann umgekehrt vom algebraischen Stand- 
punkte aus eine Theorie der Z-Formen entwickeln und aus ihr dann nach- 
her die eben erwihnten und auch neue funktionentheoretische Sitze ableiten. 
Beides soll im folgenden geschehen, und zwar in zwei voneinander vollig 
independenten und auch unabhiingig voneinander verstindlichen Kapiteln, 
deren erstes (analytische Theorie der Z-Formen) den zuerst erwihnten 
Standpunkt festhalt, und deren zweites (arithmetische Theorie der Z-Formen) 
demniichst zusammen mit dem SchluB des ersten Kapitels in einer Fort- 
setzung dieser Arbeit folgen soll. 

Nachdem in den §§ 1—4 dieses ersten Kapitels der Zusammenhang 
zwischen dem Spektrum der Z-Formen und dem Wertvorrat der zuge- 
hérigen analytischen Funktionen lings des Einheitskreises ($$ 1, 2) und 
der zugehdrigen Fourierreihen ($ 3), endlich die Analogie mit den Eigen- 
schaften der als Zyklanten bekannten Determinanten (§ 4) statuiert ist, 
wird die Theorie der L-Formen nach zwei Richtungen weiter verfolgt: im 
§ 3 (Ende) und § 5 wird eine Ubertragung des Trdgheitsgesetzes der quadra- 
tischen Formen auf Z-Formen begonnen und seine Bedeutung fiir die Theorie 
der Fourierschen Reihen betrachtet; in §§ 6—8 wird das Hauptachsen- 
problem der quadratischen Formen, das den Gegenstand der oben erwaihnten 
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allgemeinen Theorie von Hilbert bildet, und seine entsprechende Verall- 
gemeinerung fiir unsymmetrische Formen, das Elementarteilerproblem oder, 
wie es hier heiBen soll, das ,,Ahnlichkeitsproblem“, speziell fir [-Formen, 
mittels expliziter Formeln direkt behandelt, unabhingig von den allgemeinen 
Hilbertschen Entwicklungen. 


Erstes Kapitel. 
Analytische Theorie der L-Formen. 


§ 1. 
Regulire L-Formen und regulire Laurentreihen. 


Unter einer Z-Form verstehe ich eine solche Bilinearform von un- 
+0 +0 


endlichvielen Veriinderlichen > > Cog%pYy, bei der ¢,, = Cy, 044 ist 


p=-e2 g=-@ 
fiir h = —co bis + oo und deshalb gleich ¢,_, gesetzt werden darf, also eine 
Bilinearform, deren Koeffizienten-Matrix, eine ,,Z-Matrix“, folgendes Aus- 
sehen*) hat: 


*) Im Gegensatz zu der Schreibweise der ,,Grundlagen“ werden hier die Ver- 
finderlichen nach beiden Richtungen unbegrenzt fortgesetzt; es ist dies eine un- 
wesentliche Modifikation, und alle Betrachtungen gelten ohne weiteres auch in dieser 
Schreibweise. Geht diese doch aus der bisher iiblichen einfach dadurch hervor, dab 
man den Verinderlichen z,, #,,--- die andere Anordnung 


* By, @, [z,]. Us, %s5,* °° 


erteilt und sie in dieser Reihenfolge von —o bis + co numeriert. 
Aus dieser Bemerkung ergibt sich unmittelbar, wann man eine Bilinearform der 
n 
neuen Schreibweise beschriinkt zu nennen hat. Denn der n‘* Abschnitt a Cy XpY, 
P,q=1 


der alten Schreibart geht bei der geschilderten Umnumerierung iiber in a Cyg@pYy? 
pPg=- 7 
n 


wo bei ungeradem n P= a= —— : , bei geradem » dagegen B= a-+1— > ist. 


Es wird aber offenbar gleichgiiltig sein, ob man nur diese Abschnitte der allseitig 

ausgedehnten Matrix in Betracht zieht, wenn man die Beschriinktheit einer Bilinear- 

form der neuen Schreibweise genau nach dem Muster von § 2 der ,,Grundlagen“ defi- 

niert, oder die allgemeineren Abschnitte, die man erhilt, wenn man « und § keiner 

gegenseitigen Beschriinkung unterwirft. 

+ 

Definition. Die Bilinearform |S’ ¢, 
»@=-e@ 


Xp Yq heibt beschrinkt, wenn im Sinne 
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a 
Man kann neben dieser Z-Form die Laurentreihe > 8 betrachten; auf 
diese Weise gehért, rein formal, zu jeder Z-Form eine Laurentreihe und 
zu jeder Laurentreihe eine Z-Form. Ist speziell diese Laurentreihe fiir 
e<|ze|<o, wo 0<e<l<e ist, 

d.h. auf dem Einheitskreise und in einem ihn iiberdeckenden konzentrischen 
Kreisringe konvergent, so soll sie und auch die zugehorige L-Form ,reguldar 
heiBen. 

Satz 1. Eine regulire L-Form ist stets beschrénkt. 

Der Beweis beruht darauf, daB man die Z-Form, wie es ihre Struktur 
nahelegt, diagonalenweise rummiert. GemaB der Schwarzschen Ungleichung 
ist namlich fir alle z, y, fiir die >" |z, . a y,|**) konvergieren, und 
fiir irgend eine ganze Zahl n (») (») 


& 
> Ty Vp+n 


(p) 


absolut konvergent und 
sf ZV Zin" 
(P) (Pp) 


von § 2 der ,,Grundlagen“ die Abschnitte Ss. q%p Yq dem Betrage nach wnter einer 
P,9=—8 
von a und B unabhiingigen Grenze M bleiben. 
Nach Festlegung dieser Definition iibertragen sich die Betrachtungen der ,,Grand- 
lagen“ unmittelbar auf allseitige Matrizen. 

Fiir Z-Formen speziell vereinfacht sich die Betrachtung ihrer Abschnitte noch 
ganz besonders auf Grund ihrer besonderen Struktur: es geniigt hier diejenigen Ab- 
schnitte zu betrachten, die sich vom Mittelelement nach rechts unten erstrecken, also 
diejenigen, bei denen 6 = 0 ist und nur a beliebig. 

+o 


Satz. Die L-Form S Co» %p Yq ist dann und nur dann beschriinkt, wenn die 
P,@=—@ 
Bilinearform alter Schreibweise |S’ ¢,_ py, ¢8 ist. 
ng =1 


*) In der vorliegenden Arbeit soll (p) die Summation von — » bis +- o andeuten. 








356 O. Toxpurrz. 





Ist nun > oe regulir, so konvergiert >, absolut; mithin konver- 


(») (n) 


giert auch die Doppelreihe > ¢ (> Ly Vp sal absolut, kann also beliebig 
(n) (p) 
umgeordnet werden, und es ist die zu dieser Laurentreihe gehérige L-Form 


| D'4-1%h) = |S atAoee|S Dialy/ Sl" 1/ Dnt 

(p,9) (p,”) (m) (p) (p) 
d. h. diese Form ist beschrinkt.*) 

Die Zuordnung zwischen J-Formen und Laurentreihen gewinnt ihr 
Interesse erst auf Grund von 

Satz 2. Der Summe sweier Laurentreihen entspricht die Summe der 
zugehirigen L-Formen; dem Produkt zweier reguliren Laurentreihen ent- 
spricht das Produkt der zugehdrigen L-Formen oder L-Matrizen, im Sinne 
des Kalkiils mit beschriinkten Matrizen.**) 

Was das Produkt betrifft — fiir die Summe ist der Satz unmittelbar 


evident — so ist das Produkt zweier fiir |z|— 1 absolut konvergenten 
Laurentreihen > a,2* und > be? gleich 
(@) (7) 
%, 
D> Gb, 4°+? =x > (>a, ,b;) a” -> Cs , 
(ap) “) @) (r) 


wo ¢, -> a,_ ,b,; andererseits hat das Produkt der zugehérigen L-Matrizen 
(9) 
das Element 


si 
Cog = > Q, 464, = > @,_5.a) 
(@) (2) 


oder, wenn man « durch den Summationsindex 6 = g — « ersetzt, wodurch 
die Summationsgrenzen — co und + oo lediglich miteinander vertauscht 


werden: 
ony = 2 a) _p-3 b3; 
(») 


also ist c,, nur von g—p=vr abhiingig, und zwar gleich dem obigen ¢,, 


*) Sie ist sogar ,,absolut-beschriinkt* (vgl. Grundlagen § 5, 4. Bemerkung). In 
der Voranzeige in den Gdtt. Nachr. von 1907 war durchweg von absoluter Beschrinkt- 
heit die Rede, und es wurde dafiir unter Hinweis auf den Unterschied kurz der Name 
»beschrinkt“ gebraucht. Die weitere Entwicklung der Theorie hat jedoch gezeigt, 
daB es zweckmiBiger ist, iiberall beschrinkte, nicht absolut-beschrinkte Formen zu 
betrachten. 

**) Vgl. Grundlagen § 6. 
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d. h. die Matrix (c¢,,) ist wiederum eine Z-Matrix und entspricht dem 
Produkt der beiden gegebenen Laurentreihen Sa,2*, > b,2. 


Zusatz. Da das Rechnen mit reguliren Laurentreihen (eindeutigen 
analytischen Funktionen auf dem Einheitskreise) eine kommutative Multi- 
plikation hat, folgt, daB die reguliren L-Matrizen eine Klasse vertausch- 
barer Matrizen (AB = BA) bilden. 

Satz 3. Die Einheitsmatriz E = (e,,) ist eine L-Matrix und die au- 
gehirige Laurentreihe stellt die Funktion f(z) =1 dar. 

Im AnschluB hieran sei noch bemerkt: Die zu einer L-Matrix L 
transponierte*) Matrix L’ ist wiederum eine L-Matrix und gehért zur 


Laurentreihe Sc_,2", wenn L zu Sc,2" gehirt. Mit LD ferner soll die 
L-Form bezeichnet werden, deren Koeffizienten die konjugiert-komplexen 
GréBen der Koeffizienten von L sind. 


Sate 4. Eine regulire L-Form (regulére L-Matriz) L hat dann und 
nur dann eine beschriinkte Reziproke, wenn die durch die zugehirige Laurent- 
reihe liings des Einheitskreises dargestellte eindeutige analytische Funktion f(z) 
auf dem Einheitskreise selbst den Wert 0 nirgends annimmt. Und zwar ist 
diese Reziproke stets eine eindeutige, zugleich vordere und hintere Reziproke 
und selbst eine regulire L-Matriz. 

Die eine Hilfte der Behauptung ist unmittelbar einleuchtend: wenn f(z) 
fiir |z| = 1 eindeutig und regulir ist und den Wert 0 nicht annimmt, so besitzt 
L eine eindeutige beschriinkte Reziproke, die selbst eine regulire L-Matrix 


ist. Denn dann ist r(z) = is ebenfalls als eine eindeutige, reguliire Funktion 


lings des Einheitskreises und in seiner beiderseitigen Umgebung definiert 
— wiirden sich niimlich die Nullstellen von f(z) von innen oder auBen 
gegen den Einheitskreis hiiufen, so lige auf diesem eine wesentlich 
singulire Stelle der Funktion f(z) —, und es ist f(2)-r(z)=1. Nach 
Satz 2 und 3 ist also auch das Produkt der zugehérigen -L-Matrizen 
gleich der Einheitsmatrix, in beiderlei Reihenfolge; damit ist das Vor- 
handensein einer beschriinkten, zugleich vorderen und hinteren Reziproke 
erwiesen, die tibrigens eine reguliire [-Matrix ist. Der erste Formalsatz**) 
tiber Reziproke ergibt dann, daB sie die einzige beschriinkte Reziproke 
ist, sowohl vordere als aveh hintere. 

Es eriibrigt, die andere Hilfte der Behauptung darzutun: wenn /(z) 
fiir |¢| = 1 irgendwo den Wert 0 annimmt, so hat die zugehérige L-Matrix 
weder eine vordere, noch eine hintere beschriinkte Reziproke. Es geniigt, 
diese Tatsache fiir den Fall zu erweisen, daB f(1) = 0 ist. Denn sei vor- 


*) Vgl. Grundlagen, SchluB von § 6. 
*) Grundlagen § 7. 
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erst 7 eine Stelle vom Betrage 1, fiir die f(¢) verschwindet, f(y7) = 0, so 


+o 

bezeichne man mit A die Bilinearform > ""2,Y,, deren Koeffizienten- 
matrix also eine Diagonalmatrix mit den DiagonalgréBen 7" ist, mit A-' 
die reziproke Form 


QTL Yn = ZVI a 
dann sind die Matrizen A und A~', wie man aus § 4 der ,,Grundlagen* 
(Definition beschrinkter Formen mit komplexen Koeffizienten) unmittelbar 


entnimmt, beschriinkt. Indem man sich nun, auf § 6 der ,,Grundlagen“ 
gestiitzt, des Kalkiils mit diesen beschrinkten Matrizen bedient, bilde man: 


Ha a La = (> na _? Cy —a€sy!) ~ (C,-» "'-"), 


dann verschwindet die zugehérige Laurentreihe g(z) = Sc, y"2" fiir z = 1, 
wenn Sc,2" fiir z= verschwindet. AuBerdem ist L = AMA-'; hat 
nun J, eine beschriinkte, etwa hintere Reziproke A, ist also LA = E, so 
ist (A~*LA) (A-'AA) = AY LAA = AEA = E, 2. hh. M= “AA ist 
eine beschriinkte hintere Reziproke von .V, und ihnlich folgt umgekebrt 
aus dem Vorhandensein einer beschriinkten hinteren Reziproken M von 
M dasjenige einer solchen A von L; endlich verhilt es sich analog mit 
den vorderen Reziproken, sodaB man sagen kann: ZL hat dann und nur 
dann eine vordere oder hintere beschrinkte Reziproke, wenn M eine 
solche hat. 

Ist nun f(1) = 0, also Sc,2"=— 0 an der Stelle z= 1, und bedeutet 
Uberstreichen den Ubergang zu den konjugiert-imaginiiren GréBen, so 
bilde man die definite Hermitesche I-Form H= LL’ und betrachte die 
zugehérige Laurentreihe 


Sh,s" = (Sc, 2”) (Se_, 2) = pb, #8; 
auch diese verschwindet dann fiir z=1. Ich behaupte jetzt einerseits, daB 
die untere Grenze dieser positiv-definiten Hermiteschen Form H= Sh, 2,7 


“oe © 
Null ist. Betrachtet man nimlich die Form fir folgendes Wertsystem 


ihrer Veranderlichen: 
er Toe : a2 0 
9 1 » X% , 4= »**> = » Mai ™V;° 


yn 0 yn 


dessen konvergente Quadratsumme 1 ist, so erhilt man als ihren Wert 


7% 


=m ~ 1 
a? + (hy +h.) °— +---+(h,_,; + hay) => 
d. h. das sog. arithmetische Mittel der Reihe Sh,, die den Wert der zu 
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H gehérigen L-Matrix fir z=1 darstellt. Ist nun dieser Wert, wie 
vorausgesetzt, 0, so konvergiert bekanntlich auch die Reihe der arithmeti- 
schen Mittel und zwar gegen denselben Wert, d.h. ebenfalls gegen 0, und 
folglich kann man eine Serie von Wertsystemen von der Quadratsumme 1 
angeben, lings deren die Form H sich dem Wert 0 nihert, d. h. H hat 
die untere Grenze, ja sogar das Minimum 0. 

Andererseits behaupte ich*): wenn L eine beschrinkte, etwa hintere 
Reziproke R besitzt, so ist die untere Grenze von H = LL’ griéfer als Null, 
woraus dann endlich Satz 4 folgt. In der Tat ist, wenn LR= E, 


> % “te D4 a%aq%pIy — > (> bye *) (3 reid) ™) 


(p) (24 %@ (@) (p) 


und gemiB der ennai Ungleichung in ihrer sais auf kom- 
plexe GréBen: 


| 2%} SS (Det) (Bi ae%) (Bree) (DPuat)- 

4 « »~ 4 
Speziell fiir y, = z, a solche Wertsysteme, fiir die 2*,t,= 1 ist, 
steht linkerhand 1, rechterhand das Produkt des Wertes von H(z, #) und 
des Wertes von R’R(Z, x). Nun ist mit R auch R’R beschrinkt und 
also fiir die betrachteten Wertsysteme unter einer oberen Grenze 9 ge- 
legen; demnach liegt der Wert von H fiir alle diese Wertsysteme iiber 


: , d. h. die untere Grenze der Form H ist nicht 0, und wenn sie 0 ist, 


kann L keine beschrankte hintere Reziproke haben. — Die Betrachtung von 
L'L \ehrt ebenso, daB L keine vordere beschrinkte Reziproke haben kann. 

Eine reguliire Z-Matrix kann demnach nur dann eine beschrinkte 
Reziproke haben, wenn die zugehérige Funktion f(z) fiir |z| = 1 nicht 
verschwindet, und da sie in diesem Falle eine eindeutige Reziproke hat, 
die eine reguliire L-Matrix ist, so folgt implizit aus dem ganzen Beweis- 
verfahren, daB eine beschrinkte Reziproke einer reguliiren L-Matrix selbst 
eine o segues L-Matrix ist.***)+) 


*) Der ganze Beweisgang ist dem allgemeinen Kriterium fiir das Vorhanden- 
sein einer beschriinkten Reziproken (Die Jacobische Transformation der quadratischen 
Formen von unendlichvielen Veriinderlichen, Nachr. der Kgl. Ges. der Wiss. zu 
Gottingen, math.-phys. Kl. 1907, 8. 101—109) entnommen und nur gem’ den vor- 
liegenden speziellen Verhiltnissen vereinfacht. 

**) Vgl. Grundlagen § 3, Korollar zum 1. Faltungssatz. 
***) Bei L-Matrizen liegen beziiglich der Reziproken also nur die beiden der vier 
moglichen Fille vor, die bei endlichen Matrizen vorkommen. Vgl. Grundlagen § 7, <=" 


+) Es ist darin die Liésung der Aufgabe enthalten, die reziproke Funktion iG j 


einer in Laurentscher Entwicklung gegebenen Funktion f(z) selbst nach Laurent zu 
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Man kann den Inhalt dieser vier Sitze kurz resumieren: 

Zusammenfassung: Das Rechnen mit reguliren L-Matrizen vollzieht 
sich vollstiindig analog dem Rechnen mit den zugehirigen reguléren Laurent- 
rethen und den durch sie dargestellten, liings des Einheitskreises eindeutigen 
analytischen Funktionen. 


§ 2. 
Das Spektrum der reguliren Z-Formen. 


Das Spektrum einer beschrinkten Bilinearform*) C ist die Gesamt- 
heit derjenigen Werte des komplexen Parameters /, fiir die C— AE keine 
eindeutige, beschrinkte Reziproke hat. Mit Hilfe der Siitze des § 1 ist 
es leicht, das Spektrum der reguliren Z-Formen zu beschreiben. Nach 
Satz 2 und 3 entspricht nimlich der L-Form C— AE die Funktion f(z) — 2, 
und nach Satz 4 hat C— AZ dann und nur dann eine beschriinkte Rezi- 
proke, wenn die zugehérige Laurentreihe f(z) — 4 fiir z = 1 nicht ver- 
schwindet. Das Spektrum der Form C ist demnach die Gesamtheit der- 
jenigen Werte von 2, fiir die f(¢)—A auf dem Einheitskreise verschwindet, 
d. h. es besteht aus der Gesamtheit derjenigen Werte von 4, die die 
Funktion f(z) fir |¢ = 1 annimmt. ; 

Satz 5. Das Spektrum einer reguliren L-Matrix besteht aus der Ge- 
samtheit der Werte, die die augehdrige analytische Funktion auf dem Ein- 
heitskreise annimmt. 

Das Spektrum einer reguliren [-Matrix ist demnach eine analytische 
Kurve in der Ebene der komplexen Veriinderlichen 4. So geben also die 
reguliren Z-Formen, soweit sie reell und symmetrisch sind, besonders ein- 
fache Beispiele fiir die von Hilbert entdeckten quadratischen Formen mit 
einfachem und auch mehrfachem Streckenspektrum. Ist nimlich speziell 
die [-Matrix C symmetrisch, also die Z-Form eine quadratische Form, 
oder ein wenig allgemeiner eine Hermitesche Form, d. h. ¢,=@ 
fiir jedes z, das den Betrag 1 hat und demnach gleich Z~' ist, 


>t = >t. = Dt = Da => 42", 


(") (n) (») (n) (n) 


so ist 


—n? 


und da eine GréBe reell ist, wenn sie ihrer konjugiert-imaginaren gleich 


ist, sind die Werte von c,2" fiir |z|=1 reell, d h. das Spektrum 
ist reell: 


entwickeln: die Auflésungsformel meiner Note iiber die Jacobische Transformation 
(Gott. Nachr. 1907) oder die von E. Schmidt (Pal. Rend. 1908) ergeben diese Auflisung 
in Verbindung mit Satz 4 des Textes. 

*) Vgl. Grundlagen § 8. 
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Satz 6. Das Spektrum einer Hermiteschen L-Form ist reell; speziell ist 
also das Spektrum einer reellen quadratischen L-Form reell, das einer reellen 
schiefsymmetrischen (alternierenden) L-Form rein imagindr. 

Die von Hilbert gegebene Integraldarstellung der allgemeinen quadra- 
tischen Form mit Streckenspektrum und Hellingers genauere Zerspaltung 
derselben*) erscheint bei den reguliiren quadratischen L-Formen lediglich 
als eine andere Formulierung des Cauchyschen Integralsatzes. Fassen wir 
nimlich der Einfachheit halber zunichst den Fall ins Auge, dab f(z), 
wihrend ¢ den Einheitskreis einmal beschreibt, die Strecke 4, bis A, 
der Achse des Reellen einmal hin und zuriick durchliuft, und bezeichnen 
wir mit (2) die zu 1 =f(é%) inverse Funktion, so ist das Cauchysche 
Integral 


dy 
oe 
iJ oat <= | 2 y'(2) cos ng(d) di, 
A 
und es wird also der Koeffizient der zu f(z) gehérigen reellen quadrati- 
schen L-Form 


ha dy 
ay 1 , ; 
fp =p =f 2008 Dg cos gp dp++fisinpg sin gpd. 
A A 


Setzen wir noch 4=1/u, so erhalten wir die Hilbertsche Spektral- 
darstellung, gleich in der Hellingerschen Zerspaltung in zwei Teile, die 
dem doppelten Spektrum von 4, bis 4, entsprechen. Im allgemeinen 
Falle, daB f(z) mehrfach auf der Achse des Reellen hin- und herliuft, 
wihrend z einmal den Einheitskreis beschreibt, stellt sich von selbst dem- 
entsprechend eine Zerspaltung in eine Reihe einzelner Integrale heraus. 
So zeigt es sich, daB fiir regulire reelle, symmetrische L-Matrizen die 
von Hellinger definierte Vielfachheit des Spektrums tibereinstimmt mit 
der Vielfachheit im funktionentheoretischen Sinne, mit der f(z) die ein- 
zelnen Werte 4 auf dem Einheitskreise annimmt. 


§ 3. 
Reguliire L-Formen und regulire Fourierreihen. 


Sei f(z) ->'c,8" = > (a,+ib,) 2 eine fiir |z| = 1 reguliire Funktion 
(n) (n) 
und werde ¢=cosg + isin @ gesetzt, so wird 


*) wie Hellinger in seiner Dissertation (Giéttingen 1907) S. 76—77 hinzufiigt. 


Mathematische Annalen, LXX. 24 
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f(2) =>’ (a, + ib,) (cosny Hisin ng) 
(n) 


= {> (a, cos ng — 6, sin ng)} +i {> (a, sin ng + b, cos ng)| 
(1) (n) ‘a (n) 
_ {ay +>’ [(a, +a_,) cos mp — (b, —b_,) sin ng)} 


n=1 


+i {b+ >'U(e,-a.,) sinng +0, +0.,) conng]}. 


Man kann den hierin enthaltenen Zusammenhang zwischen Fourier- 
reihen und Z-Formen in doppelter Weise ausdriicken: 
I. Die Werte der Fourierreihe 


(2) +t +> («, cos np + B, sin nm) 


n=1 
sind identisch mit dem Realteile der Werte des Spektrums jeder L-Form, 
deren Koeffizienten c, =a, + ib, den folgenden Bedingungen geniigen: 


1 
% = 37%» 4, + 47%, b,—b,.=—— 8, 


Unter allen diesen Z-Formen gibt es stets genau eine, die zugleich 
eine Hermitesche Form ist. Denn fiigt man zu den eben angefiihrten Be- 
dingungen diese neuen ¢, = @_,, d. h. 

b, = 0, @, = a@_,) b,+b_,=0 
hinzu, so hat man eindeutig: 


—n) 


= =%; 1,= ; @,, b= = Ba; d. h. 

Il. Der Wertevorrat der Fourierreihe (2) ist identisch mit dem (nach 

Satz 6 reellen) Spektrum der Hermiteschen L-Form mit den Koeffizienten 
= = = : (a, —%B,), ag 5 (a, + ip,). sali 

Man kann aus II ein Kriterium ableiten, um aus den Koef- 
fizienten einer Fourierreihe zu erkennen, ob die zugehdérige 
Funktion definit, d. h. im ganzen Intervall 0 bis 2a nur posi- 
tiver Werte fahig ist. Denn nach II stimmen diese Werte iiberein 
mit dem Spektrum einer gewissen Hermiteschen L-Form, und damit tritt 
die Frage in Analogie zu der bekannten algebraischen Frage: wie erkennt 
man aus den Koeffizienten einer quadratischen oder Hermiteschen Form von 
n Verinderlichen, ob diese definit ist? Denn eine solche Form ist definit, 
wenn ihr ,Spektrum“, d. h. die Gesamtheit der Wurzeln ihrer Sikular- 
gleichung, positiv ist. Auch eine beschriinkte Hermitesche Form von un- 
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endlichvielen Veriinderlichen ist dann und nur dann definit, wenn ihr 
Spektrum positiv ist*), und es handelt sich also darum, das bekannte 
algebraische Kriterium, daB die sukzessiven Hauptminoren (Abschnitts- 
determinanten) positiv sein miissen, auf unendlichviele Verinderliche zu 
iibertragen: 

Satz 7. Eine beschriinkte Hermitesche Form, bei der keine Abschnitts- 
delerminante verschwindet, ist dann und nur dann definit, ihr Spektrum ist 
also*) dann und nur dann positiv, wenn ihre Abschnittsdeterminanten 
stimtlich positiv sind. 

Denn nach dem analogen algebraischen Satz iiber Formen von n Ver- 
iinderlichen ist diese Bedingung dafiir charakteristisch, daB jeder Abschnitt 
der Form definit sei. Ist aber jeder Abschnitt der Form definit, so ist es 
auch die ganze Form, d. h. sie ist auch fiir nicht abbrechende Wertsysteme 
der Veriinderlichen x,, ,,--- von konvergenter Quadratsumme nie negativ. 
Denn nach ,,Grundlagen“ § 2, Satz 3 erscheinen die Werte einer beschriinkten 
quadratischen Form als Limites von Werten der Abschnitte. 

Auf die vorliegende Z-Form angewandt, liefert Satz 7 das Ergebnis: 

Satz 8. Die Fourierreihe (2) ist dann und nur dann definit, d. h. 
negativer Werte nicht fiihig, wenn die Determinanten 


Go aw, + iB, a, + iB, ---@,_, +B, 

a, — ip, ry  +tB, +++ a, »+tp,_, 

4, = a, — ips a, — ip, Ko +++ @, 3+ tf, 5 
oe ip, 4 {—" iB, _¢ e,-3— iB,_s sighs Ky 


stimtlich positiv sind.**) 


*) Dieser Satz findet sich explizit weder in den ,,Grundlagen“ noch anderwirts 
ausgesprochen; er ist zuerst in meiner Arbeit ,,Die Jacobische Transformation .. .“, 
Gott. Nachr. 1907, enthalten, und die eine Hilfte von ihm (,,wenn das Spektrum positiv 
ist, ist die Form definit*’) l4Bt sich wohl nicht einfacher beweisen als mittels der 
dort angegebenen, von E. Hellinger herriihrenden Methode, die iibrigens auch am 
SchluB des Beweises von Satz 4 der vorliegenden Arbeit (§ 1) auseinandergesetzt 
worden ist. Die andere Hiilfte des Satzes (,,das Spektrum einer definiten Form ist 
positiv*) kann man durch einen Kunstgriff yon E. Hilb sehr einfach beweisen, indem 
man sich der sog. Neumannschen Methode bedient. Ist nimlich ( definit, so ist 
C—iE fiir einen negativen Wert von 4 nicht nur definit', sondern seine untere 
Grenze ist gréBer als |4|, also >0, fiir alle Wertsysteme x,, 2, ---, deren Quadrat- 
summe gleich 1 ist. Fiir eine solche Form beweist aber der Verf. (a. a. O. § 3) und 
Hilb (Ber. der phys.-med. Soc. in Erlangen, 40 (1908), 8. 84; vgl. statt dessen etwa 
auch Fortschritte d. Math. 39, S. 407f.), daB sie eine eindeutige beschrinkte Reziproke 
besitzt, und folglich besitzt C-—2E eine solche fiir jedes negative 4, d.h. das Spektrum 
von C ist positiv. 

**) Der Fall, daB irgendwelche der Determinanten A, verschwinden, ist dabei 


24* 
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Diese Siitze beziehen sich zuniichst nur auf reguldére L-Formen, und 
infolgedessen nur auf die Fourierreihen solcher Funktionen, die im Inter- 
vall 0 bis 2 iiberall analytisch sind und sich an den Enden analytisch 
zusammenschlieBen. In den letzten Paragraphen dieses Kapitels werden 
sie sich bei der Behandlung der singuliren L-Formen auf beliebige Funk- 
tionen ausdehnen lassen, die beschriinkt und selbst nebst ihrem Quadrate 
im Lebesgueschen Sinne integrabel sind; sie werden also insbesondere fiir 
alle stetigen oder auch nur abteilungsweise stetigen Funktionen gelten.*) 


§ 4. 
Zyklanten. 


Die Theorie der Z-Formen steht in einer eigentiimlichen Analogie 
zu den bekannten Eigenschaften der vielfach als Zyklanten bezeichneten 
Determinanten; und diese Analogie, die im vorliegenden Paragraphen 
auseinandergesetzt wird, gestattet im § 5, durch einen sehr primitiven 
Grenziibergang, den Satz 8 wesentlich zu vertiefen. 


Es ist fiir diese Zwecke nur notwendig, entgegen vielfachem Usus 
die Zyklanten folgendermaBen 














CO & Grrr, _y Om GF Gres Gy 

Coi1% G°** Cs GQ & Gres & 
(1) Je,_2 1 ***¢,—- 3] and nicht so: (2) lq 1% & 8 G 

q fe G°**% Co-1 % % °°° gs 
zu schreiben und auBerdem — dabei wird dies erst wesentlich — nicht 


nur die Determinante der Matrix (1) zu betrachten, sondern die Matrix (1) 
selbst. 


Die bekannte Haupteigenschaft der Zyklanten besagt, daB der Wert 
der Determinante von (1), unter ¢,,---, ¢, die 2" Kinheitswurzeln ver- 
standen, gleich 
zuniichst ausgeschlossen Der Satz bleibt jedoch auch in diesem Falle richtig, und 
es bedarf lediglich algebraischer Betrachtungen, um die hier gegebene Herleitung 
auch auf diesen Fall mit auszudehnen. Andererseits folgt der Satz in der voll- 
stiindigen Gestalt auch aus der Arbeit von Carathéodory (Math. Ann. 64) und den 
Untersuchungen, die Herr Carathéodory neuerdings an diese Arbeit angekniipft hat 


und die er soeben in den Pal. Cire. Mat. Rend. verdffentlicht. Vgl. iiber diesen Zu- 


sammenhang die eben genannte Arbeit und die in Verbindung mit ihr erscheinende 
kurze Note des Verf. in den Pal. Circ. Mat. Rend. 

*) Vgl. meine inzwischen erschienene Note ,,Zur Theorie der quadratischen Formen 
von unendlichvielen Verinderlichen“, Nachr. der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gitt., math.- 
phys. Kl., 1910, §§ 4 und 5, insbesondere auch die Anmerkung zu Satz 11 daselbst. 
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T] Coteent ett +4187) 

hA=1 
ist. Diese Haupteigenschaft gestattet das Spektrum der Matrix (1) unter 
Adjunktion der " Einheitswurzeln rational zu bestimmen. Ihr zufolge 
ist niimlich die charakteristische Determinante (Siikulargleichung, Funda- 
mentalgleichung) der Matrix (1) gleich: 


IT (Gy—A+ C8, +-+- +6, 1877), 

k=l 
also bereits in Linearfaktoren zerlegt; das Spektrum einer endlichen Matrix 
aber ist nichts anderes als die Gesamtheit der Wurzeln ihrer Fundamental- 
gleichung: 

Das Spektrum der Zyklante (1) ist die Gesamtheit der Werte, die das 
cugehirige Polynom (n—1) Grades 

f(2)=G+qet---+¢,.2"" 
fiir diejenigen n Stellen des Kinheitskreises annimmt, die den n n*”" Ein- 
heitswurzeln entsprechen. 

Damit ist das Analogon zu Satz 5 (§ 2) fiir Zyklanten gewonnen: 
anstelle der n“" Einheitswurzeln stehen dort die siimtlichen Stellen des 
Einheitskreises, das ist der einzige Unterschied. Es wiire leicht, auch 
den Betrachtungen von § 1 hier ihr Analogon zu geben; da jedoch davon 
weiterhin kein Gebrauch gemacht wird, sollen die rein formalen, sehr ein- 
fachen Beweise unterdriickt werden, und es sollen nur die Tatsachen aus- 
gesprochen werden, aus denen man iibrigens die ,,Haupteigenschaft“ der 
Zyklanten in ahnlicher Weise folgern kann, wie im § 2 der Satz 5 aus 
den Siitzen von § 1 unmittelbar hervorging: 

Der Summe und dem Produkt zweier Zyklanten entsprechen Summe 
und Produkt der zugehirigen Polynome (n—1)" Grades; dabei hat man 
Polynome hiheren als (n—1)*" Grades modulo (2"—1) zu reduzieren, d. h. 
2" iiberall durch 1 zu ersetzen. Die n-reihige Einheitsform E,, ist eine 
spezielle Zyklante und 1 das zugehirige Polynom. Eine Zyklante hat dann 
und nur dann eine Reziproke, wenn das zugehdrige Polynom fiir keine der 
n” Einheitswurzeln verschwindet; diese Reziproke ist stets selbst eine Zyklante.*) 


*) In der Terminologie der Frobeniusschen Gruppentheorie ergeben sich die 
Zyklanten als die Gruppenmatrizen bezw. Gruppendeterminanten der zyklischen 
Gruppe n‘** Ordnung, wie die L-Formen aus dem Zyklus unendlich hoher Ordnung 
(vgl. die Einleitung) hervorgehen. Auch die oben ausgesprochenen Sitze ergeben sich 
aus diesem Zusammenhange. 
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Es liegt der Gedanke nahe, aus diesen und anderen Eigenschaften 
der Zyklanten durch Grenziibergang (zu = co) Eigenschaften der L-Formen 
und somit der Fourierreihen und analytischen Funktionen zu gewinnen; 
indessen bietet sich da zuerst die Schwierigkeit dar, daB mit wachsendem » 
die GréBen ¢,_,, ¢,_9,°°*, 4. b. der Teil der Matrix unterhalb der Haupt- 
diagonale sich nicht ohne weiteres einer bestimmten Grenze niihert. Die 
folgende Bemerkung wird zeigen, wie man durch eine passende Modi- 
fikation doch einen derartigen Grenziibergang bewerkstelligen kann. Ist 
nimlich eine Laurentreihe Sc,2* und die zugehérige L-Form C gegeben 
und handelt es sich darum, dieselbe durch Polynome wachsenden Grades 
bezw. die zugehérigen Zyklanten wachsender Reihenzahl zu approximieren, 


so wird man sehr einfach etwa folgendermaBer vorgehen kénnen: man 
+n 


nimmt > Cf" und bildet die zugehérige Zyklante, d. h. genauer die zu 


azn 


+n -1 
es C8 + (22*t!— i) Seu#* gehorige, (2” + 1)-reihige Zyklante C,, indem 


man bedenkt, daB in der zu einer v-reihigen Zyklante gehérigen Funk- 
tion 2” stets durch 1 ersetzt werden darf. Diese Zyklante hat keine Be- 
sonderheit auBer der, daB ihre Reihenzahl ungerade ist; indessen sind ihre 
Parameter statt mit ¢,---, ¢,, mit c_,,---,¢,, bezeichnet: 





© C - * GusG Cla > * Moe Ga 

C_y C9 ; . C,_9 Ca-1 C,, . ° C_s C_s 

C_wm-1)°-(~p-2) ° * % C C3 7° & Ge 
(3) C_ n C_ (n—1) F . CL 1 [co] Cy r . C,, -1 Cr 

Cn C_» °° Gig Gs C9 "8 Oyle Gyiy 

Cy C3 C_.» C(a-1)"-@-2) + °° @ % 

ey C - = G& Gia Siem * *° Gs ® | 





C4, geht aus C, dadurch hervor, daB C, auf allen Seiten geriindert 
wird, sodaB seine Reihenzahl sich um zwei Einheiten auf 2n+3=2(n+1)+1 
erhéht. LaBt man jetzt m unbegrenzt wachsen, so geht C, in die L-Form 
C iiber, wihrend das zugehérige Polynom oder vielmehr die von — » bis 
+n erstreckte Summe in die zu C gehérige Laurentreihe tibergeht. — Es 
ist wesentlich, zu bemerken, dab C, nicht mit dem (2m + 1)-reihigen Ab- 
schnitt der Form C identisch ist. 








n 
n 
L; 
n 


@ 
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§ 5. 
Zum Trigheitsgesetz der Fourierschen Reihen. 


Durch Satz 8 wird die Frage nahegelegt, ob nicht auch die weiter- 
gehenden Betrachtungen aus der Algebra der quadratischen und Hermite- 
schen Formen von » Veranderlichen, die an das sogenannte ,,Trigheits- 
gesetz“ ankniipfen, eine Ubertragung auf Z-Formen und somit auf Fourier- 
reihen zulassen, und welche analytischen Tatsachen dem Triigheitsgesetze 
dabei entsprechen. Bekanntlich betrachtet man die Reihe der Abschnitts- 
determinanten 

1, C435 C41 Op — Crp Cy, *° 


und insbesondere die Anzahl f, der Zeichenfolgen und die Anzahl w, der 
Zeichenwechsel in dieser Serie; diese Anzahlen sind invariant gegentiber 
linearen, homogenen, reellen Transformationen der betrachteten Form — 
um nur von quadratischen Formen zu reden — und zwar bzw. gleich der 
Anzahl der positiven und der negativen Quadrate in der Darstellung der 
Form als Summe von Quadraten; da diese Anzahlen von der Wahl dieser 
Darstellung unabhingig sind, ist der Inhalt des Triigheitsgesetzes. Es 
handelt sich jetzt darum, diese Theorie auf die »-reihige Zyklante an- 
zuwenden und damit den am Ende von § 4 angedeuteten Grenziibergang 
zu vollziehen. . 

Ist niimlich eine reelle quadratische oder Hermitesche Z-Form C vor- 
gelegt, d. h. ist 

C_4r™= x, 

so wird die am Ende von § 4 konstruierte (2n+ 1)-reihige approximierende 
Zyklante C, eine Hermitesche, und somit wird das zugehérige Polynom 


f(z) =G +G2+---+e,e" + E,2"t'+--- +62" 
Ste" +--+ E71 +e +ee+---+,2"t" (mod. 2**+!—1) 
= 6 + (2 + &,2) +--+ + (¢,8" + 6,2") 
= ay + a, 008 p +--+ +4, cosng +b, sing +----+b, sinnp=f,(9), 


wenn ¢,=a, + ib,, 2=cosm +ising gesetzt wird. 

Der Hauptsatz von § 4 gestattet unmittelbar das Spektrum von C, 
hinzuschreiben, das als Spektrum einer Hermiteschen Form von 2n + 1 
Veriinderlichen aus 2” + 1 reellen Werten besteht, nimlich 


22 i 


22 ¢ 
(4) (0), f (sea) f (2 sata)? Py oe f (2" 5543): 
Nun ist das Spektrum die Gesamtheit der Wurzeln der Sikulargleichung 








368 O. Toxrtrrz. 





der Form; transformiert man also die Form orthogonal*) auf eine Summe 
von Quadraten, so sind diese 2n-+ 1 GréBen die Koeffizienten dieser Dar- 
stellung der Form als eine Summe von Quadraten, und folglich ist gemip 
der oben erwiilnten algebraischen Theorie die Anzahl der positiven und der 
negativen unter den Gripen (4) gleich der Zahl f, der Vorzeichenfolgen 
bezw. der Zahl w, der Vorzeichenwechsel in der Serie der 2n + 2 Abschnitts- 
determinanten von C,. (fn + w, = 2n +1.) 

Nun sind diese 2m + 2 Abschnittsdeterminanten von C, nicht die 
2n + 2 ersten Abschnittsdeterminanten der L-Form C; indessen die ersten 
n+ 2 unter ihnen sind genau die in Satz 8 hingeschriebenen, die weiteren 
n dagegen weichen von jenen ab. 

Wird jetzt aber die Voraussctzwng gemacht, dap f\p) eine abbrechende 
Fourierreihe ist: 

(5) f(p)=4,+4,cosp+---+a,cospp +b, sing +---+b,sinpg, 

so ersieht man aus dem Schema (3), daB auch von diesen weiteren » 
Abschnittsdeterminanten wegen der zahlreichen in das Schema eingehen- 
den Nullen noch die meisten mit den entsprechenden von C iibereinstimmen, 
sowie m die feste Gradzahl p iibersteigt; und zwar werden nur die letzten p 
unter ihnen sich dieser Ubereinstimmung entziehen; und mit wachsendem x 
kommen diese p letzten, da p eine feste Zahl ist, immer weniger in Be- 
tracht. Daher ist das Verhiiltnis f,: w, desto genauer gleich dem Verhiiltnis 
fongi? Weng, er charakteristischen Anzahlen des (2n +1)" Abschnittes 
von U, je grifer n ist. 

Nun ist andererseits wegen (4), sowie »>p geworden ist, f,(m) =/(9), 
und die Anzahlen der positiven und negativen unter den Werten 


. { 2ah 2ah 
In (or i) sad ‘(s :) 
werden sich zwar selbst mit wachsendem » keinem Limes nihern; indessen 
das Verhiltnis dieser beiden Zahlen niihert sich, wegen der Einteilung des 
Intervalles in gleiche Teile, dem Verhiltnis der Gesamtliingen der Intervalle, 
in denen f(g) positiv, und derer, wo {(@) negativ ist. So kommt der Satz: 
Satz 9. Ist die Fowrierreihe (2) aus Satz 8 eine abbrechende und 


ist f,, die Anzahl der Zeichenfolgen in der Serie der Determinanten 1, J, ,---,4,,, 
w, die Anzahl der Zeichenwechsel (f,+ w,—n), so niéihert sich mit 


*) Dabei ist zunichst an reelle quadratische Formen gedacht; bei der allgemeinen 
Hermiteschen Form hat man statt dessen ,,unitir-orthogonale* Transformationen zu 
betrachten, d. h. die Form nicht als Summe von Quadraten zueinander orthogonaler 
Linearformen darzustellen, sondern als Summe von Produkten konjugiert-imaginiirer 


Linearformen J, 1, + 1,7, -+---, wo lp zu J, orthogonal ist. 
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wachsendem n das Verhiiltnis f,:w, dem Verhiiltnis zwischen der Gesamt- 
liinge der Intervalle, wo die durch die Reihe (2) dargestellte Funktion positiv 
ist, eu der Gesamtliinge derjenigen Intervalle, wo sie negativ ist; 

f = lim (22 fn) und w = lim (2a “#) 


ra=o na=eo 


existieren also und sind diese beiden Gesamtliingen selbst.*) 


§ 6. 
Das Ahnlichkeitsproblem. 


Definition. Zwei beschriinkte Matrizen A, B heifen ihnlich, wenn 
zwei andere beschrinkte Matrizen U, V existieren, sodaB 
; AU=UB, VA=BV, UV=E, VU=E, 
also 

U'AU=B, V-'BV=A 

ist. 

Sind A und B ihnlich, ist also U-'AU=B und V-'BV = A, so 
ist fiir jedes A 


U-1(A—1E)U = U-1AU —AaU-*EU = B—- AE, 
V-\(B—AE) V= V-!BV—1V*EV = A—AE. 


Besitzt nun die Form A— AE fiir irgend einen Wert von 4 eine ein- 
deutige beschrinkte Reziproke R, so folgt durch Matrizenkalkiil unmittelbar, 
daB auch B—AE in U-'RU fir diesen Wert von 4 eine solche besitzt 
— und umgekehrt, d. h. beide Formen haben dasselbe Spektrum.**) Auf 
L-Formen angewandt, bedeutet dies: 

Satz 10. Sind zwei regulire L-Formen dhnlich, so haben die zugehirigen 
analytischen Funktionen lings des Einheitskreises denselben Wertvorrat. 

Es wird sich jetzt um die Umkehrung dieses Satzes handeln, d. h. 
um die Frage, inwieweit zwei regulire L-Formen ihnlich sind, wenn die 
zugehérigen Funktionen auf dem Einheitskreise denselben Wertvorrat haben. 
Dabei soll zuniichst (d. h. in den §§ 7 und 8) der Ausnahmefall ausgeschlossen 


*) Wie bei Satz 8 ist hier durchweg vorausgesetzt, daB keine der Determinanten 
4, verschwindet. Diese Einschriinkung sowohl als auch die Beschriinkung auf ab- 
brechende Fourierreihen bediirfen zu ihrer Beseitigung einer und derselben algebraischen 
Betrachtung. Aber es scheint mir wesentlich, daB fiir diese Erweiterungen lediglich eine 
algebraische Betrachtung zu leisten iibrig bleibt, wie tiberhaupt der hier gegebene Be- 
weis von Satz 9 die Konvergenzbetrachtung wohl auf ihr iuberstes Minimum reduziert 
hat. Vgl. iibrigens meine in der Anmerkung zu Satz 8 zitierte Note, die einen anderen 
umstiindlicheren, aber einen wesentlichen Punkt vielleicht genauer treffenden Beweis 
von Satz 9 enthilt. » 

**) Vgl. auch Grundlagen § 8, Satz von der Invarianz des Spektrums. 
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werden, daB diese Funktionen ihren gesamten Wertvorrat oder Teile des- 
selben auf dem Einheitskreise mehrfach annehmen. Fiir den Hauptbeweis 
in § 8 wird zuvor in § 7 das notwendige Material zusammengestellt, d. h. 
es werden diejenigen Matrizen, die als Transformierende (U, V etc.) bei 
dem Hauptbeweise gebraucht werden und die selbst keine L-Matrizen 
sind, betrachtet. Sie werden Q-Matrizen genannt und besitzen fiir sich 
genommen auch ein gewisses Interesse; es soll jedoch hier nur das fiir 
§ 8 Notwendige tiber sie zusammengestellt werden. 


§ 7. 
Die Q-Matrizen und die eineindeutigen Abbildungen des Einheits- 
kreises auf sich selbst. 
o(z) = >'o# sei eine Laurentreihe, die lings des Einheitskreises 
(9) 
und in seiner beiderseitigen Nachbarschaft reguliir ist und dort nirgends 
verschwindet; es sei ferner fiir p = — ov, ---,+ co 


(1) (a(2))"— >’ os", 

(9) 
sodaB insbesondere w/’= @, ist, ferner a” = ¢,,, d. h. = 0 fiir g +0, da- 
gegen =1 fiir g=0. Dann bilde ich die Matrix (@{”) und nenne sie 
die zur Funktion @(z) gehérige Q-Matrix. 


Definition. Eine Q-Matrix ist eine Matrix von dem Typus 
a . 
= = 2 a - 
a) a9 of) of) wf 
0 0 1 0 0 
@.¢ @., ba | @s 


(2 (2 (2 (2 ’ 
o) «0 of oa af) 








wo a; aus den a) = a, vermige (1) gebildet ist. 

Es handelt sich zuerst darum, wie sich die Beschrinktheit 
einer Q-Matrix an der zugehérigen analytischen Funktion @/(z) 
aiuBert. Wegen der vorausgesetzten Regularitiit von @(z) lings des 
Einheitskreises konvergiert So ,“ speziell fir z= 1, d. h. also >, 
absolut, und ebenso '\” auch fiir p= 2,3,---. Da ferner w(z) auf 
dem Einheitskreise keine Nullstelle haben soll, kann ein Gleiches aucli 
fiir die negativen Werte von p, behauptet werden. In der zugehérigen 
Matrix Q konvergiert demnach die Summe der Elemente jeder einzelnen 
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Zeile absolut, und daher a fortiori die Quadratsumme der Elemente jeder 
Zeile; es ist daher gemiB der Schwarzschen Ungleichung gestattet, die 
Matrix QQ’=L zu bilden. Wird jetzt weiter vorausgesetzt, daB o/(z) 
fiir |z| = 1 tiberall selbst den Betrag 1 habe, so behaupte ich zunichst, 
daB L eine L-Matrix ist. In der Tat folgt fiir alle vom Betrage 1 aus 
der Bemerkung, daB fiir eine GréBe y vom Betrage 1 stets 47 = 1, also 
’ ist, 


(> oz") (S aor) = {o(2)} (o@}" 
(n) (n) — 
= {a(z)}?-* {a(2) o(2)}? = {a(2)}?-2, 
und durch Vergleichung der konstanten Glieder auf beiden Seiten 


> (p a= —9) <= wa 
oo?) ga(2) == al? 9) ol! Pp) > 
(n) 


= 


d. h. LZ ist tatsichlich eine L-Matrix, die mit den GréBen w{" der Mittel- 
kolonne von Q besetzt ist, und diese GréBen sind paarweise konjugiert- 
imaginir, of") =o”. Und zwar ist L eine positiv-definite Hermitesche 
[-Form, weil sie die Gestalt QQ” hat. 

Es werde jetzt weiter vorausgesetzt, daB die Ableitung = auf dem 


Kinheitskreise keine Nullstelle besitze, also w(z) keine ,,mehrfache Stelle“. 
Es folgt daraus, daB w(z) entweder auf der inneren, oder aber auf der 
iiuBeren Seite des Einheitskreises iiberall dem Betrage nach unter 1 ge- 
legen ist; denn gesetzt es gebe auf einer und derselben Seite des Kinheits- 
kreises sowohl Stellen, wo der Betrag von w(z) gréBer als 1 ist, als auch 
solehe, wo dieser Betrag kleiner als 1 ist, so miiBte es zwischen diesen 
beiden Klassen von Stellen einen Ubergang, eine zum Einheitskreise trans- 
versal laufende Scheidelinie geben, lings deren w(z) den Betrag 1 hat, 
also eine Stelle auf dem Einheitskreise, von der aus nach mindestens drei 
Richtungen Linienstiicke ausgehen, auf denen w(z) den Betrag 1 hat; das 
wiire aber eine mehrfache Stelle der Funktion m(z). Sei nun © ein solcher 
dem Einheitskreise benachbarter konzentrischer Kreis, auf dem (2) dem 
Betrage nach < M <1 ist, so ist gemiS dem Cauchyschen Integralsatz 


7 1 )}" 


erstreckt iiber diesen Kreis ©, und folglich 


1 {'M" 
Jo] < st f AE \ae| = ae; 
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danach ist zunichst > lof? | konvergent; wegen of") = ” folgt aber 


n=1 


das Gleiche fir >” | of); also ist oa o”) konvergent. Daraus folgt 
n=-—1 (") 

durch den beim Beweise von Satz 1 verwandten SchluB, daB L be- 

schrinkt ist (sogar absolut-beschriinkt, was hier nicht interessiert); und 

daraus folgt schlieBlich, daB Q beschriinkt ist.*) 


Satz 11. Ist @(z) eine lings des Einheitskreises und in seiner beider- 
seitigen Umgebung eindeutige regulire Funktion, die auf dem Einheitskreise 
selbst iiberall vom Betrage 1 ist und deren Ableitung auf dem Einheitskreise 
nirgends verschwindet, so ist die zugehirige Q-Matrix beschrinkt. — 

Sind w(z), o(2) zwei Funktionen, die beide den Voraussetzungen von 
Satz 11 geniigen, so ist (2) — 6{@(z)} wiederum eine Funktion, die diesen 
selben Voraussetzungen geniigt. Sind = und Q die zugehdrigen Q-Matrizen, 
so sind diese nach Satz 11 beschrinkt, und es ist deshalb zufolge den 


Faltungssiitzen LQ —Z, d. h. die Matrix Z = (> ° o”) vorhanden und 
(*) 
selbst beschrinkt. Ich behaupte, Z ist selbst eine Q-Matrix, und 
zwar die zu der Funktion {(z) gehdrige. 
Sieht man vorerst von Konvergenzbetrachtungen ab, so ist dies ohne 
weiteres evident. Denn es ist rein formal 


[s(@)*=[o{o(2)}}"=[ So, {o(2)}"]—= S'o( So" 2’) 


(”, %) 
? (a) (m)\ 3, 
Dae) #s 
2 a 


d. h. Z ist die zu €(z) gehérige Q-Matrix. Indessen, was die hierbei vor- 
zunehmenden Umordnungen von Doppelreihen betrifft, so ist man hier 
nicht in der bequemen Lage, wie bei Satz 2, sich auf die Lehrbiicher 
der Funktionentheorie berufen zu kénnen; andererseits ist es nicht selbst- 
verstiindlich, daB die hier auftretenden Doppelreihen absolut konvergieren; 
denn eine absolut-konvergente Reihe von absolut konvergenten Reihen 
braucht selbst nicht absolut zu konvergieren**). Es ist deshalb not- 
wendig, den folgenden einfachen Hilfssatz einzuschalten: 

*) Vgl. Grundlagen § 3. 

**) Z. B. die Doppelreihe (1—1)-+ (1—1)+--- ist eine Summe von lauter ab- 
brechenden, also absolut konvergenten Reihen, und die Summe der Einzelsummen 


ist 0+ 0-+----, also ebenfalls konvergent, wiihrend die Doppelreihe als solche nicht 
absolut konvergiert. 
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Hilfssatz aus der Theorie der Laurentreihen. Sind w(z), 6(¢) 
zwei lings des Einheitskreises eindeutige, reguliire Funktionen, die auf dem 
Einheitskreise durchweg den Betrag 1 haben, so geht die Laurentreihe fiir 
(2) = 6{@(2)} aus den Laurentreihen der beiden einzelnen Funktionen durch 
erlaubte Umordnung hervor. 

Zam Beweise braucht man nur zu bemerken, daB Xo, nach Voraus- 
setzung absolut konvergiert und da daher 


{ w(z)}” 
> gett 
absolut und gleichmaBig fiir alle |z = 1 konvergiert, da ¢ und mit ihm 
z’+1 sowohl als {@(2)}" vom Betrage 1 ist und den Grad der Konvergenz 


also gar nicht beeinfluBt. Es ist daher erlaubt, diese Reihe gliedweise 
lings des Einheitskreises zu integrieren: 


>on { 0(2)}" -_ 
1 (n) 1 w(2) n 


(n) 


tr 2.0% 
ist der Koeffizient von 2° in der Laurentreihe fiir §(2). 


Wendet man diesen Hilfssatz auf unsere beiden obigen Funktionen 


{o(z)}* und (z) an, so erkennt man, dab (>'0 o) = (¢) die zu 


(n) 


d. h. 


f(z) gehérige Q-Matrix ist, q.e.d. Daher: 


Satz 12. Sind (2), o(2) zwei Funktionen, die den Voraussetzungen 
von Satz 11 geniigen, so geniigt (2) = 6{@(z)} eben diesen Voraussetzungen, 
und die zu € gchirige Q-Matrix ist das Produkt der zu @ und 6 gehdrigen 
Q-Matrizen, Z=X-Q. 

Satz 13. Die Einheitsmatrix E ist cine Q-Matrix und gehirt zu der 
Funktion o(2)=1. 

Die Voraussetzung von Satz 11 involviert nicht, daB w(z) auf dem 
Kinheitskreise jeden Wert vom Betrage 1 nur einmal annimmt. Die 
Funktion z* z. B. hat fiir |z¢ = 1 tiberall den Betrag 1, ihre Ableitung 
hat dort tiberall den Betrag 2, ist also von 0 wesentlich verschieden, und 
trotzdem nimmt z* jeden Wert vom Betrage 1 an zwei (diametral einan- 
der gegeniiberliegenden) Stellen des Einheitskreises an. Es soll jetzt 
jedoch endlich die Voraussetzung hinzugefiigt werden, dab w/(z) jeden 
Wert vom Betrag 1 héchstens einmal annimmt; daB sie jeden Wert vom 
Betrage 1 dann tatsiichlich genau einmal annimmt, ist eine einfache Folge 
davon. /(z) bedeutet alsdann eine eineindeutige, analytische Abbildung 
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des Einheitskreises auf sich selbst. Die zu (2) inverse Funktion o(2) 
ist genau von demselben Charakter. Seien Q, £ die zugehérigen Q-Matrizen, 
so werden also nach Satz 11 beide beschriinkt sein, und wegen Satz 12 
wird ihr Produkt QE die zu m{o(z)} = 1 gehérige Q-Matrix sein, d. h., 
nach Satz 13, die Einheitsmatrix; und ebenso wird £Q = E£ sein: 


Satz 14. Ist w(z) eine lings des Einheitskreises und in seiner beider- 
seitigen Umgebung eindeutige analytische Funktion, die auf dem Einheits- 
kreise iiberall vom Betrage 1 ist und daselbst jeden Wert vom Betrage 1 
hichstens einmal und folglich genau einmal annimmt, so besitet die zuge- 
hirige Q-Matrixz eine eindeutige beschriinkte Reziproke, und zwar ist diese 
selbst eine Q-Matrix, und die zu ihr gehirige Funktion ist die zu @(2) in- 
verse Funktion.*) 


Satz 14 involviert die Tatsache, daB fiir eine regulire Q-Matrix, die 
eine eindeutige beschriinkte Reziproke hat, diese Keziproke selbst eine 
Q-Matrix ist.**) 


§ 8. 
Die Ahnlichkeit reguliirer Z-Formen mit einfachem Spektrum. 


Die Entwicklungen des vorigen Paragraphen gestatten unmittelbar zu 
beweisen, daB jede den Voraussetzungen von Satz 14 geniigende Funktion 
o(z), bezw. die zu ihr gehérige L-Form ahnlich ist der zu f(z) = 2 ge- 
hérigen L-Form, die selbst den Voraussetzungen von Satz 14 geniigt. Es 
kann dies auch so formuliert werden: 


Satz 15. Geniigen zwei Funktionen den Voraussetzungen von Satz 14 
so sind die zugehirigen L-Formen dhmlich. 


Denn bedeute allgemein [g(z)] die zu g(z) gehérige L-Form, so ist 


[z]Q = (> —_ a”) = (a'?*”), 


(@ 


andererseits ist 
{@(z)}? @(2) = {@(z)}?*', 


woraus durch Vergleichung des beiderseitigen Koeffizienten von 2 her- 
vorgeht 

*) Dieser Satz in Verbindung mit der Aufliésungsformel meiner Note iiber die 
Jacobische Transformation (Gétt. Nachr. 1907) oder derjenigen von E. Schmidt (Rend. 
di Pal. 1908) enthilt die Liésung der Aufgabe, die inverse Funktion von (z) in eine 
Laurentreihe zu entwickeln. Auch kann man diese Methode auf Fourierreihen von 
monoton wachsenden und daher eindeutig invertierbaren Funktionen f(g) tibetragen, 
indem man z= cosg+ising, o=—cosf-+isinf setzt. 

**) Die zu der Funktion 2" gehérige Q-Matrix hat zwar eine beschrinkte hintere 
Reziproke, namlich Q, jedoch keine vordere. 
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>) 0? 0 = @?t” 
a q-«@ q 
(a) 
wofiir man schreiben kann 


Q[a(e)] = (@”"”), 


[2]2 = Q[o(2)} 
folgt; und da Q nach Satz 14 eine eindeutige, beschriinkte Reziproke = 
besitzt, sind [z] und [/(z)] damit als ahnlich erwiesen. Ubrigens wiirde 
nach Analogie auch fiir die in Satz 14 auftretende inverse Funktion o(2) 
und die zugehérige Matrix = folgen 


[o(2)|= = =[¢], 
wihrend TQ = QE = E in Satz 14 enthalten ist. 

Definition. 4 heife ein n-facher Spektrumswert der L-Form L=([f(2)\, 
wenn die zugehirige Funktion f(z) den Wert 1 auf dem Einheitskreise n Mal 
annimmt, unter Deriicksichtigung der Vielfachheit, mit der dies an jeder 
einzelnen Stelle geschieht. 

Auf Grund dieser Definition kann Satz 15 so formuliert werden: 
Zwei regulire L-Formen, die den Einheitskreis selbst zum ein- 
fachen Spektrum haben, sind aihnlich. 

Es ist leicht, hieraus die Lésung des Ahnlichkeitsproblems beliebiger 
L-Formen abzuleiten, wenn man nur den Ausnahmefall mehrfacher Spektren 
ausschlieBt. Sind niimlich f(z) = La, 2", g(z) = Lb,2" irgend zwei lings 
des Einheitskreises reguliire, eineindeutige Funktionen, die daselbst genau 
dieselben Werte und jeden — von diskreten Werten abgesehen — nur 
einmal annehmen, lediglich in verschiedener Verteilung, aber nun nicht 
mehr notwendig Werte vom Betrage 1, so ordnet sich jeder Stelle z eine 
andere @ eindeutig zu, sodaB f(z) =g(@) ist; so wird @ als eine ana- 
lytische Funktion von ¢ definiert, als eine eineindeutige Abbildung des 
Kinheitskreises auf sich selbst, die allen Voraussetzungen von Satz 14 ge- 
niigt. Ist Q die zugehérige Q-Matrix, so ist also 

Q-1[2]Q = |w(z)]. 

Satz 2 gestattet hieraus zu folgern, dab auch jede ganze rationale 

Verbindung /([{z]) ahnlich ist zu h([@(z)}); denn wenn allgemein 
W-'A,W = B,, W-'A,W = B, 


sodaB endlich 


ist, so ist auch 
W-*(A,+4,)W =W-'A,W +W-'A, W = B, + B,, 
W-4,A,.W =W"A,WW-'"4,W =B,B,, 
und folglich ist auch fiir jede ganze rationale Verbindung h(x) = 2a, 2" 
W-"h(A,)W = h(B,); 
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und dies tibertriigt sich unmittelbar auch auf die absolut und gleichmiiBig 
konvergente Funktion Ya,z" = /(z), auch wenn sie keine ganze rationale 
Funktion ist. So folgt, daB [f(z)] thnlich ist zu [f{@(z)}]; dieses ist 
aber gemi® der Konstrukticn von (z) nichts anderes als [g(z)]. 

Satz 16 (Ahnlichkeitstheorem der reguldéren L-Formen). Zwei 
reguliire L-Formen, die das niimliche einfache Spektrum besitzen, sind ahn- 
lich. Dabei wird ein Spektrum als einfach angesehen, wenn die einzelnen 
Spektrumswerte, abgesehen von einer endlichen Anzahl unter ihnen, ein- 
fach sind.*) 


*) Das soll heiBen, daB das Spektrum eine Kurve sein darf, die sich selbst 
durchdringt; nur darf sie nicht hin und her durchlaufen werden (wie es z. B. bei den 
zu reellen, symmetrischen L-Formen gehérigen Laurentreihen der Fall ist), oder mehr- 
mals umlaufen werden (wie es z. B. bei der Funktion z* geschieht). 
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Kanalflachen und Enveloppenflachen. 


Von 


Orro BiuMEeNTHAL in Aachen. 


Kanalfliichen spielen eine erhebliche praktische Rolle in der Potential- 
theorie und der Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Verander- 
licher. Es sind diejenigen Flichen, mit deren Hilfe ein Gebilde S niedrigerer 
Dimension aus einem es enthaltenden linearen Raum ausgeschnitten wird, 
in der Weise, daB die Punkte des AuSenraums der Kanalfliche von dem 
Gebilde S einen bestimmten Mindestabstand ¢ besitzen, der die ,,Weite“ 
der Kanalfliiche heiBt. Zum Zweck dieser Anwendung sind die Kanalflachen 
von Poincaré eingefiihrt werden; von ihm stammt auch der Name.*) — 

Es ist augenscheinlich, daB die Kanalfliiche von der Weite « eine 
enge Verwandtschaft zu derjenigen Fliche besitzt, welche entsteht als 
Enveloppe aller Kugeln von dem Radius ¢, deren Zentrum sich auf dem 
Gebilde S bewegt. Diese Flaiche heiBt im folgenden Enveloppenfliche. 
Poincaré scheint beide Flachen direkt zu identifizieren. Jedoch zeigen 
einfache Beispiele, daB dies nicht richtig ist, daB nimlich die Kanalfliche 
Partien enthalten kann, welche in der Enveloppenfliche nicht auftreten. 

Das eigentiimliche Resultat, zu dem ich in dieser Arbeit gelange, ist 
folgendes: Das Gebilde S sei in Parameterdarstellung gegeben und durch- 
weg analytisch, es sei gerader Dimension 2m und.liege in einem linearen 
Raum von der Dimension 2. Dann ist zu unterscheiden, ob die 2 Ko- 
ordinaten als reelle Funktionen von 2m reellen Parametern gegeben sind, 
oder ob sie sich zu » komplexen Verbindungen zusammenfassen lassen, 
die Funktionen von m komplexen Parametern sind. Im ersten Falle kann 
die Kanalfliche Bestandteile enthalten, die der Enveloppenfliche nicht an- 
gehéren, im zweiten Falle gehért jeder Punkt der Kanalfliche auch der 
Enveloppenfliche an. 





*) Poincaré, Potentiel et Fonctions abéliennes, Acta Math. 22 (1898), 8. 142—149. — 

Ich bin durch anschlieBende Untersuchungen, die ich in niichster Zeit veréffentlichen 

werde, zu den hier gegebenen Betrachtungen iiber Kanalflichen gefiihrt worden. 
Mathematische Annalen. LXX. 25 
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Es liegt hier, im Gebiete der Funktionen mehrerer Veriinderlicher, 
ein merkwiirdiges Beispiel fiir die gréBere Einfachheit der Funktionen 
komplexen Arguments vor. Das Resultat ist aber auch fiir die im ersten 
Absatz angedeutete Anwendung auf die allgemeine Theorie der Funktionen 
mehrerer komplexer Veriinderlicher von Bedeutung, wie ich demniichst 
zeigen werde. Im Hinblick auf diese Anwendung habe ich auch im 
folgenden immer m= n—2 gewihlt; im tbrigen ist der Wert n — 2 
durch keine Besonderheit ausgezeichnet. 

Der Vergleich zwischen Kanalfliche und Enveloppenflache findet sich 
in den §§ 4—6. Die drei ersten Paragraphen enthalten einige algebraische 
Betrachtungen, die ich zur expliziten Darstellung der Enveloppenfliiche 
brauche. Sie werden wobl in dieser Anordnung im wesentlichen neu 
sein; die Methode, die ich benutze, ist in einem verwandten Fall von 
E. Combescure angegeben worden.*) 


St. 
Uber ein System von linearen und quadratischen Gleichungen. 


Sei z,,---,2, ein System von » komplexen Verinderlichen. Wir be- 
trachten das System von einer quadratischen und x — 1 voneinander un- 
abhiingigen linearen Gleichungen: 


|x, |? + |a\®?+---+ |a,|®—e* (e reell positiv); 
Gy, +A, +--+, L=A,, 
(L) Oy, tty Sete ty B= Ay, 
117 + a,-19% > eae + G1 n“n = A,_; ° 


Es handelt sich darum, die Bedingungen fiir die Lésbarkeit eines solchen 
Systemes anzugeben und die Gesamtheit der Lésungen explizit aufzustellen. 

Aus der Voraussetzung, daB die »— 1 linearen Gleichungen von- 
einander unabhingig sind, folgt, da® ihre Matrix 


1 Mp “°° %ey 
G,-11%,-12 °° Gi 


den Rang m —1 hat, daB also von den m Determinanten n — 1“ Ord- 
nung, die sich aus ihr bilden lassen, wenigstens eine von 0 verschieden ist. 


*) E. Combescure, Sur certains systémes particuliers d’équations différentielles, § 6, 
J. £ Math. 80 (1875). 
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Wir setzen, indem wir durch Uberstreichen allgemein konjugiert- 
komplexe GréBen bezeichnen, 


s = | 
i oe, SeoaR J [%s % °*°°%, 
} in i 
a a +++ & } a a **+@ 
ws 11 12 1 11 12 1 
(1) R=!. ; "|, also R=|. : : 
| at rah i i E 
| Lee wah a 
| On41%,-19°** Bauae | | Fy 341%,-19 °° * Unig | 


Hat nun das System (L) iiberhaupt Lisungen, und ist z,,---, 2, ein Wert- 
system, welches (L) befriedigt, so ergibt der Multiplikationssatz der Deter- 


minanten fiir dieses Lésungssystem: 
é* A, 4, --4., | 


A, (11) (21) ---(m—11) 
(2) |RP=RR= 4, (12) (22) ---(n—12) 





A,_,(1 n—1) (2m—1)---(n—1n—1) | 
wo 


(kk) -> A, Ay; 5 (kj) -»> A, 45, (k,j =1,2,---,-n—1). 
i=1 i=1 
Die Determinante der rechten Seite von (2) werde mit H bezeichnet. 
Es ist sonach H reell und nicht negativ, und es folgt 
R=y VH, 
wo 4 eine GréBe vom absoluten Betrag 1 bezeichnet, und fiir YH der 
positive Wert genommen werden soll. Wenn also das System (L) iiber- 
haupt Lisungen hat, so ist H>O, und siimtliche Lésungen von (L) be- 
friedigen auch das lineare System 
aR @R @R ‘ 
(L,) Bm 5g, % + Gu, t+ 5g, UNH, 
1%, + Agee +-+-+ %,%,— A, (h=1,2,--,n—1). 
Ist umgekehrt H>0O, 7 eine beliebige GriBe vom Betrage 1 und 
Z,,°++,”, eine Lésung von (L,), so befriedigt sie auch (L). Denn aus 
(L,) folgt durch Multiplikation der Determinanten R und R 
(22 A, 4, ++:4; | 
}4, (11) (21) ---(w—11) 
H=RR = A, (1 2) (22) ere (n —12) ’ LLL =2,2,+~+4,£,, 
| A,_,(1m—1) (2n—1)---(n—1 <=) 
, 26° 
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und da nach dem verallgemeinerten Multiplikationssatz der Determinanten*) 
die Unterdeterminante 


(11) (21) --- (w—11) 
(12) (22) eee (n—12) ->e2F 


Oa, | 


(3) H, = 


| ‘ . “ i=1 
Gat ies—1)---@1s0e 
wegen der vorausgesetzten Unabhingigkeit der linearen Gleichungen von 
Null verschieden ist, so folgt aus der Definitionsgleichung (2) fir H 
LF, +-+++2,%,=—8, w.z.b. w. 
Die Systeme (L) und (L,) sind also gleichwertig, wenn H>0. Nun 
ist (L,) fiir jeden Wert von 7 lésbar, denn die Determinante 








@R OR |, aR 
On, Ox, OZ, io —_ n 
OoRGR OROR |e@R\2 
os -@., = — — eee ——— —=——_— = Pome = 
“1 ™~ : oa, 95, * i, om, aa, Me 
G11 %_19°°* ik 


ist positiv und von Null verschieden. 

Daher ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Lésbar- 
keit von (L) 

He0, 

und die allgemeine Lisung von (L) enthilt den einen willkiirlichen Para- 
meter » vom absoluten Betrage 1.**) 

SchlieBlich 14Bt sich die Lésung von (L) mit Combescure in folgende 
elegante Form setzen: 





aR @H_ oH _ 0H _ 
4 H,2,= pz _—. | eee . & ad 
(4) = aV @z;, 04, “1 Yas 0An—1 n—1i 


In der Tat folgen durch Zusammenfassung dieser Gleichungen mit den 
Faktoren a,, die letzten Reihen des Systems (L,) und durch Zusammen- 


fassung mit den Faktoren a die erste Reihe dieses Systems. 


*) Weber, Algebra I, S. 112; Kowalewski, Determinanten, 8. 72. 
**) Eine Ausnahme tritt nur ein im Falle H=0, der nur eine einzige Lisung 
von (L) liefert. 
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g 2. 
Ein spezielles System mit m — 2 linearen Gleichungen. 


Die Ergebnisse der vorigen Nummer sollen als Hilfsmittel dienen zur 
volistindigen Lésung eines speziellen Gleichungssystems, das im folgenden 
gebraucht wird: 

lm P+ [a Pt---+ [oP es 
Oh, M+, y+ --+a, =O, 


. 


(M) 


Gy 21% + Oy 9 9% t+ *> +4, 9,0, = 0. 

Das System enthalt also nur »— 2 lineare Gleichungen, die tibrigens 
wieder als voneinander unabhingig vorausgesetzt werden. 

Zur symmetrischen Lésung fiigen wir eine » — 1” Gleichung hinzu: 
(5) b, 2, + ba, +---+b,2, = B, 
wo mit b,,---,b, feste GréBen bezeichnet sein sollen, wihrend B eine 
Variabele ist. Alsdann bilden die Gleichungen (M) und (5) zusammen 
ein System der Form (L), wenn nur die b so gewahlt sind, daB von den 
n — 1-reihigen Determinanten der Matrix 


O, °°° Ge 
(6) 

G,-291 °° * Tan 

ae 


mindestens eine nicht verschwindet. Diese Bedingung ist immer erfiillt, 
wenn die 6 den folgenden Relationen unterworfen werden: 
(7) [P+ | P+---+/b,% =1, 
4410, + Gygbg +--+ +4,,5,=0 (k= 1,2,---,n—2). 
Bezeichnen wir nimlich mit B,,---, B, die »—1-reihigen Minoren 
von (6), sodaB 


| 
os 5 ns ts Os PS is T 
— : -_ 
B, = (— 1)**| ', 
| G91 °° * M241 M941’ Ute 
1b, ++ by Diss “-o'. 





und mit A,, die n—2-reihigen Minoren der Matrix der a, und zwar 


rr ee ee er Ye 


A, = A,,= (—1)'***?| 


? 





| By _94°** Uy _ 95-1 U9 541° Moe 1-941" G20! 
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so gibt der Multiplikationssatz der Matrizen nach (7) 


| (11) (12) --- (1m—2) 0 
2/3! . 





(n—2 1) (n—2 2)... (n—2n—3) 0 
a. | O --: 0 1 | 
| (11) (12) --- (An—2) | 
-| io: : |= SS 4nP>o, 
| (n—21) (n—23)---(n—20—2)| 
(kj) = Oy145, + AyyG,g +--+ + %,G,,. 
Wenden wir nunmehr das Verfahren des § 1 auf das System (M), (5) 


an, so ergeben sich wesentliche Vereinfachungen. Die Determinante H wird 
von den b unabhingig und erhilt den Wert 


|? 0 O° si 0 B| 

0 (11) (21) --- (n—2i) 0| 
(8) H-|: : | 
0 ee 2) ees -2).- -(n— = -2) 0 | 
iB 0 @ cee 0 1 


= (¢—|Bi)-TD\4ql = @ |B) H,. 


ite it = 2 0 O<1,2-.0-—-H,. -— - os wo — DR. 
0A, 0A,-1 oB 


Aus (8) folgt als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
Lésbarkeit der Gleichungen (M), (5) 


(9) |B\ Se. 
Ferner nimmt die Formel (4) die sehr einfache Gestalt an 


ot = 1 Ve—| |B? VA. + ot + BHD, 


= (— 19-4 Ve— |B? P VHy (0, Ag + bg Ay + > +» +O, Agent 
+b, ,:Aias +° 4,4, )-4 BE, 
Setzen wir also noch nach (9) 
B=é¥cos® und » =(—1)}"-'e9, 
so folgt schlieBlich ; 
(10) VH,#,— 
e[e? sin @ (b, A, + --- +0, Aj, +O, 4; Aggs + +5, Aig} HEY COs @V A, b)). 
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Die allgemeine Lisung des Systems (M) enthilt also drei Winkelgrifpen 
als Parameter. Man erhilt simtliche Lisungen, wenn man # zwischen 





0 und — g und w zwischen 0 und 22 variieren laBt. 


Fiihrt man noch die Festsetzung ein: A;,;=— 0, so folgt fiir (10) die 
abgektirzte Schreibweise: 


(10) VA,x, = e[ ee sin + > b Abr + &” cos VA,» |, 


r=1 
O<e<t, O05 [3] <2e. 


Die b sind irgendwelche feste GréBen, welche den Gleichungen (7) geniigen. 


§ 3. 
Spezielle Systeme mit weniger als n — 2 linearen Gleichungen. 

Ich will in Kiirze folgenden Satz beweisen, der eine Verallgemeinerung 
der Resultate des vorigen Paragraphen darstellt. Das volle Lisungssystem 
der n —m +1 Gleichungen 

[ey P+ fates t+ [ay 8 

(N) 1% > 2% errr} Tin™n =0, 
Gy i% TO ets + °°* FE a%e = 0, 
wo die linearen Gleichungen wieder als voneinander unabhingig vorausgesetzt 
werden, enthilt 2(m — 1) + 1 = 2m —1 Winkelgrifen als Parameter. Von 
diesen bewegen sich m—1 zwischen Null und —- m zwischen Null und 2x. 
Zu verschiedenen Wertsystemen dieser Parameter innerhalb der angegebenen 
Variabilitétsbereiche gehiren — mit sofort ersichtlichen Ausnahmen — auch 
verschiedene Lisungssysteme von (N). 

Wir fihren den Beweis der leichteren Schreibweise halber nur im 
Falle nm — 3 durch. Wir haben dann das System 

\% P+ late + [uP a; 
(N’) ~— + ery — =0, 
31%, + 4,_59% +--+ +4,_5,%, = 9. 
Wir fiigen die beiden Gleichungen hinzu: 
(11) b, a, + boa, +--- +b, 2, = B, 
C,2, + OMe +--+ +¢,2,=—C, 
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wo die b und ¢ wieder feste GréBen, B und C aber Variabele bedeuten, 
und wihlen die b und ¢ so, daB sie folgenden Gleichungen gentigen: 


aan) APH +IP=1, gy) late + lahat, 
G,,b, +---+4,b,=0 G0 +-+-+4,¢,=0 
(k=1,2,---,n—3); 
(12’) €,b, +---+2,b, —b,c,+---+ b,c =0. 


Solche GréBen b, ¢ kann man sich, wie leicht zu sehen, allein durch 
Lésung linearer Gleichungen verschaffen. 
Jetzt berechnet sich 





fe 0 ee. 0 B C| 
0 (11) --- (m—31) 0 0 
|. . —_ 

13 H= Sgiees 

”" rr then ‘a --(n—3n—3) 0 0 
5 0 1 0 
a4 : oes 0 0 1 

| (11) --- (w—371) 


=(e—|BP—|C})| 





(1n—3) --- (n—3n—3) 
~ (#—|BP—|C#) | 46-98 = (2 —|BP—|C) 
Hierin bedeuten A“~* die Determinanten » — 3" Ordnung der Matrix 


der a. GemiB der Unabhiingigkeit der linearen Gleichungen ist also 


=| A“-* |? von O verschieden, und die Bedingung fir die Lisbarkeit des 
Gleichungssystems (N’) ist 


(14) IBP+|Cp<e, 
Die Anwendung der Formel (4) gibt jetzt nach leichter Rechnung: 


VH,2,= 1 Ve —|BP—|Cf i= + VH, (Bb, + Cé,). 


Wir befriedigen die Ungleichung (14) in allgemeinster Weise durch 
den Ansatz 


B=: cos @, cos #,e*”, C = « cos @, sin 0, e'”; 


auBerdem wird, ahnlich wie — 4 = e'? gesetzt. Dann folgi 


(15) VH,«, = eles sin at 0%, od V H, cos #,(e'” cos #5, + ef sin O, a). 
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Labt man 9, ¥,, ¥ von O bis 22 variieren, so hat man den Winkel- 
funktionen der #,, #, nur positive Werte beizulegen. Diese Winkel sind 


also auf das Intervall zwischen 0 und * beschrankt. 


Umgekehrt: Wenn @,, 3, 9, ¥,, Y, und @,', o,', gy’, v,', v, zwei 
Wertsysteme innerhalb des angegebenen Variabilitiitsbereiches sind, dann 
definieren sie zwei verschiedene Lisungssysteme. Denn wiren die beiden 
Lésungen gleich, so wiire also 


e'? sin @, 2 05, Bs V H, cos #, (e'”: cos 0,5, + e'% sin ,2,) 


, OR 


= e'# sin, a, + V H, cos @,’ (e™' cos O,'b, + e'%' sin 8,'2,) 


fiir alle Werte von i. Durch Addition —  eiaeeds mit den Fak- 


toren b, bezw. c, erhilt man aber, wegen = 5. = 0 und > ix z= 0 
und wegen (12’), 


é™ cos #, cos #, = e*' cos #, cos O,’, 
e'” cos #, sin #, = e'%' cos #,' sin &,’. 
a 


Durch Ubergang zum absoluten Betrag, Quadrieren und Addieren ergibt 
sich hieraus #, = #,’ und dann die Gleichheit simtlicher tibriger Parameter, 
auBer in den trivialen Fillen, wo einer der cos oder sin Null ist, wo 
dann selbstverstindlich das zugehérige m oder y unbestimmt bleibt. 


Der Beweis ist vollstiindig analog fiir den Fall von » — m linearen 
Gleichungen. 


g 4. 
Die Enveloppenfliche E,. 


Ich stelle ohne Zusammenhang mit dem niichstfolgenden die Definition 
eines Begriffes voran, der im weiteren Verlauf vielfach auftreten wird, 
nimlich den des algebroiden Gebildes m*" Stufe im Gebiete von n kom- 
plexen Verinderlichen z,, x,,-- +, %,. 
n Potenzreihen-Entwicklungen der Form 


ty — 2° = Bi(Yy Yor > Ym) = Filly), 

(a) (m <n) 
z,— xy = B(%, Yor" **y Ym) — ¥,(y), 

wo die y,,---,y,, komplexe Parameter sind und die Potenzreihen fiir 


y, =-+++=y,, = 0 verschwinden, definieren ein Element eines analytischen 
Gebildes m‘** Stufe, wenn die m-reihigen Determinanten der Matrix 
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Ox, | Om, 
OU, CY, 
Ox, | O%y 
Um OYm 


nicht simtlich identisch in den y verschwinden.*) 

Sei nun X ein einfach zusammenhingender Bereich des (x)-Raumes, 
welcher den Punkt (z®) umschlieBt. Das durch das Element (a) definierte 
Gebilde m* Stufe heiBt innerhalb X algebroid, wenn sich zu jedem 
Punkt (z') von X, in dessen Nachbarschaft Fortsetzungen des Elementes (a) 
liegen, m Parameter — die wieder mit y bezeichnet werden sollen — so 
angeben lassen, daB die Koordinaten simtlicher Fortsetzungen von (a) in 
einer gewissen Umgebung von (') sich unter den Wurzeln eines alge- 
broiden Gleichungsystems befinden**): 


P (yet? +--+ +p (y) =0, 


x +p 
(A) 
xi" + pe (y)are—* + +--+ p™ (y) =0, 
wo die p(y) im Punkte (y) = (0) verschwindende Potenzreihen bezeichnen. 


Ich komme jetzt zu dem eigentlichen Problem. 
Im Raume von nm komplexen Veriinderlichen z,,---,2, grenzen wir 
ein einfach zusammenhiingendes Gebiet G ab. Wir nehmen an, daB in 
dem (z)-Raum eine Mannigfaltigkeit n — 2" Stufe verlauft, definiert durch 
eine Parameterdarstellung in » — 2 Veriinderlichen ¢,, ¢,,---, ¢ 


n—2 

(S) #= E(t), = Slt), --> #. = Salt); 

dabei sollen die € Funktionen sein, welche innerhalb eines Gebietes 7, 
des (¢)-Raumes regulir sind, und die siimtlichen der Mannigfaltigkeit (S) 
innerhalb G zugehérigen Punkte (£) sollen erhalten werden, indem die 
Parameter ¢ ein Gebiet 7 durchlaufen, das ganz im Innern von 7, ge- 
legen ist. Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraus- 
setzen, daB in jedem Punkt von G die Reihen €, nach jeder der Varia- 


*) Der Zusatz tiber die Funktionaldeterminanten ist nétig, damit sich die x 
nicht als Funktionen von weniger als m Variabelen darstellen lassen. Letzterer Nach- 
weis kann in besonderen Fallen auch anders erbracht werden, z. B. durch die Fest- 
stellung, daB es nur eine endliche Anzahl von Wertsystemen (y) gibt, die den gleichen 
Punkt (x) liefern. — Die Definition deckt sich inhaltlich mit der von WeierstraB 
herriihrenden (Werke III, 8. 97—103). Vergl. Enc. Math. Wiss. lI B 1 (Osgood), 8. 110. 

**) Poincaré, Thése, Paris 1879, 8. 4. 
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belen ¢, einen Konvergenzradius > 1 besitzen.*) Das Stiick der Mannig- 
faltigkeit (S), welches innerhalb G liegt, soll S genannt werden.**) 
Wir lassen das Zentrum einer 2n-dimensionalen Kugel 


(e) 4% —-&P+l4—&P+---+14.-8P—8 
sich itiber die ganze Mannigfaltigkeit S bewegen und konstruieren die 


Enveloppe dieser Kugeln. Sie soll die Enveloppenfliche E, zu S heiBen. 
Ihre Gleichungen sind die folgenden: 


ef ag On _ 
ai. (4, ey &) + at (4 — &) ellie Oty (2, rg 2) ee 0, 


(E) 


ot, 
7 


| 


tas 


(4-8) + 2-6) +--+ fe —8)— 


Zur Diskussion dieser Gleichungen gebrauchen wir die Matrix von 
n—2 Reihen und » Kolonnen 


a, abe 
ét, at, 
es, * by 
at, =-§ Pe 2 


Ihre n— 2-reihigen Unterdeterminanten nennen wir die ,,Funktional- 
determinanten » — 2“* Ordnung“ (oder kurz die ,,funktionaldeterminanten“), 
und zwar setzen wir speziell 


0g Oos-1 Osa Ob, -4 Obnas 6b, 
—_ — ie ot, at, ot, 
i i+k+1 : . ; ; ; 
A,—(— 1: Pl : 
| Ob O;-1 O8;44 ab, - 1 eas 0b, 
a mya “es pau 
| Ot,_¢ Ot,» Ot,_s ” Ot, 2 ot, _ 2 Ot,_¢ | 


Die A,, sind nicht simtlich identisch Null. Diejenigen Mannigfaltigkeiten des 
(¢)-Raumes, liings deren sie alle verschwinden, bilden daher héchstens eine 
endliche Anzahl algebroider Mannigfaltigkeiten héchstens » — 3" Stufe.***) 

Ich behaupte: Wenn in einem Punkt (£) die Funktionaldeterminanten 
nicht stimtlich verschwinden, dann ist in jedem zugehirigen Punkte (2) die 
Envcloppenflache regulir. 





*) Anwendung in § 6, 8. 401. 

**) Die Definition der S lieBe sich ohne wesentliche Anderungen der folgenden 
Entwicklungen verallgemeinern; man kann sie z. B. als innerhalb G algebroid voraus- 
setzen. 

***) Blumenthal, Math. Ann. 57, 8. 356—368. 
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Der Beweis folgt aus den Entwicklungen des § 2. In der Tat ist 
das System (e), (E) von der dortigen Form (M), wenn a,, = ae gesetzt 


wird. Die zu jedem Punkte (£) von S zugehdrige Mannigfaltigkeit auf 
der Enveloppenfliche hingt nach (10°) von 3 reellen Parametern ab und 
ist gegeben durch die Gleichungen 


oe r ‘ 1 
(F) 4.—-&= e| et# weg >b,A,, + e* cos 9b, |; 
4,, =9, A, = SS\4,,|', 


(F) JB P+---+1DP—1, Sd +--- + 5d, —0 
(k= 1, 2,---,n— 2). 

Es handelt sich nun darum, die Abhingigkeit der Enveloppen- 
punkte (z) von den S-Punkten (£) bezw. deren Parametersystemen (¢) zu 
untersuchen. Dazu bemerken wir zuerst, daB die b, infolge der Glei- 
chungen (F”) ja gleichfalls von den ¢ abhiingig sind, daB sich aber zu jedem 
Punkt mit nicht verschwindenden Funktionaldeterminanten solche b be- 
stimmen lassen, welche um den Punkt herum reguliire Funktionen der ¢*) 
sind. In der Tat geuniigen, wenn z. B. an dem Punkte eine der Determi- 
nanten A,, von Null verschieden ist, die Ausdriicke 





Ai: 4, 
"7 b = 0, b im — ———— »°**"*y b= i" 
(F’) * V>\4,! V4, 


r 





diesen Forderungen. Da nun, fiir H,+0, die Koeffizienten der Formeln (F) 
ebenfalls regulire Funktionen der ¢*) sind, so ist dasselbe auch mit den 
linken Seiten der Fall, womit der vorangestellte Satz bewiesen ist. Die 
Gesamtheit der reguliren Punkte der Enveloppenfliche ist abhingig von 
2n — 1 reellen Parametern, nimlich den 2x — 4 Real- und Imaginirteilen 
der ¢ und den drei Winkeln @, g, vy. 

Nun aber sind noch die Punkte der Enveloppenfliche zu bestimmen, 
welche Punkten (€) mit verschwindenden Funktionaldeterminanten zu- 
geordnet werden sollen. Dazu sind die Definitionsgleichungen (E) un- 
brauchbar, dagegen sehr brauchbar die (F), in welche fiir die b z. B. die 
Werte (F”) eingesetzt sind. Hiernach stellen sich nimlich die Differenzen 
z,— €, als Briiche dar, deren Zihler und Nenner regulire Funktionen der 
Real- und Imaginiirteile der ¢, bezw. Quadratwurzeln aus reguliren Funk- 
tionen sind. Die Singularitit der Punkte A,, = 0 besteht darin, dab hier 
die Zahler und Nenner gleichzeitig verschwinden. An solchen Punkten 
werden die Funktionen 2, ,unbestimmt“ in der Art, dab, wenn wir uns 


*) genauer: ihrer Real- und Imagin&rteile. 
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einem Punkte A,,—0 auf einem eindimensionalen analytischen Wege niahern, 
sie allemal in einen bestimmten Grenzwert tibergehen (einen bestimmten 
Wert ,annehmen“), der aber von einem Weg zum anderen verschieden ist. 
Aus Resultaten meiner Habilitationsschrift folgt, daB die Gesamtheit der 
an allen Unbestimmtheitspunkten angenommenen Wertsysteme (z) nur eine 
endliche Anzahl algebroider Mannigfaltigkeiten ausmacht, die von weniger 
als 2m — 1 reellen Parametern abhiingen.*) Wir rechnen daher diese an 
den Unbestimmtheitsstellen angenommenen Wertsysteme (z) der FE, zu 
und gelangen damit zu folgender vollstindigen Definition dieser Fliache: 

Die Enveloppenfliiche E, ist die Gesamtheit der durch die Gleichungen 
(e), (E) definierten reguliiren Punkte und ihrer Grenzpunkte. 


§ 5. 
Die Kanalfliche K,. 


Es sei wieder das analytische Gebilde S der Stufe » — 2 innerhalb 
G zm Grunde gelegt. 

Wir definieren als Kanalfliiche von der Weite « um S die Gesamt- 
heit K, der Punkte von folgender Eigenschaft: Jeder Punkt von K, hat 
von mindestens einem Punkt von S den Abstand «, von keinem Punkt aber 
kleineren Abstand.**) 

Im folgenden greifen wir zunichst einen zusammenhiingenden Teil S, 
von S heraus.***) 

Man zeigt dann leicht: Die Kanalfliéche um S,, K,(S,), ist eine stetige, 
2n — 1-dimensivnale Mannigfaltigheit. 

In der Tat konstruiere man um jeden Punkt (£) von S, die Kugel 
vom Radius ¢ 

[4 — GP +e +) e,— 87? = 8%, 
rechne in eine erste Klasse diejenigen Punkte, welche auBerhalb aller 
dieser Kugeln liegen, in eine zweite Klasse diejenigen, welche im Inneren 
wenigstens einer der Kugeln gelegen sind. 

Beide Klassen bilden zusammenhiingende Gebiete. Diejenigen Punkte, 
welche keiner der beiden Klassen angehéren, bilden die Menge K,(S,). 


*) Math. Ann. 58, S. 508—514. Dort finden sich auch genauere Angaben iiber 
die iibrigen hier herangezogenen Eigenschaften der Unbestimmtheitspunkte. 
**) Die Bezeichnung ,,Kanalfliiche“ iibernehme ich von Poincaré, der sie zuerst 
bei Mannigfaltigkeiten S von mn — 1** Stufe angewandt hat (Acta Math. 22, 8. 143). 
Originellen, nach anderer Richtung liegenden Gebrauch hat Minkowski von den 
Kanalfliichen gemacht (D. Math.-Ver. 9, 8. 115). 
***) § kann niimlich, als innerhalb G gelegener Teil einer in einem weiteren Ge- 
biete definierten Mannigfaltigkeit (S) (siehe Definition S. 386), aus mehreren getrennten 
Stiicken bestehen. F 








| 


390 Orro BromenrHat. 





Da jeder stetige Weg, der von einem Punkt der 2. Klasse zu einem Punkt 
der 1. Klasse fiihrt, wenigstens einen zu K,(S,) gehérigen Punkt enthiilt, 
so teilt K,(S,) das Gebiet G in ein Inneres (2. Klasse) und ein AuBeres 
(1. Klasse) und ist daher eine stetige 2n — 1-dimensionale Mannigfaltig- 
keit.*) Die ganze K, besteht daher aus einer Anzahl solcher Mannig- 
faltigkeiten. 

Ich vergleiche im folgenden die K, mit der Enveloppenfliche EF, der 
Kugeln vom Radius ¢, deren Zentrum auf der S gleitet. Es ist zuniichst 
ersichtlich, daB die EF, Punkte enthalten kann, welche der Kanalfliche 
nicht angehéren (siehe § 6). In der Tat kann die Enveloppenfliche sich 
durchsetzen (z. B. wenn die S sich selbst durchsetzt), wihrend dies bei 
K, nach Definition ausgeschlossen ist. Unser Hauptsatz aber ist die Um- 
kebrung: 

Jeder Punkt der Kanalfliche gehirt auch der Enveloppenfliche an.**) 

Dieser Satz ist darauf gegriindet, dab die S als analytisches Gebilde 
mit komplexen Koordinaten definiert ist. Er wiire nicht richtig, wenn 
die 2n reellen Koordinaten der S als 
analytische Funktionen von 2n—4 reellen 
Parametern definiert wiiren. 

Ein Gegenbeispiel wird durch die 
beistehende Figur geliefert, welche En- 
veloppe und Kanalmannigfaltigkeit einer 
Kurve S mit Spitze in der Ebene dar- 
stellt. In der Figur ist speziell die 
Kurve § = @?, 7 = & gezeichnet (die Weite 
der Kanalfliche ist «=1). Die En- 
veloppe besteht aus 2 zur Horizon- 
talen symmetrischen Asten, welche eben- 
falls Spitzen haben. Der Abstand dieser 
Spitzen der Enveloppe von der Spitze 
der S (welcher sie naimlich nicht ent- 
sprechen) ist aber kleiner als « In- 
folgedessen fallen fiir die Kanalkurve die sich durchkreuzenden Teile 





*) Mangels einer besseren Definition der 2m — 1-dimensionalen stetigen Mannig- 
faltigkeit lege ich hier diese zugrunde, welche sich an die Umkehrung des Jordan- 
schen Kurvensatzes in der Ebene anlehnt. Fir das Folgende gebrauche ich von der 
Aussage nur, daB sich die Umgebung eines Punktes der K, nicht durch weniger als 
2n—1 Parameter algebroid darstellen laBt. 

**) Dabei sehe ich natiirlich von denjenigen (deckelartigen) Partien der Kanal- 


_flliche ab, welche von den auf der Begrenzwng von G gelegenen Punkten der Ss 


herriihren. 
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der Enveloppe bis hinter die Spitzen weg, dagegen enthilt die Kanal- 
kurve noch einen wesentlichen, der Enveloppe fremden Bestandteil, nim- 
lich ein Stiick des Kreises vom Radius ¢ um die Spitze der S.*) 

Der Beweisgang fiir den aufgestellten Satz ist zuniichst folgender: 
Jeder Punkt P der K, liegt auf einer Kugel k, vom Radius ¢ um einen Punkt p 
der S, es darf aber sicherlich kein in der Nahe von p gelegenes Zentrum p’ 
geben, sodaB P im Inneren der um p’ beschriebenen Kugel k,’ liegt. Die 
sich hieraus ergebenden Bedingungen fiir den Punkt P erweisen sich bei 
allgemeinem p als identisch mit denjenigen fiir die Lage auf der Envelop- 
penfliiche. 

Sei zur Vereinfachung p der Punkt (£)=(0), dem auch (¢) = (0) 
entsprechen mége. P—=(z) liegt nur dann nicht im Inneren einer Kugel k, 
um einen dem Nullpunkt benachbarten Punkt p’ = (€) mit den Para- 
meterwerten (¢), wenn 

Ja, —6/ P +--+ |e. — €./? > 8’, 
oder 
(1) (26+ 7,6) 5 lia Ce (nbn + Zu bn) < 6 |? 5 dei fn |". 
Wir legen dann durch den Punkt (¢) = (0) einen ,,analytischen Weg“, indem 
wir die ¢ als Potenzreihen eines Parameters tr darstellen, etwa 


(2) t, = B,(e), 4 = P(e), -- +, te = B,_a(0), 
und wihlen den Punkt (€'), auf den wir die Ungleichung (1) anwenden, 
auf diesem analytischen Wege. Es sei also 


(2’) Co Sat! tees, ces baat +--+ (uw positiv ganz), 


wo mindestens eine der GréBen «;, von Null verschieden ist. Man setze 
t=o¢”. Dann folgt aus (1) fiir geniigend kleines 9 notwendig 


(3) (@, 4, +--+ + ,2,)e-*Y + (GZ, +--+ 0,2, )e"¥ £0 
fiir alle Werte von ~. Diese Ungleichung verlangt aber 
(4) @4,+°+-+¢,2,=0. 


Die Ungleichungen (1) bedingen also Gleichungen. 
Hieraus folgt, daB im allgemeinen die Kanalfliche mit der Enveloppen- 
fliche tibereinstimmen mu8. Denn setzen wir voraus, dab am Nullpunkt 


*) In der Zeichnung ist die Kanalmannigfaltigkeit stark ausgezogen, die weg- 
fallenden Partien der Enveloppe sind gestrichelt. Fiir freundliche Hilfe bei Herstellung 
der Zeichnung bin ich Herrn Walter Grotrian in Aachen zu Dank verpflichtet. Dab 
in diesem Beispiel die Dimension der S nur um 1 (statt 4) niedriger ist als die des 
sie enthaltenden linearen Raumes (der Ebene), ist fiir die Beweiskraft des Beispiels 
belanglos. 
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eine der Funktionaldeterminanten » — 2°" Ordnung der £; von Null ver- 
schieden ist, so kénnen wir als analytische Wege (2) insbesondere die 
Koordinatenwege wihlen, d. h. diejenigen Wege, auf denen alle ¢, mit 
Ausnahme eines einzigen ¢, (das dann die Rolle des Parameters r spielt), 
verschwinden. Infolge des Nichtverschwindens der Funktionaldeterminanten 
beginnen die Entwicklungen der £, nach den » — 2 Parametern ¢, mit 
den ersten Potenzen, und wir erhalten aus (4) die » — 2 linearen Glei- 
chungen 


Og + Og 4 > SP a we ®, 
é ét, Ot, 
4) : : 
Og 4 8 pa.  Obe 
a. + ri ” * cc . 


Dies sind aber genau die im vorigen Abschnitt aufgestellten Definitions- 
gleichungen (E) der Enveloppenfliiche. Alle Punkte der Kanalfliche, welche 
Punkten mit nicht verschwindenden Funktionaldeterminanten der Mannig- 
faltigkeit S entsprechen, gehiren also auch der Enveloppenfliiche an. 

Damit ist aber noch nicht bewiesen, daB sdmtliche Punkte der Kanal- 
fliche auch der Enveloppenfliche angehéren. Es ist dazu vielmehr noch 
der folgende Nachweis nétig: Die Punkte der Kanalfliche, welche Punkten 
der S mit verschwindenden Funktionaldeterminanten zugehiren, sind Grenz- 
stellen von Kanalflichenpunkten, an deren S-Punkten nicht alle Funktional- 
determinanten verschwinden. Diese letzteren Punkte der S, und auch der 
Kanalfliche, wollen wir iibrigens in der Folge zur Abkiirzung_,,reguliir“ 
nennen. 

Der Nachweis der angefiihrten Tatsache besteht in einer Dimensions- 
bestimmung. Wir werden zeigen, daB die Punkte der Kanalfliche, welche 
zu S-Punkten mit verschwindenden Funktionaldeterminanten gehéren, nur 
eine endliche Anzahl algebroider Mannigfaltigkeiten der Dimension 2 —3 
bilden. Da die Kanalfliiche selbst die Dimension 2” — 1 hat, so kénnen 
in ihr 2m — 3-dimensionale algebroide Gebilde nur als Grenzstellen auf- 
treten. 

Zur Einleitung der Dimensionsbestimmung bemerken wir folgendes: 
Wenn ein S-Punkt (§) — es sei wieder der Nullpunkt — so beschaffen 
ist, daB an ihm irgendwelche n — 2 Wegparameter 1,,---, 7,_, mit den 
zugehérigen Entwicklungen 


’ P 

oi =a, tH 5 -& =a, ti +++, 
af n~2 e n-2 
Gnas Poe Meet 











Tr = 


' av lhUrm 





Kanalflachen und Enveloppenflichen. 393 


bestehen, sodaB wenigstens eine der m — 2-reihigen Unterdeterminanten 
der Matrix der « von Null verschieden ist, so gehért zu diesem Punkte 
von S, ebenso wie zu einem gewdhnlichen reguliren Punkt, nur eine 
dreidimensionale Mannigfaltigkeit von Punkten der Kanalfliche. Diese 
Mannigfaltigkeit mu8B dann sicher aus Grenzstellen von reguliren Punkten 
der Kanalfliche bestehen, weil der betreffende S-Punkt ja bestimmt Grenz- 
stelle von reguliren S-Punkten ist, und die Dimension der Mannigfaltig- 
keit die gleiche ist wie die der zu den reguliren Punkten gehérigen 
Mannigfaltigkeiten. Diese Art von S-Punkten nimmt also den reguliren 
Punkten gegeniiber fiir unsere Frage keine Sonderstellung ein, sie sollen 
daher auch als reguliir bezeichnet werden. ,,Jrreguldr“ nennen wir also 
nur solche Punkte, an denen keine n — 2 Parameter der angefiihrten Art 
existieren. Diese Art Punkte ist also im folgenden zu behandeln.*) 

Da die Betrachtungen nicht ganz einfach sind, so nehme ich den 
niedrigsten Fall, in dem iiberhaupt irreguliire Punkte auftreten kénnen, 
den Fall » = 4 (zwei Parameter ¢,, ¢,), voraus. Er gestattet eine besonders 
einfache Behandlung, obwohl die wesentlichen Gesichtspunkte des all- 
gemeinen Falles bereits auftreten. 

a) Fallw=4. Der grundlegende Satz ist hier der folgende: Es 
gibt nur eine endliche Anzahl von irreguléren S-Punkten. 

Sei niimlich der Nullpunkt irregulirer Punkt. Wir gehen aus von 
einem beliebigen, aber bestimmten analytischen Weg durch den Null- 
punkt, dessen Parameter wir tr, nennen, und von den fiir diesen Para- 
meter geltenden Entwicklungen 


Gaye 


Wir nehmen an, daB «,, von Null verschieden ist. Ist dann t, der Para- 
meter irgend eines anderen analytischen Weges durch den Nullpunkt 
und sind 

Gy = ty ty + + 


die zugehérigen Entwicklungen, so fordert die Irregularitiit des Null- 
punktes jedenfalls die folgenden Bedingungen: 


(5) “1 “ilo; (i =2,3, 4). 
Oy, Me; | 


Um diese zu verwerten, wenden wir sie an auf eine unendliche An- 


*) Fiir den Fall eines Gebildes erster Stufe (Kurve), das mit einer Kanalfliche 
umgeben werden soll, gibt es tiberhaupt keine irreguliiren Punkte. In diesem Falle 
ist also die Identitét von Kanalfliche und Enveloppenfliiche schon bewiesen, also das 
Beispiel der 8. 390 im komplexen Gebiet bereits widerlegt. 
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zahl charakteristischer analytischer Wege. Diese erhalten wir aus den 
Puiseuxschen Siitzen, auf Grund deren sich die Gleichung 


&(4, ty) =0 


in der Umgebung des Nullpunktes lésen léBt durch eine endliche Zahl 
von Ansitzen der Form 


(6) t, = &, t, = B(E) — cb +0, , bet + =:9 Sy 
wo q und p ganze Zahlen sind, und die Potenzreihe in einer gewissen 
Umgebung von § =0 konvergiert. Wir greifen eine der Puiseuxschen 


Reihen heraus, bezeichnen mit 8,,(£) das endliche Polynom, welches aus 
$8(E) durch Abbrechen nach dem m+ 1% Gliede entsteht, also 


P,, (&) a c,§? 7. Sout, 
und bestimmen jetzt unendlich viele analytische Wege mit den Parametern 
E, &:,°°% &,,°** durch die folgenden Ansiitze: 
(6") = Er t= BulEm)- 

Setze ich diese Werte von ¢, und ¢, in €, ein, so beginnt die Ent- 
wicklung von £, nach £ mit einer Potenz §’, deren Exponent r,, mit 
wachsendem m beliebig wiichst. Denn die Entwicklung §, (&, $,,(&)) stimmt 
in einer mit m wachsenden Anzahl von Anfangsgliedern iiberein mit der 
Entwicklung §, (&, $(€)), welche identisch Null ist.*) 

Wir fiihren jetzt die Entwicklungen nach den Parametern £,, ebenso 


in die Funktionen §, £, €, ein. Wir erhalten konvergente Potenzreihen 
in &, und schreiben allgemein 


'.- "” e Hory ees hm i mets 
wo fiir jedes m mindestens eine der Zahlen »,{” von Null verschieden 
ist. Es ist also sicher s, <r,,, und zwar hiitten wir, wenn s,, < r,, wire, 
7°) — 0. 
Ich behaupte: Es ist s,—r,. In der Tat, fihren wir den Para 


meter &, als t, in die Bedingungen (5) fiir den irreguliren Punkt ein, 
so kommt 


a a: ] 
(5’) 11 li | son 
in” 
Wir wenden diese Gleichung an auf einen solchen Index i (+ 1), 
fiir welehen y{” nicht verschwindet. Da nach Voraussetzung «,,+0 ist, 
*) Der letzte Nachweis ist eigentlich iiberfliissig, denn die Koeffizientenbestim- 
mung der Puiseuxschen Reihen besteht gerade darin, daB durch das Polynom §,,(&) 


mit m-+ 1 Koeffizienten in der Reihe ¢, (&, §,,(€)) eine entsprechende Anzahl von 
Anfangskoeffizienten zum Verschwinden gebracht wird. Ich habe den Nachweis nur 
im Hinblick auf den spiiteren allgemeinen Fall gebracht. 








l- 


5) 





Kanalflichen und Enveloppenflichen. 395 


so verlangt die Gleichung (5’) notwendig »,™ +0. Also ist in der Tat 
fiir alle m: s,, —*r,,. 

Sonach verschwinden auch in den Entwicklungen der £,(i + 1) durch 
einen Ansatz (6") mit gentigend groBem m beliebig viele Anfangsglieder. 
Das heiBt aber, indem wir zu der Puiseux-Entwicklung (6) zuriickkehren: 
diese Entwicklung bringt auch die Funktionen §,, £, £ zum Verschwinden. 

Dieses Ergebnis liBt sich in dem Satz aussprechen: Wenn an dem 
als irregular vorausgesetzten Nullpunkt der Anfangskoeffizient «,, einer 
beliebigen Entwicklung der Funktion £, von Null verschieden ist, so sind 
die durch den Nullpunkt des (¢)-Raumes hindurchgehenden Nullmannig- 
faltigkeiten von £, zugleich auch Nullmannigfaltigkeiten aller iibrigen 
Funktionen §, £, £. 

Indem wir die willkiirlich herausgegriffene Funktion § durch ein 
beliebiges €, und den Nullpunkt durch einen Punkt (£°) ersetzen, kénnen 
wir auch sagen: 

Ist (€°) ein irregulirer Punkt der S, so gibt es im Rawme der (t) 
mindestens eine algebroide Kurve (Mannigfaltigkeit 1. Stufe), lings deren 
die Funktionen €, die konstanten Werte £° haben. Es entspricht also, anders 
ausgedriickt, dem irreguliiren Punkt im Raume der (t) als Abbild notwendig 
eine ganze Kurve.*) 

In diesem merkwiirdigen Resultat ist der Satz von der endlichen An- 
zahl der irreguliren Punkte enthalten. Denn nach Voraussetzung werden 
alle Punkte der S erhalten, wenn der Punkt (¢) im (¢)-Raume das end- 
liche Gebiete 7 durchléuft. Das vollstdndige Abbild jedes irreguliren 
Punktes im Innern von 7’ ist nun eine algebroide Kurve oder ein Stiick 
einer solchen. Da lings dieser Kurve die simtlichen £; konstante Werte 
haben, so gibt es in jedem ihrer Punkte eine Fortschreitungsrichtung 
di,, dt,, sodaB fiir alle Werte i = 1, 2, 3, 4 

rE dt + eat, = @. 
Daher sind lings dieser Kurven die siimtlichen zweireihigen Funktional- 
determinanten der Matrix 





0% Oh df ob 
Ot, Ot Ot, at, 
Of, 0% Gb Of 
Ot, Ot, ot, Ot, 


Null. Andererseits aber bilden die Verschwindungsstellen dieser Unter- 
determinanten innerhalb 7’ héchstens eine endliche Anzahl von algebroiden 


*) Der irregulire Punkt ist in der Sprache der algebraischen Transformationen 
ein Cremonapunkt. 





26* 
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Gebilden erster Stufe (Kurven). Daher gibt es erst recht nur eine endliche An- 
zahl von Kurven, lings deren alle ¢, konstant sind, daher nur eine endliche 
Anzahl] irregulirer Punkte auf S. Dies ist aber der zu beweisende Satz. 

Hiernach bestimmt sich die Dimension der den irreguliiren Punkten 
auf der Kanalfliiche entsprechenden Mannigfaltigkeiten folgendermafen: 
Der einzelne irregulire Punkt liefert eine lineare Gleichung (4), welcher 
die entsprechenden Kanalflichenpunkte zu geniigen haben. Die Mannig- 
faltigkeit dieser Punkte hiingt also, nach den Ergebnissen des § 3, von 
fiinf reellen Parametern ab. Da nur eine endliche Anzahl von irreguliren 
Punkten vorliegt, so bilden die diesen entsprechenden Kanalflaichenpunkte 
eine endliche Zahl algebroider Mannigfaltigkeiten 5. Dimension, wihrend 
die Kanalfliche selbst von 7. Dimension ist. 

b) Der allgemeine Fall. Wir betrachten wieder den Nullpunkt. 
Es mége eine ganze Zahl 9 (<—2) existieren von der Art, daB fiir jede 
Anzahl r>o von durch den Nullpunkt hindurchgelegten analytischen 
Wegen, deren zugehérige Entwicklungen die Anfangsglieder haben mégen 


b= % Tt ++: (i=1,2,---.n; k—=1,2,---,r), 
die Matrix 
yn °°° Gs 
(7) : 
Gy te Gn 


héchstens vom Range g ist, und es andererseits auch g Wege gibt, fiir 
welche der Rang @ wirklich erreicht wird. Wir nennen dann den Null- 
punkt irregulér vom Range o. 

Eine der nichtverschwindenden Determinanten von der Ordnung 9g sei 


| ' 
yy “*#e Oo | 


a a 


el ee 


Dann beweise ich folgenden Satz: Léngs jedes analytischen Weges durch 

den Nullpunkt des (t)-Raumes, lings dessen die @ Funktionen §,, -- -, , 

verschwinden, verschwinden auch alle iibrigen Funktionen §, ,1,-- +), 
Beweis. Es sei 


(8) t, = POE), & = PME), «++, tia = Pr-VE) 


ein analytischer Weg, lings dessen £, = --- = £ = O ist. DaB es iiberhaupt 
solche Wege gibt, soll spiter gezeigt werden. Wir bezeichnen, wie im Falle 
n=4, die mit dem m+ 1 Gliede abgebrochene Reihe $(£) durch 
$(€) und fahren unendlich viele analytische Wege ein durch die Ansiitze 


t = BO Em)» t= BOE), ++» bee = BR-MCE,,)- 
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Substituieren wir diese Darstellungen in die Funktionen §,,---, &, und 
nennen den Exponenten der niedersten Potenz von £,, welche in den Ent- 
wicklungen dieser Funktionen auftritt, r,,, so wichst r,, mit m iiber alle 
Grenzen. Der Beweis hierfiir ist genau derselbe wie bei n=4. Wir 
substituieren die gleichen Ansitze in die tibrigen Funktionen und schreiben 
die Anfangsglieder der Entwicklungen simtlicher €, in der Form 


Ge PS +---, 


wo fiir jedes m mindestens eine der GréBen y(”) von Null verschieden ist. 
Es ist zu zeigen, dab s,—r,,. Nehmen wir niamlich an, es sei 5, <7,,, 
so sind die GréBen y{”, ---, yy” simtlich Null. Sei dann yj” (j>@) von 
Null verschieden; wir stellen die zu den 9+ 1 Parametern 1,,---,1,, t,,1:=§, 
gehérige Matrix (7) auf; diese enthielte sicher eine von Null verschiedene 
Determinante 9 + 1** Ordnung, niimlich 


Os oce @&. G1; Gy, & Uy | 

.¢ ° : .@ Oy °° Oy 4 

: = . ° . | = vj : a | 

| es ig, Mor" Mog Meg | ee ee 
1 00 | 

%osia "Monte Moeny | Oo oO | ¢ ee 


Dies widerspricht aber der Voraussetzung, daB der Nullpunkt irregular 
von der Ordnung @g ist. Also ist s,—r,,, und daraus folgt, daB die 
Reihen (8) auch die Funktionen ,,,,---, ¢, zum Verschwinden bringen. 

Hieraus schlieBen wir weiter: Alle durch den Nullpunkt des (t)-Rawmes 
gehenden gemeinsamen Nullmannigfaltigkeiten der Funktionen §,,-- +, &, sind 
gleichzeitig auch Nullmannigfaltigkeiten der iibrigen Funktionen &) ,,--+, [q+ 

Vor allem ist zu bemerken, dab durch den Nullpunkt des (¢)-Raumes 
sicher gemeinsame Verschwindungsmannigfaltigkeiten der o(< — 2) Funk- 
tionen §,---,§ hindurchgehen, und zwar sind diese Mannigfaltigkeiten 
algebroid, in endlicher Zahl vorhanden und mindestens von der Stufe 
n— 2 —9.*) 

Jeder Punkt (¢’) dieser Mannigfaltigkeiten léBt sich nun mit dem 
Nullpunkt durch einen analytischen Weg verbinden, der ganz auf einer 
der Verschwindungsmannigfaltigkeiten liegt. Dies kann z. B. in folgender 
Weise geschehen. 

Der Punkt (¢’) liege auf einer Verschwindungsmannigfaltigkeit der 
Stufe s; die Koordinaten dieser Mannigfaltigkeit sind dann in gewisser 
Umgebung des Nullpunktes Wurzeln eines algebroiden Gleichungssystems 
in s Parametern 6: 


*) Blumenthal, Math. Ann. 57; siehe besonders §. 368. 
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+ F(a)? +---+ F2(0)=0, 
(9) : ; 
test + fy” (a) tes + + FET P(o) = 0. 


Pa-? 


Wir setzen voraus, daB (¢’) innerhalb des Konvergenzgebiets dieser Dar- 
stellung liegt und daB ihm das Parametersystem ¢,’,---, 6, entspricht. 
Setzt man dann 

q= 6,6, --- ,6,= 6,6, 


so gehen die Koeffizienten der Gleichungen (9) in Potenzreihen in £ iiber, 
und die simtlichen Wurzeln ¢,, 4,,---, ¢,.. der Gleichungen stellen sich 
als Puiseuxsche Reihen in £ dar. Wir greifen diejenigen Reihen heraus, 
welche fiir § = 1 die Koordinaten ¢, des Punktes (¢’) liefern, dann stellt 
die Gesamtheit dieser Puiseuxschen Reihen einen analytischen Weg dar, 
welcher ganz auf der Verschwindungsmannigfaltigkeit s** Stufe verliuft 
und durch (¢’) hindurchgeht. 

Wenden wir den letztbewiesenen Satz auf diesen Weg an, so folgt 
das angekiindigte Resultat tiber die Verschwindungsmannigfaltigkeiten. 

Zu einem beliebigen irreguliren Punkte iibergehend, sprechen wir 
folgenden zusammenfassenden Satz aus: Jedem irreguléren Punkte (§°) vom 
Range @ entspricht im Raume der t wenigstens eine algebroide Mannig- 
faltigkeit mindestens n — 2 — 9” Stufe, lings deren die Funktionen §, die 
konstanten Werte €,° haben. Mit anderen Worten: in irregulirer Punkt 
vom Range @ bildet sich im (t)-Raume auf algebroide Mannigfaltigkeiten 
mindestens n — 2 — 9" Stufe ab. 

Es ist weiter leicht zu beweisen, wie im Falle »=4, dab lings einer 
solchen Mannigfaltigkeit, auf welche sich ein irreguliirer Punkt abbildet, 
alle Funktionaldeterminanten » — 2“* Ordnung verschwinden. Denn es 
gibt in jedem Punkt dieser Mannigfaltigkeit eine ,,Richtung“ dt,, dt,,-- 
-+,dt,_, (sogar eine stetige Mannigfaltigkeit solcher Richtungen*)), sodab 

a. dh, + FE ty too + ra dt, ,—0 far alle i. 

Nun erfiillen im (¢)-Raume diejenigen Verschwindungspunkte simt- 
licher Funktionaldeterminanten, welche in dem der S entsprechenden end- 
lichen Gebiete 7 liegen, dort héchstens eine endliche Anzahl algebroider 
Mannigfaltigkeiten n — 5%" Stufe (oder Stiicke von solchen). Da in diese, 
nach dem Bewiesenen, die vollstiindigen Abbilder saimtlicher irregulirer 


*) Bei Beriicksichtigung ihrer Dimension ergibt sich, da8 lings der algebroiden 
Mannigfaltigkeit sogar alle Funktional-Unterdeterminanten der Ordnung e + 1 ver- 
schwinden. 
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Punkte der S, die doch innerhalb 7 Stiicke algebroider Mannigfaltigkeiten 
der Mindeststufe n — 2 — sind, eingebettet sein miissen, so folgt: 

Die Dimension der Menge aller irreguliiren Punkte vom Range o ist 
hichstens gleich der Dimension der Menge von algebroiden Mannigfaltig- 
keiten n —2— 0” Stufe, welche eine endliche Anzahl von algebroiden 
Mannigfaltigkeiten n — 3°" Stufe erfiillen. 

Auf Grund dieser Uberlegung laBt sich zeigen: Die Menge der 
irreguléren Punkte (§°) vom Range @ bildet hichstens eine endliche Anzahl 
von algebroiden Mannigfaltigkeiten 9 — 1 Stufe*). 

Hiernach aber schitzt sich die Dimension der Menge derjenigen Kanal- 
flichenpunkte, welche irreguliiren Punkten der S entsprechen, folgender- 
maBen ab: Die zu einem einzelnen irreguliren Punkt vom Range @ 
zugehérige Punktmenge auf der Kanalfliche hiingt von 2(n—o—1)+1 
= 2(m—) — 1 reellen Parametern ab (sieche § 3). Eine algebroide Mannig- 
faltigkeit @ — 1°" Stufe ist gegeben durch 2(9 —1) reelle Parameter. Daher 
ergibt sich als Maximaldimension der zu irreguliren Punkten 9“ Ordnung 
gehérigen Kanalflichenpunkte 


2(n— oe) —1+ 2(9—1) = 2n—3. 


Die Gesammtheit aller irreguliren Punkte liefert also zu der Kanal- 
fliche nur eine endliche Anzahl algebroider Gebilde 2» — 3" Dimension, 
welche demgemiB in der 2 — 1-dimensionalen Kanalfliche als Grenz- 
stellen reguliirer Punkte auftreten miissen, iibrigens auf der Kanalfliche 
keine Grenze bilden. Sie gehéren also sicher der Enveloppenfliiche an, 
womit unser Nachweis endgiiltig erbracht ist. 


§ 6. 
Enveloppenpunkte, die nicht der Kanalfliiche angehoren. 


Wir beschrainken uns bei der folgenden Untersuchung auf geniigend 
kleine Werte der Weite « der Kanalfliiche. Die genauere Beschrinkung 
wird weiterhin im Laufe der Betrachtung gewonnen werden. 


*) Der Satz ist zunichst nach gewdhnlichen Abzihlungsmethoden anschaulich. 
Der genaue Beweis allerdings erfordert erheblich schwierigere Betrachtungen aus der 
allgemeinen Eliminationstheorie, die ich in voller Strenge durchgefiihrt habe, aber 
hier nicht bringen will. Er kommt auf wiederholte Resultantenbildung auf Grund 
des WeierstraBschen Vorbereitungssatzes hinaus, und die Schwierigkeit besteht darin, 
in jedem Falle zu zeigen, daB die Bedingungen fiir Anwendbarkeit dieses Satzes er- 
fiillt sind Die Uberlegungen sind ganz iihnlich denen, die ich in meiner Habili- 
tationsschrift bei einem verwandten Problem benutzt habe. (Math. Ann. 58, 8. 510—514.) 
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Zur Abkiirzung setze ich 


(10) ) Dd \a-tl=b, 1, V Se -04, 


i=1 


sodaB also die Klammerausdriicke Entfernungen im (z)-Raume und (¢)-Raume 
bezeichnen. 


Wir fragen: Wie mu ein Punkt (€) auf der S gelegen sein, damit 


ihm ein Punkt (2) der Enveloppenfliche zugehirt, welcher nicht auf der 
Kanalfliche liegt? 


Es mu dann einen Punkt (£’) der S geben, dessen Entfernung von 
z kleiner als die Weite « der Kanalfliche ist. Wir setzen 


(11) [z, &]—<«, wihrend andererseits [z, £] =. 
Nun ist 
[4 ¢P—S\2-¢) — ) aS. 
= S\e— 6? + Sif 8 }-Sl@-OC -H+@-HC—d} 
_ [z, gP+ [g tT— { 2, & ¢}, 
wo die weitere Abkiirzung 
(4,6 €} = Il@—HeE-)+@-HE—-9) 
gebraucht ist. Und daraus folgt 
(12) [g, er — {z, g } =7—#& <0. 


Zur Diskussion dieser Ungleichung beweise ich: Sind mit (¢) und (¢) 


zu den beiden Punkten (€) und (£) gehérige Parametersysteme bezeichnet, 
so ist fiir alle Punkte (§) 


(13) {z, & &} <eC[t, ey, 


wo C eine Konstante ist. DaB andererseits {z, £, &} positiv ist, folgt so- 
fort aus (12). 


Zum Beweis unterscheiden wir zwei Fille: 
a) [t, 4] >We. — Dann ist der Sutz evident. Denn es ist sicher 
[g, ] <ée+ | 


(im Dreieck ist die Summe zweier Seiten gréBer als die dritte). Daher 
aus (12) 


(13°) (4,6 C) =[6 P+ 8&—y<4e8< ele, ey. 
b) [t,t’]<Ve. — Wir entwickeln £, in die Taylorreihe und schreiben 


n—-2? 
i —6— D> a t,) + %;- 
k=1 
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Dieser Ausdruck, in {z, §, ¢'} eingesetzt, ergibt 
(5, sr > {w -)(S#a=0)+@=0(F 


+2 (n@— 8) +7 — 6); 
(13”) {z, 68) =—2in@— —&) +F,(2,—&)}, 


(6, —¢))| 


at 


weil die erste anil des vorhergehenden Ausdrucks infolge der Glei- 
chungen (E) der Enveloppenfliche verschwindet. Um zu der Un- 
gleichung (13) zu kommen, bleibt nur iibrig, die Restreihen 7; nach 
gewohnlichen Methoden abzuschiitzen. Da der Konvergenzradius der 
Reihen €, fiir alle Punkte der S gréBer als 1 sein soll (vgl. S. 387), so 
bleiben alle Koeffizienten der Reihen r, fiir alle Punkte von G unterhalb 
einer Zahl A. Daher ist stets 


1, <AL(Z| 4 —4/P + (2-4) P +--4 


’ |\2 1 ’ 


Mit Hilfe einer leicht zu beweisenden Ungleichung, die fiir beliebige 
m positive GréBen p,, p.,---,P, gilt: 


(Pi + Py +++ + Pm)? Sm (p,? +p? +-+-+p5), 
folgt hieraus bei Einfiihrung der Entfernung [f, ¢’] 





= 4 2 1 . 
<A — 216 PA 
Wird also ¢ der Beschrinkung unterworfen, daB «<<; aCe im—y’ °° folgt, 
wegen [t,f] <YVé, 
\r,| << 2A(n — 2)[#, ¢7.. 
Um hiernach (13”) abzuschiitzen, benutze man die bekannte Unglei- 
chung 
| (a,b, + @,b,)| < VE\a,?2- Z/b, |. 
Sie liefert: 
(13”) {z,£, &} <2A(n —2)Vn elt, tf. 
Bezeichnet also C die gréBere der beiden Zahlen 4 und 24(n—2)Vn, 
so vereinigen sich (13’) und (13) zu der gesuchten Ungleichung (13). 
Mit dieser Beziehung nehmen wir noch eine weitere Umformung vor, 
mit Hilfe des folgenden Satzes, der den ganzen ferneren Entwicklungen 
wugrande liegt: (#) sei ein Parametersystem innerhalb 7 (vgl. S. 386), 
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dessen zugehdriger Punkt (£) innerhalb G liegt. Der Ausdruck te 2 hat, 
wenn (t) alle Punkte von T durchliuft, ein Minimum Q(t). 

Der Satz ist anschaulich einleuchtend, wir kommen auf den einfachen 
Beweis sofort zuriick. Zuniichst fiihren wir die Funktion Q(¢) in die 
Ungleichung (13) ein und finden: 


eC 
{2, g } < ea > ey. 
Dies in (12) substituiert, fiihrt zu dem SchluBergebnis 
pis... 22 


Zu Enveloppenpunkten, welche nicht der Kanalfliche angehiren, geben 
nur solche Punkte der S Anlaf, fiir welche 


(14) Qt) < VO ve. 

Dies ist das Hauptresultat; es handelt sich weiter darum, die Un- 
gleichung (14) geometrisch zu deuten und anschaulich zu machen. 

Wir fragen zuerst: Fiir welche Punkte der S ist Q(t) = 0? 


Die Betrachtung der Funktion von (?), aon als deren Minimum Q(¢)) 
definiert sein sollte, macht augenscheinlich nur im Punkte (¢’) = (é) 
Schwierigkeiten. In der Tat ist dieser Punkt ein Unbestimmtheitspunkt 
der Funktion, d. h. die Funktion niahert sich einer unendlichen Menge 
von Werten, wenn (¢’) auf verschiedenen analytischen Wegen gegen (f) 
geht. Diese Wertemenge ist aber, wie leicht zu sehen, selbst stetig 
(genauere Untersuchung zeigt sogar |vgl. 8. 389], daB sie algebroid ist). 
Daher ist zuniichst der Schlu8 auf die Ezistenz des Minimums Q(¢) ohne 
Bedenken. 

Wenn nun Q(¢) = 0 sein soll, so sind zwei Fille zu unterscheiden: 
a) Der Wert 0 gehért zu der Wertemenge, welche is 4 im Punkte 
(t’) = (#) selbst hat; b) er gehért nicht zu dieser Wertemenge. 

Um den Fall a) zu untersuchen, bilde ich [be &) 


[t, ¢] fiir Systeme (¢) in 
der Nachbarschaft von (¢). Es ist 
(15) [g, cP =| v— f |? 
<> (Ze -)+ 26-0 +--+ Gt y} tf 
ét, . . Ot, ot se sis . 





wo die nicht geschriebenen Glieder von héherer Ordnung sind. Hieraus 
folgere ich, daB der Fall a) nur in solchen Punkten eintritt, in denen siimt- 
liche Funktionaldeterminanten n — 2" Ordnung verschwinden. Um den 
SchluB streng zu machen, benutze ich folgenden Satz iiber lineare Formen, 








—_— 


———— ON OS 
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der meines Wissens bisher nicht bekannt ist, und dessen Beweis ich 
Herrn Furtwingler verdanke*): 
Gegeben n(>m) voneinander unabhiingige lineare Formen in m Un- 
bekannten : 
ik i 


fa = %q1% peeve + Gym Lm + 


Bezeichnet allgemein D™) eine der m-reihigen Unterdeterminanten der Koef- 
fizientenmatriz, so ist fiir alle Wertsysteme x,, %,,--+, X,, stets 


P+ lab te + IAP >SIDe RSA) (alt +--+ lanl 


wo 
s =>) aul. 


isl k=l 


Wenden wir diesen Satz auf die Entwicklung (15) an, in der die 
Glieder héherer Ordnung weggelassen werden, so folgt in allen Punkten 
mit nichtverschwindenden Funktionaldeterminanten 


Ma pr zeus) > DS lsh 


d. h. der Fall a) kann an solchen Punkten nicht eintreten. 

Dagegen ergibt umgekehrt eine leichte Abinderung des Furtwingler- 
schen Verfahrens, daB an allen Punkten, an denen die saimtlichen Funk- 
tionaldeterminanten verschwinden, der Fall a) stattfindet. 

Im Falle b) ist daher eine der Funktionaldeterminanten von Null 
verschieden. Es gibt dann eine diskrete Menge von Werten (¢), welche 
den gleichen Punkt (&) liefern; die S hat Selbstdurchsetzungen (Selbst- 
beriihrungen) und der Punkt, fiir welchen Q(t) = 0 ist, gehdrt gerade 
einer Doppelmannigfaltigkcit an. 

Zusammenfassend haben wir also: Die Punkte der S, an denen Q(t) =O 
ist, liegen entweder auf Doppelmannigfaltigkeiten, oder auf Verschwindungs- 
mannigfaltigkeiten der Funktionaldeterminanten. 

Man beweist iibrigens leicht, dab die Doppelmannigfaltigkeiten der 
S im Gebiete G nur eine endliche Anzahl algebroider Mannigfaltigkeiten 
sind, und daB sich in jeder dieser Mannigfaltigkeiten nur eine endliche 
Anzahl von Zweigen der S treffen. 


*) Siehe die anschlieBende Note: Ph. Furtwingler, Uber das Minimum einer 
Quadratsumme linearer Formen. 
**) Wegen der Bezeichnungen vergl. S. 387. 
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Um ferner diejenigen Bereiche der S zu gewinnen, fiir welche Q(t) <6 
ist, fihre ich folgende Ausdrucksweise ein: Ein Streifen der Breite 3 
um eine algebroide Mannigfaltigkeit M auf S ist die Gesamtheit derjenigen 
Punkte (£), welche von mindestens einem Punkte (£') der M eine Ent- 
fernung [£, ¢*] <d haben. 

Es besteht dann der Satz: Bei geniigend kleinem o liegen alle Punkte, 
fiir welche Q(t) <6, in beliebig schmalen Streifen wm die Mannigfaltig- 
keiten Q = 0. 

Angenommen nimlich, es giibe fiir beliebig kleines o Punkte, welche 
einen Abstand >0d von allen Mannigfaltigkeiten Q@—0O haben, so sei 
6,, 5,*-*,6,,--+ eime Reihe von gegen Null gehenden Gréfen. Dann 
bestiinde eine Reihe von Punkten (£), (£”),-- -, (€”),-- +, sodaB Q(#) —o,, 
und auBerdem alle diese Punkte von den Mannigfaltigkeiten Q= 0 um 
mehr als é entfernt wiren. Dies ist aber nicht méglich, weil die Punkte (¢“) 
sich einem Grenzpunkt (Z) nihern, an dem wegen der Stetigkeit der 
Funktion Q(¢) auf S notwendig Q@=0 sein muB. 

Setzen wir 6 = VcVe, so folgt nach (14) schlieBlich: Die Punkte 
der S mit zugehdrigen Enveloppenpunkten, die nicht der Kanalfliche an- 
gehiren, liegen bei geniigend kleiner Weite « in beliebig schmalen Streifen 
um die Doppelmannigfaltigkeiten und die Verschwindungsmannigfaltigkeiten 
der Funktionaldeterminanten, also um eine endliche Anzahl algebroider 
Mannigfaltigkeiten hichstens n — 3°" Stufe. 

DaB andererseits in solchen Streifen wirklich Punkte der S ohne zu- 
gehérige Kanalflichenpunkte auftreten kénnen, beweist das Beispiel der 
Figur auf 8. 390. 

Beliebig schmale Streifen der S liefern auch auf der Enveloppen- 
fliche beliebig schmale Streifen, daher: 

Fiir geniigend kleine Werte unterscheiden sich Enveloppenfliiche E, und 
Kanalfliche K, nur um Gebiete von beliebig geringer Gesamtausdehnung.*) 








*) Dieses Resultat hat schon Poincaré (Acta Math. 22 (1898), S. 148), der es auf 
Grund einer anderen Darstellung der S gewinnt. 
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Uber das Minimum einer Quadratsumme linearer Formen. 
Von 


Pu. FurtTwAnGuer in Bonn. 


Es seien » lineare Formen mit reellen Koeffizienten der m reellen 
Variabeln x; (n >m) 


(1) fe = 42% facie Onjk®m (k= 1,2,-++,m) 
gegeben und in der zugehérigen Matrix 
(2) |a,,| 


sei wenigstens eine von Null verschiedene m-zeilige Determinante enthalten. 
Wir betrachten dann die Quadratsumme der /f, 


(3) F=f} 
k=1 
und stellen uns die Aufgabe, eine untere Grenze fiir das Minimum von 
F zu finden, wenn fiir die Variabeln die Bedingung 
(4) i i te 
vorgeschrieben ist.*) 
Wir denken uns zu diesem Zweck durch eine lineare orthogonale 


Substitution die Form auf ein Aggregat der Variabelnquadrate trans- 
formiert. Nennen wir die neuen Variabeln &,,---,&,, so mége J’ tiber- 


gehen in 
(3) AEP t+ Agha? + +--+ Aner, 
wo die 4, positive GréBen sind, die wir so geordnet annehmen kiénnen, dab 


4, 24 >--- D4, 
Die Gleichung (4) geht wegen der Orthogonalitit der angewandten Sub- 
stitution in 
(#) EP+---+8S—1 


iiber. 


*) Diese Problemstellung ist durch die vorhergehende Arbeit des Herrn 0. Blumen- 
thal veranlaBi (vgl. S. 403). 
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Das Minimum von F ist nun offenbar 4,,, das fiir das mit (4’) ver- 
trigliche Wertsystem &, = §&, —---=£& ,—0, &,—1 angenommen wird. 
Es kommt deshalb darauf an, eine untere Grenze fiir die GréBen A zu 
finden. 


Schreibt man die Form F in der Gestalt 


(5) F ->'> G5, Ui, (a5, = c,), 
k=l i=l 


so sind die 4, bekanntlich die Wurzeln der Gleichung: 


a,,—4 “*-. a 


| mi 
(6) on me Ont | 0 
' lm 3 m ar Gag 4 
oder 
(7) Am — b,4™- 1+ D,A™- 7 + --- +0, =—0. 
Setzt man 


(8) D> tuns 
A) 
und bezeichnet eine beliebige der in der Matrix |a,,| enthaltenen m-zeiligen 
Determinanten mit D,, so folgt durch Vergleichung von (5) und (3) 
b, = 8, 
b= SD} 


Es gelten daher fiir die /; die Gleichungen 
Atiagt::-+4,=s8, 


A, dy +++ d= > D?. 
e 
Aus der letzten Gleichung folgt ‘ 


rid de 
i) ee J _W 
wo Max. (4,4, ---4,,_,) das Maximum cada welches das Produkt 


A,4g-+-+4,,-; amnehmen kann. Aus der ersten Gleichung (10) ergibt 
sich aber 


(9) 


(10) 





*) DaB sich die Determinante |a,,| in der Gestalt SD; darstellen 1a8t, ist 
(a 


ein bekanntes Determinantentheorem, das auch in der Methode der kleinsten Quadrate 
Verwendung findet. 
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(12) AtAgte-+ +4, _,:=8—4,; 


es ist demnach, da die 4, reelle positive GréBen sind, 


—j \m-1 
(13) Max. (4,4, ---4,,_,) < (= *) ; 
und somit folgt aus (11): 


(14) | 4,2 (252) > Dp. 


(9) 


Da 4,, sicher gréBer als Null ist, so ergibt sich aus (14): 
(15) 4, >(*=)""" > Dp. 


(3) 
Damit ist eine untere Grenze fiir das Minimum von F gefunden. 

Die Untersuchung gilt natiirlich fiir eine beliebige positive definite 
quadratische Form, wenn man unter s die Summe der Koeffizienten der 
Variabelnquadrate versteht und an Stelle von D;? die Determinante D 

(9) 
der betrachteten Form setzt, was im folgenden geschehen soll. 

Will man die gefundene Grenze noch verschirfen, so kann man auf 
der rechten Seite von (14) an Stelle von 4,, die rechte Seite von (15) 
setzen, was offenbar zu einer scharferen unteren Grenze fiir das Minimum 
von F fihrt. Setzt man dies Verfahren ad infin. fort, d. h. bildet man 

U= lim Mi» 
(16) “sii tial 
Hi41 =D (7) » Mo =9, 
so ergibt sich, wie wir zeigen wollen, der genaue Wert U der unteren 
Grenze fiir das Minimum von F, wenn man nur seine Abhingigkeit von 
s und D in Betracht zieht. 

Damit zu zwei gegebenen positiven Werten s und D iiberhaupt posi- 
tive definite quadratische Formen von m Variabeln gehéren, miissen die 
Gleichungen 
(17) A, tagt::'+4,=8, 

A,4,--+4,=D 
durch positive Werte 4 befriedigt werden kénnen; dazu ist notwendig 
und hinreichend 


(18) D<(=)". 


DaB die Ungleichung (18) notwendig ist, ist evident; daB sie auch hin- 
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reicht, zeigt man auf folgendem Wege. Ist (18) erfiillt, so werden auch 
die Gleichungen 


(19) (m— 1)4,+ An = 8; 

ym-14 = D, 
die aus (17) durch Gleichsetzen von 4,, A,,---,4,,_, entstehen, durch 
positive Werte 4,, 4,, befriedigt werden kénnen. Denn aus (19) folgt 


m—1\m-1 
(20) i, D ‘ = i.) 
Setzt man also 


und laBt fiir die u, die Beziehungen (16) gelten, so folgt mit Hilfe von 
(18), daB die uw, den Betrag ~ nicht tiberschreiten und eine wachsende 
Zahlenfolge bilden. Der lim m, existiert daher, und der Wert (21) liefert 


eine Lésung von (20). Berechnet man den zugehérigen Wert 1, aus (19), 


so folgt offenbar, da 4,,< =, daB 4, >4,, ist. Das bedingte Minimum 
der Form 

A (p+ +++ + 1) + Amen 
erreicht daher die angegebene untere Grenze, wenn A, und 4,, die Be- 
ziehungen (19) und (21) befriedigen. 

Setzt man speziell s =m, d. h. ist der Durchschnittswert der Koef- 
fizienten der Variabelnquadrate gleich 1, so folgt leicht, daB das Minimum 
gréBer als 2 ist. 

Zusammenfassend kénnen wir sagen: 

Ist eine positive definite quadratische Form von m Variabeln vorgelegt 
und die Bedingung vorgeschrieben, dap die Swmme der Variabelnquadrate 
gleich 1 sein soll, so ist das Minimum der Form nicht kleiner als 
Czy 


8 


wo s die Summe der Koeffizienten der Variabelnquadrate und D die Deter- 
minante der Form bedeutet. 
Der genaue Wert der unteren Grenze U fiir das Minimum, wenn man 
nur seine Abhiingigkeit von s und D beriicksichtigt, ist 
U= lim Hy 


wo 





m—1\m—-1 
tui = D (P=) >» Hy=0 
zu setzen ist. 








SS 
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Ist die quadratische Form in der Gestalt 


F->'7 


k=1 
gegeben, wo die f, reelle Linearformen sind: 
rd hy = 42%; tet On hy, (k=1,2,-++,m), 
80 wir 
s= > ai, und D= >'Dj, 


(i) (i) 
wo D, siimtliche m-zeiligen Determinanten der Matrix |a,,| durchléuft.*) 


*) Der analoge Satz gilt fiir lineare Formen mit komplexen Koeffizienten, wenn 
F=S\f,\*, s=S|4,,|", D= S| D,|* gesetat wird. In dieser Form wird der 


y 
Satz von Herrn Blumenthal benutzt. 
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Uber die Bewegung eines starren Korpers, der ohne Gleitung 


§ 1. 
§ 2. 
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§ 4. 
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§ 12. 


auf einer beliebigen Flache rollt. 
Von 


P. Woronerz in Kiew. 
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§17. Die Bewegungsgleichungen in speziellen Fiillen. Partikulire Lisungen 
der Bewegungsgleichungen 


Die wenigen partikuliren Lésungen des Problems der rollenden Be- 
wegung eines starren Kérpers auf einer gegebenen Fliche, die bis jetzt 
untersucht sind, beziehen sich hauptsichlich auf zwei spezielle Fille. Es 
wird entweder die rollende Bewegung einer starren Kugel auf einer be- 
liebigen Flaiche*) oder die rollende Bewegung eines beliebigen starren 
Kérpers unter der Wirkung der Schwere auf einer Ebene**) behandelt. 

In der vorliegenden Arbeit soll nachgewiesen werden, daB die meisten 
Resultate, die bei der Behandlung des erwaihnten zweiten Problems erreicht 
sind, sich leicht und fast ohne Einschrinkung auf das allgemeinere Problem 
der rollenden Bewegung eines starren Kérpers auf einer Kugel erweitern 
lassen. Hierbei wird die Schwere durch eine Kraft ersetzt, die vom 
Schwerpunkte des Kérpers zum Zentrum der Kugel gerichtet ist und nur 
von der Entfernung dieser beiden Punkte voneinander abhiingt. 

Die Untersuchungen tiber dieses Problem bilden den Inhalt von 
Kapitel IIL. 

In Kapitel IV werden die Bewegungsgleichungen eines starren Kérpers, 
der ohne Gleitung auf einer beliebigen Fliche rollt, entwickelt und einige 
einfache partikulire Lésungen derselben angegeben. 

Die beiden ersten Kapitel***) kénnen als Einleitung in die beiden 
eben genannten angesehen werden. 


*) Dieses Problem wird in den griéBeren Lehrbiichern der Dynamik, z. B. bei 
Routh (The advanced part of a treatise on the dynamics of a system of rigid bodies, 
Chap. V) recht ausfiihrlich besprochen. Vergl. auch die interessante Dissertation von 
Fr. Noether, Uber die rollende Bewegung einer Kugel auf Rotationsfliichen, Miinchen 1909 

**) Uber die hierauf beziigliche Literatur vergl. Enc. math. Wiss. IV 6 (P. Stickel), 
Elementare Dynamik der Punktsysteme und starren Kérper, Nr. 38. 

**) Vergl. auch meine russischen Abhandlungen: Uber die Bewegungsglei- 


27° 
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Kapitel I enthalt einige Sitze aus der Kinematik der rollenden Be- 
wegung. Diese Siitze werden verwendet, um mittels der C. Neumannschen*) 
Koordinaten die Projektionen der momentanen Winkelgeschwindigkeit des 
rollenden Kérpers auf die mit dem Kérper fest verbundenen Achsen zu 
bestimmen. 

In Kapitel II wird eine Methode zur Aufstellung der Bewegungs- 
gleichungen nicht holonomer Systeme (ohne die Euler-Lagrangeschen 
Multiplikatoren) angegeben, die der Hamiltonschen Methode fiir holonome 
Systeme insofern analog ist, als man zur Aufstellung der Bewegungs- 
gleichungen nur Differentialausdriicke erster Ordnung als Funktionen der 
unabhingigen Geschwindigkeiten zu berechnen hat. Nur ist bei nicht 
holonomen Systemen die Anzahl dieser Ausdriicke gréBer: zu den Aus- 
driicken fiir die Kraftefunktion und fiir die lebendige Kraft treten noch 
solche fiir so viele Impulse hinzu, als nicht holonome Bedingungsglei- 
chungen vorhanden sind. 


Kapitel 1. 


Kinematische Untersuchungen tiber die rollende Bewegung 
eines starren Korpers auf einer gegebenen. Flache. 


§ 1. 
Einleitende Bemerkungen. 


In den vorliegenden Untersuchungen itiber das Problem der Bewegung 
eines starren Kérpers, der ohne Gleitung auf einer gegebener Fliche S, 
rollt, sind zu den Koordinaten des Kérpers nach C. Neumann**) folgende 
GréBen gewiihlt: die GauBschen Koordinaten u und v des Punktes M auf 
der Oberfliche S des Kérpers, in welchem die Fliche S die Fliche 8, 
bertihrt, die GauBschen Koordinaten u, und v, desselben Punktes M auf 
der Fliche S, und der Winkel #, den die Koordinatenlinie v = const. mit 
der Koordinatenlinie u, = const. im Punkte M bildet. 

Wir denken uns ein orthogonales Kourdinatenachsensystem Ozyz mit 
dem Kérper fest verbunden, bezeichnen mit w und @ die Geschwindigkeit 


chungen nicht holonomer Systeme, Moskau math. Sammlung 1902, und Die Be- 
wegungsgleichungen eines starren Kérpers, der ohne Gleitung auf einer ruhenden 
Ebene rollt, Kiew Univers.-Nachrichten 1903. 

*) C. Neumann, Grundziige der analytischen Mechanik, Leipziger Berichte 1899. 
Vergl. auch Vierkandt, Uber gleitende und rollende Bewegung, Monatshefte fiir Math. 
und Physik, 3 (1892). 

**) ibid. 
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des Koordinatenursprungs 0 und die momentane Winkelgeschwindigkeit 
des starren Kérpers und stellen uns die Aufgabe, die Projektionen k, 1, m; 
p.q,7 der Vektoren w und @ auf die z, y, z-Achsen durch die Neumann- 
schen Koordinaten u,v, #, u,,v, und durch die Differentialquotienten 
it, +, #, u,, v, derselben nach der Zeit ¢ auszudriicken. Dazu haben wir einige 
einfache Siitze und Formeln aus der Flichentheorie nétig, die wir in den 
folgenden Paragraphen nach der Methode von Lord Kelvin (W. Thomson) 
und P. Tait*) ableiten wollen. Hierbei werden wir folgende Bezeich- 
nungen benutzen. Die Fundamentalgréfen erster und zweiter Ordnung**) 
einer Fliche S, die durch die Gleichungen 
r= 2(u,v), y=y(u,v), = 2(u, v) 

gegeben sein midge, bezeichnen wir mit E, F, G; D, D’, D’. In jedem 
Punkte M der Fliche S denken wir uns ein Achsensystem Muon gezogen, 
dessen u, v, n-Achsen mit den positiven Richtungen der Linien u(v—const.) 
und o(u=const.) und mit der Normale » zu S in M zusammenfallen. 
Die positive m-Achse mége in bezug auf die u- und v-Achsen so gelegen 
sein, wie die z-Achse in bezug auf die z- und y-Achsen.***) Die neun 
Kosinus der Winkel der u,v, n-Achsen mit den 2, y, z-Achsen bezeichnen 
wir mit «,a’,---,y”. Wir haben dann‘): 


1 02 1 dz Oy dz as ay) 
(1) = vE ou’ b= — Hoen- au de)? (H-+VEG—F*) 


§ 2. 
Volle Biegung, reine Biegung und Drillung. 


Auf der Fliche S sei eine Kurve LZ gezogen und M und M, seion 
zwei unendlich nahe Punkte auf L. Wir legen durch die Punkte M und 
M, Tangentenebenen 7’ und 7, und bezeichnen mit Ae den unendlich 


*) Thomson and Tait, Treatise on Natural Philosophy, vol. I, part. I, art. 110 u. f. 
In erweiterter Form bei Souslow, Uber das Rollen einer Fliche auf einer anderen, 
Kiew Univers.-Nachrichten 1892, und in meiner Abhandlung, Die Bewegungsglei- 
chungen eines starren Kérpers, der ohne Gleitung auf einer Ebene rollt, Kap. IV, 
ibid., 1903. 
**) Stahl und Kommerell, Die Grundformeln der allgemeinen seen 
1898, Form. (4) §1 und (1) §2. 
***) Die positive z-Achse soll stets so gelegen sein, daB die positive wen bei 
einer Drehung um die positive z-Achse im Sinne der Bewegung des Uhrzeigers um 








den Winkel - mit der positiven y-Achse zum Zusammenfallen gebracht wird. 


+) ibid. Form. (22) und (23) § 1. 
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kleinen Winkel zwischen 7 und 7, und mit As die Linge MM, der 
Kurve L. Auf der Schnittlinie der Ebenen 7' und 7, tragen wir die 
Lange Ae: As in einer solchen Richtung auf, daB diese Strecke in bezug 
auf die Normalen n, und » in M, und M so gelegen ist, wie die z-Achse 
in bezug auf die z- und y-Achsen. Lassen wir nun den Punkt YY, sich 
langs L dem Punkte M bis zum Zusammenfallen nihern, so erhalten wir 
auf diese Weise einen Vektor 2, den wir die volle Biegung der Fliache § 
im Punkte M in der Richtung / nennen wollen. 

Es ist klar, daB bei der rollenden Bewegung der Flache S auf der 
ruhenden Ebene 7’ lings der Kurve I der Vektor 2 die Komponente der 
momentanen Winkelgeschwindigkeit der Flache S in der Ebene 7’ be- 
deutet, wenn diese Winkelgeschwindigkeit so, wie bei G. Darboux*), auf 
die Langeneinheit bezogen ist. 

Bezeichnen wir mit y, 7’, y” und y»,, 7,', y,” die Kosinus der Winkel 
der Normalen n und m, mit den Koordinatenachsen der 2, y, z, so sind 
die Projektionen des Vektors 2 auf die x, y, z-Achsen 


1 , ” “? ’ 
2.= As (nv —”n YY), 


Setzen wir hierin 


dy du , dy dv 
na=vt (se ast a0 ae) S840 


ein und lassen As gleich Null werden, so ergibt sich 

an (Era) Gla) 
Nun ist aber, wie bekannt**), 

H? # _ (FD —GD)* + (FD—-ED)&, 


é 7 ae n~@ , vr 7) 
=! = (FD’— GD’) + (FD'— ED") =, 


sodaB nach (1) 


H:9,~ (Di —E) tt + (Div) 


(2) 
wird. 


*) Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, L. V. 
**) Stahl und Kommerell, Formel (6) § 2. 








ler 


ce] 





Rollbewegung eines starren Kérpers. 415 


Die Projektionen des Vektors 2 auf die Richtungen u und v sind 
also nach (1) gleich 


Rw ni [(DFP- DE) +(W'F-D'E)S, 
(3) 1 du dv 
Q,= aye — DF) 5+ (D'G@— DF). 

Wir zerlegen nun die volle Biegung Q in zwei Komponenten: 2, in der 
Richtung der Kurve ZL und Q, in der zu s senkrechten Richtung p. Q, 
wollen wir die reine Biegung und Q, die Drillung der Fliche S in M in 
der Richtung LZ nennen. 

Geometrisch ist es klar, daB die reine Biegung 2, der Kriimmung 
des normalen Schnittes der Fliche S im Punkte M in der Richtung L 
gleich ist. Um die Drillung Q, zu interpretieren, ziehen wir durch M in 
der Richtung L eine geoditische Linie, d. h. eine Kurve, deren Kriimmungs- 
ebene stets durch die Normale der Fliche S hindurchgeht. Fiir diese 
Kurve ist die Gerade p die Binormale, so daB Q, der Torsion der geo- 
ditischen Linie gleich ist, die durch M in der Richtung L gezogen ist. 

Die Tangente zur Kurve L bildet mit den 2, y, z-Achsen Winkel, 
deren Kosinus gleich 


dz 0x du , da de 
(4) ds ~ du ds * dv ds’ 


sind, sodaB die Formeln (2) 
H-Q,-ds*=(DF—D' E)du? + (DG—D" E)dudv + (D' G—D" F)dv* 


ergeben. 

Diejenigen Linien, lings welchen die Drillung gleich Null ist, sind 
die Kriimmungslinien der Fliche S. Im allgemeinen also gehen durch 
jeden Punkt M der Flache S zwei solche Linien hindurch. Wenn in jedem 
Punkte der Flaiche S die Relationen 

D:E=D:F=D":G@ 
erfiillt sind, so ist jede Linie auf S eine Kriimmungslinie, d. h. die 
Flache S ist eine Kugel. SchlieBen wir diesen Fall aus und wihlen wir 
die Kriimmungslinien als u- und v-Linien, so ist in jedem Punkte der 
Fliche 
F=0, D=0. 
Die Kriimmungslinien bilden also ein orthogonales Koordinatenliniennetz*). 
Wir gehen nun zur Bestimmung der reinen Biegung &, tiber. 


*) Stahl und Kommerell, Formel (10) § 1. 
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Die Richtung p ist senkrecht zur Tangente s der Kurve Z und zur 
Normalen » der Fiiche S, folglich ist 

neni BW Date e eM 
Pre te Rot «i ane 3 na ok Bad OR SF 
(5) H cos (p, x) = (a5 —F ie) 


du 
ds + (F 35 — @ ia) a ds? 

Die positive Richtang der sila denken wir uns in bezug auf die 
‘s- und m-Achsen so gelegen, wie die y-Achse in bezug auf die z- und z 
Achsen. 

Zufolge (5) ergeben die Formeln (2): 

Q,:ds* = Dduw*® + 2D’ dudv + D' dv’. 

Diejenigen Linien, lings welchen die reine Biegung gleich Null ist, 
sind die asymptotischen Linien. Durch jeden Punkt der Fliche gehen 
im allgemeinen zwei solche Linien hindurch. 


§ 3. 
Das Kreiseln der Tangentenebene. 


Wir denken uns wieder in zwei unendlich nahen Punkten M und 
M, der Kurve L die Tangentenebenen 7 und 7, zu der Filiche 8S 
gelegt und bezeichnen mit As die Linge MM, der Kurve L. In den 
Ebenen 7 und 7, ziehen wir die Tangenten s und s, zu der Kurve L in 
den Punkten M und M,. Drehen wir nun die Ebene 7 um die Achse 
der vollen Biegung um den Winkel Az, so wird die Ebene 7’ mit der 
Ebene 7, zusammenfallen, aber im allgemeinen wird die Gerade s nicht 
lings der Geraden s, gerichtet sein, und um diese Geraden s und s, zum 
Zusammenfallen zu bringen, werden wir die Tangentenebene 7 um die 
Normale » zu S in M um einen unendlich kleinen Winkel Ay drehen 
miissen. Auf der Normalen » tragen wir die Strecke Ay: As auf und 
lassen den Punkt M, lings der Kurve LZ sich dem Punkte M bis zum 
Zusammenfallen nihern. Den so entstandenen Vektor N nennen wir das 
Kreiseln der Tangentenebene 7 im Punkte M in der Richtung L. 

Augenscheinlich ist N der GréBe nach der geodiitischen Kriimmung 


der Kurve Z im Punkte M gleich, d. h. der Projektion der Kriimmung . 
der Kurve LZ auf die Tangentenebene 7: 


1 
Ne=+ 2 78 (0, p)- 
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Geben wir p die durch die Formeln (5) definierte Richtung und 
wihlen wir in dem Ausdrucke fiir N das untere Zeichen, so wird sich 


die Tangentenebene um m in einem der Bewegung des Uhrzeigers ent- 
gegengesetzten Sinne drehen. 


Bei der rollenden Bewegung der Fliiche S auf der ruhenden Ebene 
T lings der Kurve L ist also N die Komponente der momentanen Winkel- 
geschwindigkeit der Fliche S liings der Normalen », wenn diese Winkel- 
geschwindigkeit auf die Lingeneinheit bezogen ist. 

Es soll nun N durch die GréBen E, F, G ausgedriickt werden 

Bezeichnen wir der Kiirze wegen 

du dv du dv 
E,,+Fa-h FA+4GzZ~* 

sodaB 
(6) hatha 
ist*), so ergibt (5): 


23u? 


Ox Ox 
H cos (p, x) =k, 0 —k 
AuBerdem haben wir, wie bekannt: 
d*z 
cos (9, 2) ms ds*’ 
sodaB 
cos (0, p) k, (0x da k, (dx @ax 
ya SOA BS s..) 9 Gets.) 
wird. Nun ist aber nach (6) 


nS kt) GEA GE) + Test +8 A) +0), 


Setzen wir hieraus in N ein, so werden die Koeffizienten bei k, und k, 
infolge der evidenten Formel 


(is) + (as) + (ai) = 1 


gleich Null, und wir erhalten: 


1 @ (dx dz 1 @ /é@xdz 
N= a jelgu ae t'°)—W oulde det") 
oder nach (4): 
on 1 @ , du dv 1 @ du dv 
(7) Neos we (EG t+ Fae) — Hie (Fart FH): 


Das ist die gesuchte Formel. 


*) Stahl und Kommerell, Formel (3) § 1. 
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Wenn die Kurve Z durch die Gleichung 
f (u, v) =0 
gegeben ist, so haben wir: 


du dws an? ar of ar\? 
Of ~ of h? it — E (71) —2F 54 + @ (5h) 
dv Ou 


und (7) geht in die bekannte Formel von Bonnet 


ef of ,of of 
wat|2( Zee *aw)_ a [a0 Fu 
H | av h ou h 


fal 





tiber. 
Fiir die geoditischen Linien ist die Projektion der Kriimmung auf 
die Tangentenebene, also auch N gleich Null. 


§ 4. 
Anwendung auf das Problem der rollenden Bewegung. 


Die Formeln der zwei vorhergehenden Paragraphen wollen wir nun 
zur Lésung der Aufgabe, die wir uns in § 1 gestellt haben, verwenden. 
Ist @ die momentane Winkelgeschwindigkeit eines starren Kérpers, der 
auf einer gegebenen Filiche S, rollt, so haben wir also die Projektionen 
P,4q,7 von @ auf die mit dem Kérper fest verbundenen z, y, z-Achsen 
durch die Koordinaten u,v, #, u,,v, des Kérpers und die Differential- 
quotienten #, i, é, é,, 0, zu bestimmen. 

Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein: EF, F, G; D, D’, D” seien 
die FundamentalgréBen der Oberfliche S des Kérpers und E,, F,, G,; 
D,, D,', D, dieselben GréBen fiir die Fliche S,, auf welcher der Kérper 
rolit. Der Einfachheit wegen werden wir voraussetzen, daB die Linien u 
und v auf S und die Linien u, und v, auf S, die Kriimmungslinien dieser 
Flaichen sind: 

F=0, D=0, F,=0, D,=09. 


Im Bertihrungspunkte M der Flachen 
S und S, denken wir uns zwei Achsen- 
systeme Muvn und M, u,v, n, (Fig. 1), deren 
Achsen mit den Tangenten zu den Linien 
u,v; 4, durch den Punkt M und mit 
der gemeinsamen Normalen zu S und S, 
zusammenfallen, gezogen und betrachten 


A* 
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die momentane Winkelgeschwindigkeit @ als die geometrische Summe von 
drei Vektoren @,, @,, @s: 


(@) = (@,) + (@,) + (@), 

wobei @, die Winkelgeschwindigkeit des mit dem Kérper fest verbundenen 
Achsensystems Oxyz in bezug auf das System Muvn, @, die Winkel- 
geschwindigkeit des Systems Muvn in bezug auf Mu,v,n, und @, die 
Winkelgeschwindigkeit des Systems Mu,v,m, in bezug auf das Achsen- 
system O,7,9,2,, das mit der Fliche S, fest verbunden ist, bezeichnen. 

Wenn der Beriihrungspunkt M auf der Fliche S lings der Kurve 
uum die Strecke YE du verriickt wird, so ist die in der Tangenten- 
ebene 7’ gelegene Komponente der Winkelgeschwindigkeit @, nach (3) 
lings der Kurve v gerichtet und, auf die Lingeneinheit bezogen, gleich 
D: E, wihrend die Komponente von a, liings der Normalen », auch auf 
die Lingeneinheit bezogen, nach (7) gleich We z ce ist. Verriicken 
wir noch den Beriihrungspunkt MW lings der Kurve v um die Strecke 
VGdbv, so finden wir leicht: 


D’ . D. 
@, cos (@,, u) = 6, = — —— 0 wa ah atthe al 


8 Ve” 
©) 1 EB. 26, 
an(enn) m= yi (EA 2) 


Die Winkelgeschwindigkeit , ist lings der Normalen n, gerichtet 


und ist gleich #, und die Winkelgeschwindigkeit , wird auf ahnliche 
Weise wie w, bestimmt. Wir erhalten also nach Fig. 1 folgende Formeln: 





@ ¢0s(@,u)=6=— a v— a d, sin & — * i, cos #, 
1 a | 
° se r 
(9) @cos(@, v)=t = a u— ec a, sin # + =" v, cos #, 
ad 1 1 
° 1 OE. 0G. _1 0k, 0G, i.) 
CURE hen Ft 2VEG (55 at i)+ yma (oe = Ou, " 


und hieraus die gesuchten Ausdriicke fiir die p, q, r: 

(10) p=oa+rp+ny, g=—oe'+rtf+ny, r—oa’+rp"+ny’, 

wo die neun Kosinus nach (1) gegebene Funktionen der uw und v sind. 
Wir gehen nun zur Bestimmung der Projektionen k,1, m der Ge- 

schwindigkeit w des Koordinatenursprunges O auf die 2, y, z-Achsen iiber. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir die Bewegung des Beriihrungspunktes M. 

Die absolute Geschwindigkeit », dieses Punktes M hat zu ihren Kompo- 

nenten lings den Kurven uw, und v, die GréBen VF, ui, und YG,i,. Die 
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Komponenten der relativen Geschwindigkeit » des Punktes M lings den 
Linien u und v sind gleich YEu% und YGi. Endlich die Geschwindig- 
keit w des Punktes des starren Kérpers, der im gegebenen Momente mit 
dem Beriihrungspunkte M zusammenfillt, gibt auf die x, y, z-Achsen die 
Projektionen k+qz—ry, |+ra—pz, m+py—qz, wo 2,y,2 die 
Koordinaten des Punktes M, also gegebene Funktionen von uw und 2, 
sind. Nun ist aber der Vektor v, der geometrischen Summe der Vektoren 
v und w gleich: 
(0,) = (0) + (1), 

sodaB wir nach Fig. 1 und nach (10), wenn wir die Geschwindigkeiten 
v,, ¥ und w auf die z, y, z-Achsen projizieren, 


k = (—VE, i, sin @ + VG, +, cos ® — VE) « 
(11) +( VE, iu, cos # + VG, é, sin ®— VGi)p 
+ y(oa" + cp” + ny”) — 2(o0' + Bh + ny’), 

erhalten. 


Diese Formeln bestimmen die GréBen k,l, m als Funktionen der 
Koordinaten u, v, #, u,, v, des starren Kérpers und der Differential- 


quotienten u,%, #, w,, 0;. 

Soll die rollende Bewegung des Kérpers ohne Gleitung vor sich gehen, 
so ist die absolute Geschwindigkeit », des Punktes M seiner relativen 
Geschwindigkeit » geometrisch gleich, und wir erhalten nach Fig. 1: 

VE, «1, = —VE asin & + VG 6 cos @, 
VG,i,= VEiicost + YG ib sin @. 
Die Formeln (11) vereinfachen sich in diesem Falle in folgende: 


(13) k = (ya —za’)o + (yp" —2p’)t + (yy” —2y')n, 


(12) 


und aus den Ausdriicken (9) fiir 6,1, kénnen zwei der GréBen i, é, 
#, u,, 0, mit Hilfe von (12) eliminiert werden. 
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Kapitel II. 
Uber die Bewegungsgleichungen nicht holonomer Systeme. 
§ 5. 
Elimination der Lagrangeschen Multiplikatoren aus den 
Bewegungsgleichungen. 


Die Bewegung eines starren Kérpers, der ohne Gleitung auf einer 
gegebenen Fliche rollt, bietet ein Beispiel fiir die Bewegung nicht holo- 
nomer Systeme. 

Bevor wir zum speziellen Probleme der Rollbewegung iibergehen, 
wollen wir die Bewegungsgleichungen der nicht holonomen Systeme im 
allgemeinen Falle besprechen. 

Wir bezeichnen mit q,, 4 ,---, 4,4, die Koordinaten eines materiellen 
Systems, mit 4,, %:,°°*: G»4, die Differentialquotienten der Koordinaten 
nach der Zeit ¢, d. h. die verallgemeinerten Geschwindigkeiten, mit 
T(t, 9:5 Gao" **» Inans Ui» Yar***» Inyx) die kinetische Energie des Systems 
und mit @, die verallgemeinerte Kraft, die der Koordinate g, entspricht. 
Das Produkt Q,dq¢, bestimmt also die Arbeit der wirkenden Kriifte bei 
einer solchen Bewegung des Systems, wenn alle Koordinaten Konstante 
sind auBer der Koordinate g,, die um dq, wiichst. 

Das materielle System sei den Bedingungsgleichungen 
(14) dnty =>, Mis + % (v=1,2,--,k), 

i=1 
wo die Koeffizienten a,, und a, gegebene Funktionen der Zeit und der 
Koordinaten bezeichnen, unterworfen. 

Wir werden voraussetzen, dab die Integrationsbedingungen fiir die 

Differentialgleichungen 4) nicht erfillt sind, —_ die GréBen 


A? = (Re éa,, ; da,, 
éj C4; a) O4n tu b+ Aus Oden ‘ 
(15) = 


, k 
da da 
ei vi vé 
A, ( ot 3 af 1), (5 04; 43. ” tir 


ual 
(i, j=1,2,--,n; »=1,2,-- 2B) 
nicht alle gleichzeitig Null sein kénnen. 
Die Bewegungsgleichungen des materiellen Systems lassen sich, wenn 


e Lagrangeschen Multiplikatoren mit 4,, 4,,---, 4, bezeichnet werden, 
so hinschreiben: 
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k 
d @T oT . 
dt 04, 04% + -~2 4,a,; (i= 1,2,--+,m), 
(16) mt 
ad ar ar 


at ; a + Qnae + 4, (vy = 1,2,---,k). 

Diese Gleichungen und die Bedingungen (14) bilden ein System von 
n + 2k Differentialgleichungen, welche die » + k Koordinaten q und die 
k GréBen 1 als Funktionen der Zeit ¢ bestimmen. 

Die Anwendung der Bewegungsgleichungen in der Form (16) auf 
spezielle Probleme, im besonderen auf das Problem der rollenden Be- 
wegung bietet einige Schwierigkeiten, erstens, weil aus (16) die Multipli- 
katoren 4 nicht eliminiert sind, und zweitens, weil die Funktion 7’ nicht 
mit Hilfe der Bedingungsgleichungen (14) auf die einfachste Form ge- 
bracht ist*), d.h. 7 ist eine quadratische Funktion von »+k Argu- 
menten g, wihrend doch die Formeln (14) die Méglichkeit liefern, 7 als 
quadratische Funktion von nur » Argumenten g auszudriicken. Wir wollen 
deshalb versuchen, die Bewegungsgleichungen der nicht holonomen Systeme 
in einer fiir die Anwendungen bequemeren Form zu erhalten.**) 

Sind aus der Funktion 7 unter Benutzung von (14) die abhingigen 
Geschwindigkeiten 4, 5, Gnao>***» In44 eliminiert: 


T= O0(t, Gi) Wa0°* "> Ina > qs) pet: Gn)» 


k 
eo aT ar Paget 
4, 7 24 + >'4,, - (i—1,2,---,n). 


v= 


so ist 


Differenzieren wir diese Gleichungen nach der Zeit und wenden wir die 
Formeln (16) an, so haben wir: 


£24 at Sou (git + Qn)t SS i’ The 


v=1 
( =1,2,---, n). 
Diese Gleichungen enthalten die Multiplikatoren 4 nicht mehr. 





*) Vergl. z. B. Hilder, Uber die Prinzipien von Hamilton und Maupertuis, Nach- 
richten der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen 1896, oder Hadamard, 
Sur les mouvements de roulement, Mémoires de la Société des sciences physiques et 
naturelles de Bordeaux 5 (1895). 

™) Vergl. auch V. Voltera, Sopra una classe di equazioni dinamiche, Torino 
Atti 33 (1898); P. Appell, Remarques d’ordre analytique sur une nouvelle forme des 
équations de la dynamique, J. de math. 7 (1901); L. Boltzmann, Uber die Form der 
Lagrangeschen Gleichungen fiir nichtholonome, generalisierte Koordinaten, Sitzungs- 
berichte der Wiener Akademie 111, Abt. Ifa (1902); G. Hamel, Die Lagrange-Eulerschen 
Gleichungen der Mechanik, Zeitschr. Math. Phys. 50 (1903). 











Rollbewegung eines starren Kérpers. 423 


Eliminieren wir noch die Derivierten von 7 nach den Koordinaten gq, 
mit Hilfe der evidenten Formeln 


k , 
20. aT or da,, . ‘ 
34, ~ ea, + az (> Gq, &t ‘| Got, 2,~,04-8) 


und bezeichnen wir die verallgemeinerten Impulse, die den abhiangigen 
Geschwindigkeiten entsprechen, mit K,, K,,---, K,: 


aT 
OGn+» 





= K,(t, dh) G9 °° * Qn+k) Gir Yas ***s Tn) (v= 1,2,---,k), 


so erhalten wir nach kurzer Rechnung die Bewegungsgleichungen eines 
nicht holonomen Systems in der Form 


k 
d @O @0 7S) 
(17) dt 04, _ 04; + a+) a,; oe + Qu) 


+>, (Sav +4.) (i= 1,2,---,m) 

Hier haben die GréBen A’? und A\” die in (15) gegebenen Bedeutungen. 

Die n+k Differentialgleichungen (17) und (14) bestimmen die n+k 
Koordinaten g durch die Zeit ¢. 


§ 6. 
Die Bewegungsgleichungen in speziellen Fallen. 


Die Bewegung eines nicht holonomen Systems ist, wie bekannt*), 
noch nicht véllig bestimmt, wenn der Ausdruck © fiir die kinetische 
Energie des Systems und die Ausdriicke Q, fiir die verallgemeinerten 
Krifte gegeben sind. In der Tat enthalten die Bewegungsgleichungen (17) 
noch die Funktionen K,, also so viele verallgemeinerte Impulse, als nicht 
holonome Bedingungsgleichungen vorhanden sind. Diese Funktionen K, 
sind lineare Differentialausdriicke erster Ordnung, und die Berechnung 
derselben macht, wenigstens im Probleme der rollenden Bewegung, keine 
Schwierigkeiten. 

Die Formeln (17) gehen fiir den Fall, daB die Integrationsbedingungen 
fiir (14) erfiillt sind: 


AQ =0, AP =O (i,j—1,2,---,n; v=1,2,--h), 
wie leicht zu _ersehen ist, in die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen tiber. 


*) Vergl. z. B. P. Appell, Sur une forme générale des équations de la dynamique 
et sur le principe de Gauss, J. f. Math. 122 (1900). 
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Wir weisen noch auf folgenden speziellen Fall, der in den Anwendungen 
haufig vorkommt, hin. Die Koordinaten g,,,, 9,49) °°" Une; die den 
eliminierten Geschwindigkeiten entsprechen, mégen ,zyklisch“ sein, d. h. 
es mégen diese Koordinaten weder in der kinetischen Energie, noch in den 
Ausdriicken Q,, noch endlich in den Bedingungsgleichungen (14) explizit 
enthalten sein. Die Aufgabe von der Bestimmung der Koordinaten durch 
die Zeit zerfallt dann in zwei selbstindige Probleme, die nacheinander 
zu lésen sind. Zuerst werden die nichtzyklischen Koordinaten q,, q,,--:,4, 
gesucht. Dazu haben wir die » Differentialgleichungen (17) zweiter Ord- 
nung, wo 

20 (v da,, da,; Y da,, Ga, 
Bane, 9 AG Gq, ~ Gq? AO HE Fa, 
(i, j= 1,2,---,n; »=1,2,---,k) 


einzusetzen ist, zu integrieren. Ist diese Aufgabe gelést, so bestimmen 
wir die zyklischen Koordinaten 4, ,,, %,49)°**» Uns, 2US den Bedingungs- 
gleichungen (14) durch Quadraturen. 
Setzen wir noch voraus, daB eine Kriiftefunktion U existiert: 
eU 


Q, = 04, (s=1,2,---,n+h), 


die auch nur von den ersten  Koordinaten abhingt, so gilt augenschein- 
lich folgender zuerst von Ferrers*) aufgestellter Satz: ,,Sind fiir eine der 
Koordinaten, z. B. fiir g, die Integrationsbedingungen erfiillt: 
AY’,=0, AP =O (j=1,2,--,n; v=1,2,--,2), 
so ist die entsprechende Bewegungsgleichung von der Lagrangeschen Form.“ 
Wenn die Zeit ¢ nicht explizit in der kinetischen Energie 7, in der 
Kraftefunktion U und in den Bedingungsgleichungen (14) enthalten ist, 
so miissen die Koeffizienten a,,a,,---,a, in (14) alle gleich Null sein, 
da ja sonst die Ruhelage nicht zu den méglichen Lagen des Systems ge- 
héren wiirde, was doch nicht vorausgesetzt wird. Sind auBerdem die 


Koordinaten 9,45, %,42)°""> Un4% 2ZYklisch, so nehmen die Bewegungs- 
gleichungen (17) die einfache Form 


k n 4 
ad 20 920, aU > Ca,,; 04,), , , . 
ai 94, ~ 94, + 34, t 2D (Gee )& -G-13-59) 
an. 


Diese Gleichungen sind von Tschaplygin**) gegeben. 


*) Ferrers, Extension of Lagrange’s equations, Quart. J. of math. 45 (1878). 
*) Tschaplygin, Uber die Bewegung eines schweren Drehungskirpers auf einer 
horizontalen Ebene, Arbeiten der physikalischen Sektion Nr. 9, Moskau 1897. 
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§ 7. 
Eine Forme! fir nicht holonome Systeme, die dem Hamiltonschen 
Integrale analog ist. 


Die Bewegungsgleichungen eines nicht holonomen Systems in der 
Form (17) werden sehr leicht mit Hilfe des folgenden Satzes erhalten. 

Es migen q,, 931 °***s Gn44 Ge Koordinaten eines materiellen Systems, 
T seine kinetische Energie und Q, die verallgemeinerte Kraft, die der Koordi- 
nate q, entspricht, bezeichnen. Das System mige den Bedingungsgleichungen 


inte => Mis + 4, (v= 1,2,---,k) 
i=1 
unterworfen sein. Driicken wir unter Benuteung dieser Gleichungen die 
kinetische Energie des Systems und die verallgemeinerten Impulse, die den 
abhiingigen Geschwindigkeiten 41) Inaa>***s Inan Cntsprechen, durch die 
Zeit t, die Koordinaten q,, 92) ***; n+, und die unabhiingigen Geschwindig- 
Keiten Gy Gay ***y Gn OUs: 


T= O(t, G12 99° * "> In+ko %s qs, a Gn)» 
oT 
Odnss 


so gilt die Formel 


as) f ‘Tee +> Q,84,+ > xA(u _ b a,,4,—4,)|dt = 0 


fiir alle Variationen 3q,, 8q.,+--,9q,, die fiir die Momente t, und t, ver- 
schwinden. Die Variationen 84,41) 99,42) °**» 9Q,4, werden durch die 
Gleichungen 


(19) a = > 4,84, (v= 1,2,--+,k) 


i=1 





= K,(t, G1 Ge °* +) Vn+k) Gi» Yar * °°» Un) (v=1,2,--+,k), 


definiert, und die Differenzen 04, — bd dq, (s=1,2,---,n+k) sind alle gleich 
Null zu setzen. 

In der Tat, durch partielle Integration liBt sich (18) zufolge (19) so 
transformieren, daB unter dem Integrationszeichen eine lineare Funktion 
der Variationen 6q,,0q,, ---, dg, erscheint. Setzen wir die Koeffizienten 
bei diesen Variationen gleich Null, so erhalten wir die Bewegungsglei- 
chungen (17). 


Mathematische Annalen. LXX. 28 
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In bezug auf die Formel (18) wollen wir noch folgendes bemerken.*) 
Betrachten wir gleichzeitig die Bedingungen (14) fiir die Geschwindig- 
keiten und die Bedingungen (19) fiir die Variationen und setzen wir 


: d ‘ 
69,— 7,94 =0 (é=1,2,--+,m), 


so werden im allgemeinen die Differenzen 64, ,, — 5 5q,,, (v=1,2,-+,k) 


von Null verschieden sein. Multiplizieren wir also die bekannte d’Alem- 
bertsche Formel 


n+k 


ala di (5) + + Q,] 84, = 0 


mit dé und integrieren wir zwischen ¢, und ¢,, wo ¢, und ¢, zwei Momente 
bezeichnen, fiir welche alle Variationen verschwinden, so erhalten wir die 
Formel 


oy f [ors > 90+ 927. (4 64,,.—84,,) | dt=0 


Ersetzen wir hier die Funktionen 7 und 





2 durch © und K, und 
In+y 


berechnen wir die Differenzen ss 9Gn4>—99n4, (v= 1,2,---,k) direkt aus 


(14) und (19), so erhalten wir aus (20) auf aihnlichem Wege, wie aus 
(18), die Bewegungsgleichungen (17). 

Der Grund, weshalb wir dieser Formel (20) die Formel (18) vor- 
ziehen, ist folgender. 

Bei Untersuchungen iiber das Problem der rollenden Bewegung werden 
gewohnlich nicht die verallgemeinerten Geschwindigkeiten benutzt, sondern 
es werden lineare Funktionen derselben in die entsprechenden Formeln 
eingefthrt. So werden z. B. die Differentialquotienten g, », @ der drei 
Eulerschen Winkel », w, 6 nach der Zeit ¢ gewéhnlich durch die Pro- 
jektionen p,q, r der momentanen Winkelgeschwindigkeit des rollenden 
Kérpers auf die zentralen Haupttragheitsachsen desselben ersetzt: 


a iii ndiaea saris 


renee wir il Kirchhoft**) - ion GréBen p,q, 7 die GréBen 
p,q)? ' 
p = 0 sin 6 — dy sin @ cos 8, 
*) Vergl. hieriiber meine Abhandlung und die Abhandlung von Souslow im 


Bd, 22 der Moskauer Mathematischen Sammlung, 1901. 
**) Kirchhoff, Vorlesungen iiber mathematische Physik, Bd. I, Vorl. VI. 
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so miissen wir bei Benutzung der Formel (18) den Differenzen dp — ct usw. 
die von Kirchhoff*) gegebene Bedeutung 
dp’ 


dp— 4G, ar" —rd, 


zuschreiben. Wiahiten wir aber die Formel (20), so hitten die erwaihnten 
Differenzen andere Werte, die von der Form der nicht holonomen Be- 
dingungsgleichungen abhiangen wiirden. Deshalb diirften sich die Unter- 
suchungen, wenn wir von der Formel (20) statt (18) ausgehen wiirden, 
etwas komplizierter gestalten. 


§ 8. 
Kinfihrung linearer Funktionen der Geschwindigkeiten in die 
Bewegungsgleichungen. 


Die Bewegungsgleichungen (17) und die Formel (18) sollen nun auf 
den Fall verallgemeinert werden, daB statt der Geschwindigkeiten q be- 
liebige lineare Funktionen derselben in die Bewegungsgleichungen ein- 


gefiihrt werden. Wir bezeichnen diese Funktionen mit p,, p,, +--+, Dass 
und setzen 

n+k 
(21) qd, ->’ «,.P, + @,. (r—1,2,---n-+h), 


s=1 


wo die Koeffizienten a, und a, von der Zeit ¢ und den Koordinaten q 
abhiangen. 

Wir werden voraussetzen, daB sich die Gleichungen (21) nach den 
Variabeln p auflésen lassen. 

Neben den p betrachten wir noch »+k GréBen p’, die den Glei- 
chungen 


n+k 


(22) 8q,— >) «,.D, (r-—1,2,--,n-+k) 


s=1 


geniigen. 
Es lassen sich dann die Differenzen dp, — “Pe (s—1,2,--,m+k) aus 
den Bedingungen 
a4, = 4 6g, (r= 1,2,++..m+k) 


als lineare Funktionen der p’ berechnen: 


*) ibid., Formel (9). 
28° 
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n+k 


dp’ ’ 
(23) dp, — ee -> | (s= 1,2, stn +k) ’ 
r=1 


wo die Koeffizienten P,, lineare Funktionen der p sind. 
Die nicht holonomen Bedingungsgleichungen seien, durch die GréBen p 
ausgedriickt: 


(24) Pasy — > >,.%.+ b, (vy =1,2,---h), 
i=1 
wo die b,, und b, von der Zeit ¢ und den Koordinaten gq abhingen. 
Die Bewegungsgleichungen des materiellen Systems haben dann die 
Form*): 


n+k n+k k 

d oT oT oT . 

di 3p, ~2 «59, * @,) +>) ap, “2 Aybyy (= 1,2,--m), 
r=1 r=1 ‘= 


(25) a ar n+k ar oar 


Hier bezeichnet 7 die kinetische Energie des Systems, Q, die verall- 
gemeinerte Kraft, die der Koordinate g, entspricht, und /,, 4,,---, 4, die 
Lagrangeschen Multiplikatoren. 7' ist nach (21) eine Funktion der Zeit ¢, 
der Koordinaten q und der GriéBen p. 

Die Formeln (25), (24) und (21) bilden ein System von 2n + 3k 
Differentialgleichungen erster Ordnung, die die » + k Koordinaten gq, die 
n-+k GréBen p und die Multiplikatoren 4 als Funktionen der Zeit ¢ 
bestimmen. 

In bezug auf die Formeln (25) laBt sich dasselbe sagen, was wir 
oben tiber die Bewegungsgleichungen (16) ausgesprochen haben. Die An- 
wendung von (25) auf das Problem der rollenden Bewegung bietet 
Schwierigkeiten, erstens, weil aus (25) die Multiplikatoren 4 nicht eliminiert 
sind, und zweitens, weil in (25) die Funktion 7 enthalten ist, die nicht 
unter Benatzung von (24) auf die einfachste Form gebracht ist. 

Durch Elimination der 2 aus (25) nach der im § 5 angewendeten 
Methode kommen wir zu Bewegungsgleichungen, die am leichtesten aus 
folgendem Satze, der dem Satze des § 7 analog ist, abgeleitet werden 
kénnen. 

Driicken wir die kinetische Energie T und die Derivierten von T nach 


*) Vergl. z. B. die Methode, nach welcher bei G. Kirchhoff (ibid. Vorl. VI) die 
Differentialgleichungen der Bewegung eines starren Korpers abgeleitet werden. Siehe 
auch die Abhandlung von K. Heun, Die Bedeutung des D’Alembertschen Prinzipes fiir 
starre Systeme und Gelenkmechanismen, Arch. Math. Phys. (3) 2 (1902), § 17. 
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den Gripen py .1) Pua) ** > Pn U8 Funktionen der Zeit t, der Koordi- 
naten q und der GriBen p,, P., +++, P, aus: 
T=9 (t, G12 W290 °° *» Inzno Pa» Por’ * *) Dn)» 
oT 
Pass = K,(t, > Ger °° * Qn+k» Pr» Por’ *» Da) (v= 1,2,-++,k), 


so ist der Integralausdruck 


f n+k k : s 
(26) f [96+ > @6a,+ a K,3(?.44- > b,.P,—b,) |at = 0 


fiir alle p,’, Py',-++,p,, die an den Grenzen des Integrals verschwinden. 
Die Gripen p41, Pu+2)***yPn+e sind mit Hilfe der Formeln 





(27) Paty => by iP: (v—1,2,--,k), 
é=1 


und die Variationen 8q,, 94, +++, 9q,,, mit Hilfe von (22) zu eliminieren 
und die Differenzen dp —“”. qus (21) und (22) und den Bedingungen 


04, = = 94, (r= 1,2,--n+k) 
zu berechnen. 


§ 9. 
Anwendung auf das Problem der rollenden Bewegung. 


Wir gehen jetzt zum speziellen Problem der Bewegung eines starren 
Kérpers, der unter der Wirkung von gegebenen Kriften ohne Gleitung 
auf einer gegebenen Fliche S, rollt, tiber. 

Wir denken uns zwei orthogonale Koordinatensysteme Oxyz und 
0,2,y,2,, das erste mit dem starren Kérper, das zweite mit der Fliache S, 
fest verbunden. 

Die Koordinaten des Kérpers sind die Koordinaten a,b,c seines 
Punktes O in bezug auf das Achsensystem O,2,y,2, und die drei Euler- 
schen Winkel g, w, 0, die die Lage der Achsen der x, y, 2 in bezug auf 
die 2z,, y,, 4,-Achsen bestimmen. 

Statt der verallgemeinerten Geschwindigkeiten 4, b, 2, @, b, 6 fahren 
wir lineare Funktionen derselben nach den Formeln 


k = & cos (a, 2,) + bcos (x, y,) + cos (x,2,), p= psind—*sing cos, 
1 = dos (y,z,) +b cos(y,y,)+écos(y,z,), q=pcosd+ypsingsin§, 
m= cos (2,2,)+bcos(z,y,)+écos(z,z,), r=—O+pcosp 
ein, wo die neun Kosinus bekannte Funktionen der Eulerschen Winkel sind 
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Die GréBen k, 1, m; p, g, r bezeichnen, wie in § 1, die auf die 
x, y, z-Achsen genommenen Projektionen der Geschwindigkeit w des 
Punktes O und der momentanen Winkelgeschwindigkeit w des Kérpers. 

Fiihren wir auBerdem die GréBen k’, 1’, m’; p’, q’,r’ nach den Formeln 


k’ = da cos (x,x,) + db cos (x,y,) + de cos (x,2,); p’ =dp sin 0— dy sin pcos8; 
ein, so ist*) 


ak’ , , , dp ’ ’ 
(28) dk — 3 = le’ — rl + qm’ — mq; dp — SE = ar — 19; 


Bezeichnen wir mit 2, y, z die auf das Achsensystem Oxyz bezogenen 
Koordinaten des Punktes M, in welchem die Oberfliiche S des Kérpers 
die Fliche S, beriihrt, und driicken wir aus, daB sich dieser Punkt in 
momentaner Ruhe befindet, so erhalten wir die nicht holonomen Be- 
dingungsgleichungen, denen der Kérper unterworfen ist: 


(29) k=yr—2zq, |=zep—azr, m=2q—yp. 


Wenn der Punkt O mit dem Schwerpunkte des Kérpers und die 
x,y,2-Achsen mit den Haupttriigheitsachsen durch den Punkt 0 zusam- 
menfallen, so ist die kinetische Energie 7 des Kérpers gleich 


(30) T == M(k +0 +m) + + (Ap*+ Bet Cr’), 


wo M die Masse des Kérpers und A, B, C die Trigheitsmomente um die 
x,y, #-Achsen bedeuten. 


Die Funktionen 0 und K,, die in (26) enthalten sind, haben also 
im gegebenen Falle die Werte 


O => Me +y'+2*) (p'+a°+r*) — (eptygter] 
(31) ++ (Ap'+Bq'+Cr), 


K, = M(yr—2q), K, = M(ep—cr), K, = M(xq—yp), 
sodaB die Formel (26) 


fy 
[(80 + 60+ Myr—zq) 6(k—yr+eq) +---]dt=—0 


4 
ergibt. 
Wir setzen voraus, daB eine Kriftefunktion U existiert. 


*) ibid. Forme] (8) und (9). 
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Beim Transformieren dieser Formel sind nach dem Satze des § 8 
auBer (28) nur noch die Gleichungen 
(32) K=yr—eqg, U=2p—ar, m—2q—yp 
zu berticksichtigen. 

Wir haben also: 


d , ’ ’ , , 
d(k—yr+2q) = 5, (yr —2q/) + le’ — rl’ + qm’ — mg — o(yr—2q) 
— = yr — aq — (rdy—gde), 
sodaB der Integralausdruck (26) schlieBlich die Form 


ty 
(38) R {(60+0U+M[oo(pp' +aq +rr’) — (xp'+yq' +e’) (ept+yqter)] 
4 
—M[ed0-@*—(ap+yq+er) (pdx+qdy+rdz)]}dt=0 
annimmt, wo der Kiirze wegen 
e+yte—o’ ptg+r=o! 
gesetzt ist. 

Diese Formel erlaubt die Gleichungen der rollenden Bewegung eines 
starren Kérpers in beliebigen Koordinaten abzuleiten. Wahlen wir die 
Koordinaten u, v, #, u,,v, des § 1, so sind die x, y, 2 gegebene Funk- 
tionen der u und v. Die Formeln (10) und (9) bestimmen die p, q, r 
durch die verallgemeinerten Geschwindigkeiten «, o, ®, u,, +,. Diese Ge- 
schwindigkeiten haben den nicht holonomen Bedingungen (12) zu geniigen. 
Mit Hilfe dieser Formeln (12) kénnen zwei der GréBen i, i, #, ti,, 0, 
z. B. u, und 0,, aus (9) eliminiert werden: 


o——(7 + 2 )VGi+(3- _ z)(-VEt sin ¢ + VG icos #) cos, 


(34) . 
c= (F+P)VEut Y--FZ)( VEivcos# + VGi sin #) cos 6. 
Wir sehen also, daB diese Formeln, wenn die Fliche S, eine Kugel 
ist, d. h. wenn 
D,: E, = D,": G, 

ist, eine besonders einfache Form annehmen. 

Die Untersuchung dieses speziellen Falles soll den allgemeinen Unter- 
suchungen vorausgeschickt werden. 
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Kapitel II. 


Uber die rollende Bewegung eines starren Kérpers auf 
einer Kugel. 


§ 10. 


Die Differentialgleichungen der rollenden Bewegung eines starren 
Korpers auf einer Kugel. 


Das Problem, das den Gegenstand des vorliegenden Kapitels bildet, 
kann so formuliert werden: ,,Ein gegebener starrer Kérper ist gezwungen, 
auf einer unbeweglichen Kugel S, ohne Gleitung zu rollen. Auf den 
Kérper wirkt eine Kraft ein, die am Schwerpunkte 0 des Kérpers an- 
greift, zum Zentrum O, der Kugel gerichtet ist und nur von der Ent- 


fernung der Punkte O und O, abhiingt. Es soll die Bewegung des Kérpers 
bestimmt werden.“ 


Setzen wir ° 
2, = R, sinu, cosv,, y, = R, sinu, sinv,, 4, — R, cos u,, 

so wird 

(35) E,=—R?*, G,—R,'sin’u,, D,——R,, D,”=—— R, sin’ u,, 

und die Formeln (34) und (10) ergeben: 


=v), t= pt, 
(36) p— via + wip + my, 
wt Si ak oto 8 
D” 1 
ey = (F-B)ve, »-G- VE 
ist. 


Mit Hilfe dieser Formeln (36) berechnen wir gemiiB (31) die kinetische 
Energie © des Kérpers: 


na vo Ce wi 

20 = Mo*(v*v? + uw? +n) — M(ert — ate 05 a ten) 

+ A(via+pup+ny)?+ Brie itive Saude 

+ O(via" + pip’ +ny")*. 
Hier bezeichnen g und « die Entfernungen des Schwerpunktes 0 von 
dem Beriihrungspunkte M und von der Tangentenebene in M zu der 
Oberfliiche S des Kérpers: 

P= ety +e, smacytyy t+ ey". 

Die kinetische Energie 9 ist also eine homogene Funktion zweiten 


(38) 
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Grades der Argumente %, 0, . Die Koeffizienten dieser Funktion hingen 
nur von « und v ab. 


Was die Kriftefunktion U anbelangt, so ist U im gegebenen Falle 


eine Funktion der Entfernung der Punkte O und O, voneinander. Nun 
ist aber 


0,0 = 0,M* + OM’ — 20,M- OM cos (0,M, OM) = R,2+ 0? + 2R,s, 
folglich enthailt U nur u und v. 
Fiihren wir neben den p, q, r (36) die GréBen p’, q’, r’ ein: 
(39) p =avdv + Budu + yn’, 
so ergibt die Grundformel (33): 


fy 
[80 +80 + Meg(v%id0+pidu+nn) 


de vd de wed 
—M (5° vet? a ox ve ti") VEv+VGu)iw — Ma'oede 


. 7] ° ° 
+M(oe fe = ese ue + en) (VEvidu + VGpidr)|dt =0, 
wobei der Kiirze wegen 


vo? + wie + n? = @ 


gesetzt ist. 

Um aus diesem Ausdrucke die a zu erhalten, 
haben wir noch die Differenzen din — 4 du, do— + 80, dn — 5% zu be- 
rechnen. 


Aus (36) und (39) ergibt sich 
vi = pat+qae+ra’, vdv=patda+ra’, 
sodaB nach (28) 
v (66-280) + © (bu—itdv) = (Gr —rd)a + + pdat--—pe—- 


wird. Setzen wir hierin aus (36) und (39) ein und bemerken, daB infolge 
bekannter Formeln der Kinematik 


B+ BY +B — oy, yete-— TH, aBt---—M, 


ist, wo 6,, t,, m, die Bedeutungen (8) haben, so erhalten wir: 


v (ds— 3,80) + (+e —e_ Fu) (odu— ido) — WE (ndu— —tn’). 


2VEG ou 
Der Ausdruck 





ov > nl aG 
du‘ 2VEG Ou 
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ist aber, nach (37) und der Formel von Mainardi-Codazzi*) 


oD” ap oF aG ’ 0G 
2H (5 — Ge) ~ (2 Ge — Gu) FD— GD) + 5, (FD- ED) 
oG 


oE or , 
-Fwp'—an)- 





(FD —ED"), 

gleich Null, sodaB wir endgiiltig haben: 

v (06 — $0) — YF (ndu—ien’), 
Auf ahnliche Weise finden wir: 
u (d— 4 du) -"e (ndv— on’), 

dn’ aa (DD” 1 ° ° 
én — T= VEG (FG - Ee) (bdu— dv). 
Transformieren wir nun unter Benutzung dieser Gleichungen die 
Grundformel so, daB unter dem Integrationszeichen eine lineare Funktion 
der GréBen du, dv, n’ erscheint, und setzen wir die Koeffizienten bei 


diesen GréBen gleich Null, so erhalten wir die gesuchten Bewegungsglei- 
chungen in der Form 





d@0 @a(0+0) =~ (DD” 1\00. , VE 1 20 Ge 

uo de (VEG (RG — Eon? tS 559 Me ne™ 
+ MeVE vin, 

420 @0+0) =~ (DD” 1\00. , VY@120 de 
+ MsVG win, 


V : ; 100, de. de; 
Rin kon = 9° t Me site i)n 
— Me (VEv+VGu)izd. 
Diese Formeln bestimmen die nicht zyklischen Koordinaten u und v 
und die GréBe m als Funktionen der Zeit t. 
Bevor wir auf die Untersuchung der aufgestellten Bewegungsglei- 


chungen niher eingehen, wollen wir die Richtigkeit derselben auf Grund 
allgemeiner Satze der Dynamik priifen. 


*) Stahl und Kommerell, Formel (6) § 7. 
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§ 11. 


Entwicklung der Bewegungsgleichungen aus dem Satze von dem 
Momente der BewegungsgroBe. 


Die nicht holonomen Bedingungsgleichungen (29), denen der starre 
Kérper unterworfen ist, nehmen fiir das in Rede stehende Problem nach 
(36) die Form 


(at) B= (ye 20) + (yB"— 28) uit + (r" —27/m, 
an, sodaB wir aus (30) nach (36) 
100 @T, , oT 
(42) > be = bE YA ~08)+-->+ Bet 
oT oT ‘ P ; , 
erhalten. Da nun °° me gleich sind den in bezug auf die 


x,y, 2-Achsen gebildeten Projektionen des resultierenden Vektors und des 
um den Schwerpunkt O genommenen resultierenden Momentes der Bewegungs- 
gréBen der materiellen Punkte, aus denen wir uns den starren Kérper 


zusammengesetzt denken, so sehen wir aus (42), dab e228 2 


> Ob’ p Ou’ On 
die auf die u, v, n-Achsen genommenen Projektionen des erwihnten Mo- 
mentes um den Beriihrungspunkt M bedeuten. 

Nun ist aber bekannt*), daB die geometrische Derivierte TI, des 
Vektorensystems TT,, das aus den BewegungsgréBen der materiellen Punkte 
des Kérpers besteht, dem Vektorensysteme TT, der auf den Kérper ein- 
wirkenden Krafte und Reaktionen fquivalent ist. Ist der Pol M(z, y,.z), 
in bezug auf welchen wir das resultierende Moment [, des Systems TT, 
berechnen, ein unbeweglicher Punkt, so ist das resultierende Moment [,’ 


des Systems TI, der geometrischen Derivierten fr; von SF; geometrisch gleich: 


(r’) =(F,). 


Ist aber, wie im gegebenen Falle, der Pol M(z, y, 2) beweglich, so ist 
(43) (ry) =() +), 


wo K das Moment des resultierenden Vektors des Systems TT,, wenn 
dieser Vektor am ,,derivierten* Pole M’(«, y, 2) angreift, um den Koordi- 
natenursprung bezeichnet. 

Wenn wir noch bemerken, daB sich die w-Achse mit einer Winkel- 
geschwindigkeit dreht, deren Komponenten lings den 2, y, z-Achsen den 


*) Sousloff, Grundziige der analytischen Mechanik (russisch), Bd. 1, § 192, 
Kiew 1900. 
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GréBen ¢& + qa” — re’ usw. gleich sind, so erhalten wir, wenn wir den 
Vektor [,’ auf die Richtung wu projizieren: 


HE 9) G22 0B) aetna ot GLH 
+--+ =F, cos (I, «), 


wo FT, das resultierende Moment des Systems Tl, um den Beriihrungs- 
punkt © ist. 

Werden die Momente der rollenden und bohrenden Reibung vernach- 
lassigt, so gehen in [, nur die Momente der wirkenden Kriifte ein, da ja 
weder die Reibungskraft, noch die normale Reaktion Momente um den 
Beriihrungspunkt M geben. Enxistiert eine Kriftefunktion U, und denken 
wir uns den Differentialquotienten U von U nach der Zeit ¢ als lineare 
Funktion der GréBen k,---,p,--- ausgedriickt, so ist also 


au au au 
T, cos (T,, u) = we yZ) +++ 
Geht U in (U) tiber, wenn wir die GréBen k,-- 


»P,-** nach (36) 
und (41) eliminieren, so wird 





Tr, cos (F,, u) = : a(U) 


vy ov 


Ist U-tine Funktion von uw und v, so haben wir: 
1 0U 
F, cos (fF, u) = > =. 


Wir erhalten also schlieBlich: 


d 00_ aT P 
dt 0b 9k ove avd) +py (satya tee rere 


(44) 
+2 [ (ve) tava" —rve| ferret poo 


Durch recht komplizierte Rechnungen laBt sich feststellen, daB diese 
Gleichung mit der zweiten der Formeln (40) identisch ist. 

Projizieren wir den Vektor [,’ auf die Richtungen » und n, so erhalten 
wir auf ahnliche Weise die beiden anderen Bewegungsgleichungen (40). 

Die Formel (44) kann auch direkt aus den allgemeinen Bewegungs- 


gleichungen eines starren Kérpers, der den nicht holonomen Bedingungen 
(29) unterworfen ist: 











- 


sv = | 
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d oT oT 
aioe ~*~ Lom + Get 
a4eT_ ar _ ar, a 
dt Op "dq 15r Op 9s — #4 
durch Elimination der Multiplikatoren 1,,4,, 4, abgeleitet werden. 


Dazu haben wir unter Benutzung dieser Gleichungen die Formel (42), 
nachdem wir sie mit » multipliziert haben, nach der Zeit ¢ zu differenzieren: 


d 00 ard " . ” or au 

Tey io aE aa Ye —Zva)+--+ (yva ~sve) (r a> aan + 3E +4) 
+= d oT oT , @ 

fee OF 8 (we) test ve (neg 4 0 4 yt ai) ++ 

oder 


i ar ok tre” —sve) + rv(pa+ga’ ~—_ = va(ap+yqter)|+- 


+++ ola (va) + va" —rve'| So ae 
Nun ist aber nach (29) und (30) 


oT or oT oT oT oT 
PETTITT im —% PETIT + om o> 


sodaB diese Gleichung mit der Formel (44) identisch ist. 


§ 12. 


Priifung der Bewegungsgleichungen durch die Poinsotsche 
Interpretation der Bewegung eines kriftefreien starren Korpers. 


Die Richtigkeit der Formeln (40) laBt sich, wenigstens in einem 
speziellen Falle, durch Benutzung der bekannten, von Poinsot gegebenen 
Interpretation der Bewegung eines starren Kérpers, auf den keine Kriifte 
einwirken, bestiitigen. Dieser Interpretation zufolge bewegt sich der Schwer- 
punkt eines solchen Kérpers gleichférmig in einer Geraden, und das zen- 
trale Triigheitsellipsoid des Kérpers, 


Axe + By + C2 —=1, 
rollt ohne zu gleiten auf einer Ebene, die eine solche Translations- 
bewegung hat, daB ihre Entfernung vom Schwerpunkte des Kérpers kon- 
stant bleibt. Der Beriihrungspunkt des Ellipsoids und der Ebene be- 


schreibt auf der Oberfliche des Ellipsoids eine Polhodie und auf der 
Ebene eine Herpolhodie. Die Projektion der momentanen Winkelge- 
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schwindigkeit des Kérpers auf die Normale im Beriihrungspunkte zum 
Tragheitsellipsoid bleibt konstant wihrend der Bewegung. 

Wenn der Schwerpunkt im Anfangsmomente in Ruhe war, so bleibt 
er in Ruhe wahrend der Bewegung des Kérpers, und das Tragheitsellipsoid 
wird auf einer ruhenden Ebene rollen. 

Wir transformieren nun das Trigheitsellipsoid und die Ebene durch 
reziproke Radien.*) Das Ellipsoid geht in die Flaiche vierten Grades 

Az? + By? + C2? = (2? +y*+ 27)? 
tiber und die Ebene in eine Kugel. 

Dem Gesagten zufolge miissen die Bewegungsgleichungen (40), wenn 
auf den Kérper keine Krifte einwirken, und wenn der Kérper von der 
erwahnten Flaiche vierten Grades begrenzt ist, eine partikulire Lésung 
zulassen, bei welcher die GréBe m konstant bleibt und der Beriihrungs- 
punkt M auf der Oberfliiche des Kérpers eine Kurve beschreibt, die aus 
der Polhodie durch Transformation mittels reziproker Radien erhalten wird. 

In der Tat, setzen wir 

jet... eae, x... 
k—u—v Va?— b* Va?— c? ? 


A=, Bay, CHa, k=a+h +e, 


c? ? 
so laBt sich nachweisen, daB die Bewegungsgleichungen (40) im Falle 
U=0 
die partikulire Lésung 


n=const., u-v = const. 
zulassen. 


§ 13. 


Auflésung der Bewegungsgleichungen nach den Differentialquotienten 
der unbekannten Funktionen. Bewegungsintegrale. Bestimmung 
der zyklischen Koordinaten. 


Wir gehen nun zur naheren Untersuchung der Bewegungsgleichungen 
(40), die die Variablen u,v, als Funktionen der Zeit ¢ bestimmen, tiber. 
Diese Gleichungen sind in bezug auf u und v von der zweiten, in bezug 
auf m von der ersten Ordnung. Fiigen wir den Formeln (40) die Glei- 


chungen 
du . dv ‘ 
-—~ 2” 


hinzu, so erhalten wir fiinf Differentialgleichungen erster Ordnung, welche 





*) Routh, The advanced part of a treatise on the Dynamics usw. Art. 147, 
Ex. 4, 1884. 
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die fiinf Funktionen u,v, , «%, # durch ¢ bestimmen. Sollen diese Glei- 
chungen nach den Differentialquotienten der unbekannten Funktionen auf- 
gelést werden, so haben wir statt der «,%,m neue unbekannte Funktionen 
Pi» Pe, Ps nach den Formeln 


1s) 8 Is) 
a6 Pr FG PD tn 


einzufiihren. Dann wird nach einem Satze von Donkin*) 


/]: ar) >) 26 «620 66 30 20 


=~ 55? 9M an? *~ dp? Bu de? Je de? 


wo © die kinetische Energie des Kérpers, als homogene Funktion zweiten 
Grades der Argumente p,, p,, p, ausgedriickt, bezeichnet. Wir erhalten 
also aus (40), wenn wir noch die Bezeichnung 


60—U=H 
einfiihren, folgende fiinf Differentialgleichungen erster Ordnung, welche 
die p,, Ps, P3,%,v durch ¢ bestimmen: 


Tt ~~ Fa tVEG (FG — =) 55, rte + fn Ps 


R, v Op, 
— Me £8 (22)'+ Ms VEv 9% 2H, 
tp EVO (05 — A) a Me 1 
(45) — Me 5¢ (jp,) + Me VEU se ap, 
tp WE 2 Ey VEL earl lt Eg ft 
— Me(VEv+VGu) 55S, 


du _@H dv_@éH 
dt” dp,’ dt dp, 

Aus diesen Gleichungen oder den Gleichungen (40) léBt sich noch 
mit Benutzung des Integrals der lebendigen Kraft 


H=0-—-U=h, 
wo h eine willkiirliche Konstante bezeichnet, die Zeit ¢ eliminieren. Wahlen 
wir z. B. w zar unabhingigen Variablen, so erhalten wir dann drei Dif- 


ferentialgleichungen erster Ordnung, die die GréBen p,, p,, v, resp. v, 0,” 
durch «u bestimmen. 


*) Philos. Trans. 1854. 
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Um auBer dem Integrale der lebendigen Kraft noch ein zweites Be- 
wegungsintegral zu erhalten, machen wir folgende spezielle Voraussetzungen. 
Die relative Geschwindigkeit v(z,¥, 2) des Beriihrungspunktes M mige 
in jedem Momente der Bewegung mit der Geschwindigkeit w(k, l,m) des 
Schwerpunktes O des Kérpers in einer Ebene liegen. Dann verschwindet 
der Vektor K, der in (43) enthalten ist. Wenn auBerdem das resultierende 
Moment f, um M der auf den Kérper wirkenden Kriifte gleich Null ist, 
so ist nach dem Satze des § 11 das resultierende Moment [, um M der 
BewegungsgréBen der materiellen Punkte des Kérpers konstant. Wir 
haben also in diesem speziellen Falle das Integral 


a 5 G9)'+3 (8)'+ G2)~ ome 


Die eben angefiihrten Bedingungen sind augenscheinlich erfiillt, wenn 
der starre Kérper teilweise oder ganz von einer Kugelfliche begrenzt ist, 
deren Zentrum mit dem Schwerpunkte des Kérpers zusammenfillt.*) 

Wir kehren wieder zum allgemeinen Falle zuriick. 

Sind die Bewegungsgleichungen (40) oder (45) integriert, so haben 
wir noch die zyklischen Koordinaten #, u,,v, zu bestimmen. Dazu dienen 
die letzte der Formeln (9) und die nicht holonomen Bedingungsglei- 
chungen (12). Diese Formeln vereinfachen sich fiir den gegebenen Fall 
nach (35) zu folgenden: 


Riu, = —VEi sin # + VGb cos #, 





(41) R, 0, sinu, = VE i cos # + VG sin 8, 
FA 1 OE. eG. i 
—— "+ s7RG (55  — Ze #) — a, cos m,. 


Sind u, v, x durch die Zeit ¢ ausgedriickt, so sind nach (36) und (41) 
die GréBen k,---, p,--- bekannte Funktionen der Zeit, folglich**) muB 
sich die Bestimmung aller iibrigen Koordinaten auf die Integration einer 
Riccatischen Gleichung zuriickfiihren lassen. 

In der Tat, setzen wir 

VE 


: G. , 1 0E. 0G. 
—"% ahs, Ve = f,sin %, (— 


2VEG \o0 “— ju?) —+4,=fy 
so sind /,, f,, #, bekannte Funktionen von ¢. Die Formeln (47) ergeben: 
u, =f, sin(#+4,), 0, sinu, = — f, cos (#+4,), 
os #+ 8, =f, + f, etg u, cos (#+ 4,). 
*) Tschaplygin, Uber eine mdgliche Verallgemeinerung der Flichentheoreme 


mit Anwendung auf das Problem des Rollens der Kugel, Moskau Mathem. Samml. 
20 (1897). 


**) Vergl. z. B. Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, L. 1, ch. IL. 
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Fiihren wir jetzt statt u, und # neue Variable £, und € nach den 
Formeln 


4 =— a ctg 2 . e~ (+ I)8 & = 2 tg _ . e7 (F+9)i 


ein, so zeigt eine kurze Rechnung, daB £, und §, Integrale der Riccati- 
schen Gleichung 


FH * 1+)K® — ith) 


sind. Wenn hieraus &, und §, also auch u, und @ durch die Zeit ¢ be- 
stimmt sind, so wird die letzte Koordinate v, aus (47) durch Quadraturen 
erhalten. 


§ 14. 


Rollende Bewegung eines Rotationskorpers auf einer Kugel. Zuriick- 
fiihrung des Problems auf die Integration zweier Riccatischen 
Gleichungen. Bewegung eines zylindrischen Stabes auf einer Kugel. 


Die Bewegungsgleichungen (40) vereinfachen sich bedeutend, wenn 
der starre Kirper im dynamischen Sinne ein Umdrehungskérper ist: 
A=B, 
und wenn die Oberfliche des Kérpers eine Rotationsfliche um die Sym- 
metrieachse z ist. 
Setzen wir 
Z=ucosv, y=usinv, z= 24(u) 


, ae 


und bezeichnen wir die Differentialquotienten von z nach u durch 2’, 2’,--., 
so wird 


, ” ’ ” 1 
E=1+2%, G =v’, c= pb’ =0, ny errs Y 


z—us’ 


oe? = u? + 2’, = — 


yite”’ 


: 
vie 
in ee 


a a 
Viger ~ “Vite 

sodaB nach (38) 
20 = (Mo*+ A) (vs? + 7a? +n%) — M (e ae E + en)? 

+ (C—A) (via’+ny’f = Pi? + Qi? + 2Lin + Jn? 
ist, wobei die Koeffizienten P, Q, L, J Funktionen des Argumentes u sind. 
AuBerdem haben wir augenscheinlich: 

U = Funct (u). 

Wir sehen also, daB im gegebenen Falle die Koordinate v auch 
zyklisch wird, folglich ergeben die Bewegungsgleichungen (45) oder (40), 
nach Elimination der Zeit ¢ mit Hilfe des Integrals der lebendigen Kraft, 
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D 





(49) 
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zwei Differentialgleichungen erster Ordnung, welche die Variablen p, 
und p, resp. v und » als Funktionen von u bestimmen. 

Existiert noch das Integral (46), oder ist irgend ein anderes Integral 
der erwaihnten Gleichungen bekannt, so lassen sich diese Gleichungen durch 
Quadraturen lésen. In der Tat fallt es nicht schwer nachzuweisen, daB im 
gegebenen Falle die Form des letzten Jacobischen Multiplikators M sich 
im voraus angeben laBt. 

Wie bekannt, geniigt der Multiplikator M des Systems 

xn tte a X,, X,,---, X, = funet. (x,, 2, ---, 2,) 
der Formel 

digM 1 


tems GR t+) 


Wenden wir diese Formel auf das System (45) an, so wird 
or ée(@H @#H GH GH 
+ Me ° au (a5, Op," OD in tn) 
de (aH oH 0H OH 
+ Mo ov (on, op,* OPs Op, ap.) 
oH @H oH @H 
+ MVE o(5,. Op, OP, OP, apap) 


0H OH 0H OH 
+ MeVGe(o ann — am Onér) 
Nach (48) und (49) ist aber g eine Funktion von wu allein und « ist 
in 0, folglich p, in H nur in der zweiten Potenz enthalten. 
Wir haben also nach (45): 


dlgM Ge @H 
— + M(¢ Ou ép,* —«eVEv OD, oon) a =, 
sodaB 
- udu de @H 
Mm eo SMen, (u) = M(e xt 5 eVEv aan) 
ist. 


So lést sich z. B. das Problem der Bewegung eines Rotationskérpers, 
der teilweise oder ganz von einer Kugelfliche begrenzt ist und der auf 
einer unbeweglichen Kugel ohne Gleitung rollt, bei Kriften von der im 
Anfange des Kapitels angefiihrten Art durch Quadraturen auf.*) 

Wir wollen nun die zwei Differentialgleichungen erster Ordnung, 
nach deren Integration die Veriinderlichen u, v, » durch Quadraturen 
erhalten werden, wirklich aufstellen. 


*) Vgl. die oben angefiihrte Abhandlung von Tschaplygin. 
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Die beiden letzten Bewegungsgleichungen (40) ergeben nach (48) 
und (49): 


d 30 VG P 
ae 7 — VEG (2.5 - Rae tt z Mit + Me VG unit, 
400_—S—sVG iP, VE 1 2. 


-—# 


nt? ES u— Rv 08 it + Me é © nit — Me(VEv+VGu) ou. 


Diese Gleichungen lassen die partikuliire Lésung 
u=0, u=%, n=, C=—t,, V=—ht+ %, 


WO Uo, My, Vp, Vy Konstante bezeichnen, zu, und die erste der Bewegungs- 
gleichungen (40) gibt die Bedingung an, der diese Konstanten geniigen 
miissen, damit eine solche Bewegung des Kérpers méglich wire. Die Be- 
stimmung der tibrigen Koordinaten @, u,,v, nach den Formeln (47) macht 
in diesem Falle keine Schwierigkeiten, und wir tiberzeugen uns leicht, dab 
der Beriihrungspunkt M auf der Oberfliiche der Kugel einen groBen Kreis 
oder einen kleinen Kreis beschreibt, je nachdem der Ausdruck Rot oe 
gleich Null oder von Null verschieden ist. P 

SchlieBen wir diese partikulire Lésung aus, so ergeben die aufge- 
stellten Gleichungen, wenn wir in ihnen « zur unabhiingigen Variablen 
wihlen: 


d @0 Vé P 
te 5 = — VEG (FG -— ps)5e + zz n+ Me VG un, 


0 G . y 
i 2-- -i- ee 1 OO + Me £8 on— Me (VEv+VGu)d. 

Sind aus diesen Gleichungen ¢ und » als Funktionen von w bestimmt, 
so erhalten wir aus dem Integrale der lebendigen Kraft u als Funktion 
der Zeit ¢ durch Quadraturen. Eine zweite Quadratur bestimmt dann v 
durch ¢. 

Die aufgestellten Gleichungen bilden ein System von zwei linearen 
Differentialgleichungen erster Ordnung. Eliminieren wir aus ihnen z. B. 
n, so erhalten wir zur Bestimmung von ¢ eine lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: 


ai , di ‘ 
cat + a fi) + of,(u) = 0. 
Eine solche Gleichung wird durch die Substitution 
o= ef tee 


wo & eine neue Variable bezeichnet, auf die Riccatische Form gebracht. 
Die Bestimmung der zyklischen Koordinaten @, u,, v, fiihrt, wie wir 
29° 
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oben gesehen haben, auch zu der Integration einer Riccatischen Gleichung. 
Wir diirfen also folgenden Satz aussprechen: 

Das Problem der rollenden Bewegung eines starren Rotationskirpers 
auf einer Kugel unter der Wirkung einer Kraft, die vom Schwerpunkte O 
des Korpers zum Zentrum O, der Kugel gerichtet und nur von der gegen- , 
seitigen Entfernung der Punkte O und O, abhiingig ist, lift sich, wenn 
die Bewegung des Korpers ohne Gleitung vor sich geht, auf die Integration 
von gwei Riccatischen Gleichungen und auf Quadraturen zuriickfiihren. 

Der starre Koérper sei z. B. ein zylindrischer Stab: 


z=Reosv, y=Rsinv, z—u. 
Wir haben dann: 


E=1, G=R, a’=1, p’=0, y"=0, p=— =, 
D=0, D’=R, @P=KR+wv, c=——R, v= 7-1, 
sodaB die kinetische Energie des Stabes nach (49) durch die Formel 


20 = 75(4+ MR + Mu’)it + (C+ MR?) (a —1)'i 


+ 2MR(z—1 


gegeben wird. 


Die beiden linearen Differentialgleichungen, die » und m durch 4 
bestimmen, sind von der Form 


Juno + (A+ Mu*)n? 


ju| MRun + (0+ MR) (_—1)i]— MQ (wi— Rm), 
< [(4+ Mun + MR (e- 1) wi 
—[_i(4+ MR + Mu)—3-(2— 1) (C+MR*)— MR}i—_M(z —1) un. 


Eliminieren wir aus diesen Gleichungen n, so wird 


(ALTE a) Rated HER 4 RE -0 


Wir sehen also, daB @ eine hypergeometrische Funktion von wu ist. 








rs 
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§ 15. 


Bewegungsgleichungen eines starren Korpers, in dessen Innern sich 
ein Gyroskop befindet. Rollende Bewegung einer gyroskopischen 
Kugel auf einer Kugel. 


Die meisten Resultate der vorhergehenden Paragraphen lassen sich 
leicht auf den Fall verallgemeinern, daB im Innern des starren Kérpers, 
den wir uns hohl denken wollen, ein um seine Achse rotierendes Gyroskop 
enthalten ist. Wir werden voraussetzen, daB der Schwerpunkt des Gyroskops 
mit dem Schwerpunkte des starren Kérpers und die Symmetrieachse des 
Gyroskops mit der z-Achse zusammenfalle. 

Die Reibung in den Stiitzpunkten der Achse des Gyroskops auf die 
innere Oberfliche des Kérpers soll vernachliissigt werden. 

Wenn die GréBen M, A und B in den Bewegungsgleichungen (40) 
die Masse und die Trigheitsmomente um die z- und y-Achsen des ganzen 
Systems, das aus dem starren Kérper und dem Gyroskop besteht, be- 
deuten, so haben wir, im Falle eines gyroskopischen Kérpers, nur zu den 
auf den Kérper einwirkenden Kriften noch ein Kraftepaar*) hinzuzufiigen. 
Das Moment dieses Paares ist gleich C a@ sin (o@), wo C das Trigheitsmo- 
ment des Gyroskops um die z-Achse, @ seine konstante Winkelgeschwindig- 
keit und @ die momentane Winkelgeschwindigkeit des starren Kérpers 
bezeichnen. Die Achse dieses Momentes steht normal zur momentanen 
Rotationsachse des starren Kérpers und zu der z-Achse und ist in bezug 
auf diese zwei Achsen so gelegen, wie die z-Achse in bezug auf die z- 
und y-Achsen. 

Fiihren wir die Bezeichnung 

Ci =x 
ein und vergegenwirtigen wir uns die Methode, die in § 11 zur Auf- 
stellung der Bewegungsgleichungen (40) angewendet wurde, so ist es klar, 


daB wir im Falle eines gyroskopischen Kérpers zu den rechten Seiten 
dieser Gleichungen (40) die Ausdriicke 


ux(viy”—na"), vx(np"—piy”), x(uia” —vop”) 
hinzuzufiigen haben. 

Machen wir tiber die Massenverteilung des Kérpers und sejne Form 
dieselben Voraussetzungen, wie im vorhergehenden Paragraphen, so wird 
nach (48) in den rechten Seiten der zwei letzten Bewegungsgleichungen 
(40) wieder % als gemeinsamer Faktor enthalten sein. Wir kommen also 


*) Den sog. Deviationswiderstand. F. Klein und A. Sommerfeld, Uber die Theorie 
des Kreisels, Heft I, Kap. III. 
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wieder zu zwei linearen Differentialgleichungen erster Ordnung, welche die 
Variablen + und » als Funktionen von u bestimmen. Nur werden jetzt 
diese linearen Gleichungen nicht mehr homogen sein. Folglich erhalten 
wir, wenn wir aus diesen Gleichungen » eliminieren, eine lineare Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung von der Form 


a, 48 Fu) + lw) — fw). 


Ist auBer dem Integrale der lebendigen Kraft noch ein Integral be- 
kannt, so lésen sich die Bewegungsgleichungen durch Quadraturen auf. 

Der starre Kérper sei z. B. eine Hohlkugel, in deren Innern sich 
ein Gyroskop befindet. Dann gilt das Integral (46), folglich lassen sich 
die Variablen u,v, im Probleme der rollenden Bewegung einer gyro- 
skopischen Kugel auf einer Kugelfliche durch Quadraturen bestimmen. Die 
iibrigen Koordinaten #, u,, v, werden, wie in § 13 gezeigt ist, durch 
Integration einer Riccatischen Gleichung erhalten. 

Das hier angefiihrte Problem kann als eine Verallgemeinerung des 
von D. K. Bobylew*) gelésten Problemes der Bewegung einer schweren 
gyroskopischen Kugel auf einer horizontalen Ebene angesehen werden. 
N. E. Joukowski**) hat in seinen geometrischen Untersuchungen iiber das 
Bobylewsche Problem vorgeschlagen, im Innern der Kugel einen materiellen 
Ring, dessen Symmetrieebene mit der xy-Ebene zusammenfillt, anzubringen. 
Die Dimensionen des Ringes werden so gewihlt, daB das Trigheitsellipsoid 
des ganzen materiellen Systems in bezug auf den Schwerpunkt eine Kugel 
ist. In diesem Falle lit sich die Bewegung der Kugel auf der Horizontal- 
ebene bedeutend einfacher bestimmen. 

Setzen wir in unserem allgemeinen Probleme auch voraus, da die 
Hohlkugel mit einem solchen Ringe versehen ist, so liBt sich nach- 
weisen, daB die zyklischen Koordinaten #, u,, v, auch durch Quadraturen 
erhalten werden. Wir wollen auf dieses Problem, das wohl den Gegen- 
stand einer selbstiindigen Abhandlung bilden diirfte, hier nicht weiter 
eingehen. Es sei nur bemerkt, daB die im Probleme auftretenden Quadra- 
turen elliptischer Form sind, sodaB selbst eine vollstiindige Diskussion 
der Bewegung einer solchen Kugel auf einer Kugelfliche keine Schwierig- 
keiten macht. 





*) Bobylew, Uber die gyroskopische Kugel, die auf einer Horizontalebene ohne 
Gleitung rollt, Moskau Math. Sammlung 1891. 

**) Joukowski, Uber die gyroskopische Kugel von D. K. Bobylew, Arbeiten der 
physikalischen Sektion 1893. 
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Kapitel IV. ‘ 


Differentialgleichungen der rollenden Bewegung eines 
~starren Korpers auf einer beliebigen Flache. 


§ 16. 
Aufstellung der Bewegungsgleichungen. 


Die Bewegungsgleichungen eines starren Kérpers, der ohne Gleitung 
auf einer Kugel rollt, sind im vorhergehenden Kapitel aus der Formel (33) 
abgeleitet. Um eine Anwendung der anderen Grundformel des Kapitels II, 
der Formel (18) zu erhalten, sollen jetzt unter Benutzung dieser Formel 
(18) die Gleichungen der velleniien Bewegung eines starren wou auf 
einer beliebigen Fliche entwickelt werden. 

Wir werden an den Bezeichnungen und Voraussetzungen der §§ 4 
und 9 festhalten und wihlen zu den abhingigen Geschwindigkeiten, wie 
in (12), die GréBen «, und %,. Wir haben dann nach (18) die verall- 
gemeinerten Impulse K, und K,, die den Geschwindigkeiten «, und ¢, 
entsprechen, zu bestimmen. 

Setzen wir die Ausdriicke (11) und (10) fiir die k,l, m;p,q,r in die 
kinetische Energie J (30) des Kérpers ein, so wird nach (9) 


27 = M(k°+0+m?*) + Ap*+ Ba? + Cr =2T(u, v, 8, u,, v,, it, 6. , i, 0), 
folglich haben wir nach (11), (10) und (9): 


B35 — BV E- Ont ‘)sin # + (kB + ---) cos #] 
1 ne , oT 
+ EG ee 2S wy ; the a y+] 
D, 


— 7. (Sz (ya"—2e')+---+5 ae --] cos ® 
+(3 i (yB" — 2B’) +--+ + FB +--+] sin o} 


und einen ahnlichen Ausdruck fiir K,, die Derivierte von 7 nach @,. 

Soll die rollende Bewegung des Kérpers auf der Fliche S, ohne 
Gleitung vor sich gehen, so haben die k, 1, m die Werte (13), und wir 
erhalten nach (10) und (1): 


2T = Mo*(e*? + 7° +n*?)— MU +05. ce * ten), 


(e72 Gu iz ene Ve 
+A(oa+rtp+ny)*+ Boa’ +rp’+ny’)?+C(oa"+rp"+ny’)? 
= 20(u, », 6, t, n), 


(50) 








| 
| 
\ 
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wo wieder 
+y+e=—o', cy tyy tey"—e 
gesetzt ist. 
Mit Hilfe dieses Ausdruckes © fiir die kinetische Energie des Kérpers 
und mit Hilfe der Formeln (13), die nach (1) 


ke +e + ma” ——erto% Va? 
kB + 1p’ + mp” = 16 — OE 


ergeben, lassen sich die GréBen K, und K, auf die einfachere Form 


K, = MVE, | (eo— 9 #2 VE pets e re ya) sin ®| 
- WEE om ge “vi (= cos +9 ° sin ), 


bringen. 


Die Koeffizienten bei den Gréfen K, und K, in der Formel (18) 
haben nach (12) die Werte 


‘ —VEusine +VGbous) : YE s one + YFocne) 
d\u, — d\ 0, — 
VE, VG, 

die zufolge § 7 unter Benutzung der Formeln 

; VE, du, = —VE du sin & + VG dv cos &, 
(52) - 7 : 

VG,d0,= VEdu cos? + VG odvsin 
zu berechnen sind. 
Fiihren wir wieder der Kiirze wegen neben der GriBen (9) die GréBe 


1 ad 0G 1 aG, 








ein, so erhalten wir leicht fiir die gesuchten Koeffizienten folgende Aus- 
driicke: 


[VE (ndu— in’) cos # + VG (nd v— on’) sin 9], 
a: [VE (ndu— iin’) sin @ — YG (ndv— im’) cos 4], 


sodaB die Formel (18) ftir das in Rede stehende Problem die Form 


ty 
(54) {se +60+ K, VE(ndu— iin’) + K, VG (ndv—in’)] dt =0 
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wo 


(55) 5-7 008. + 7. sin , Kin mr sin ® — 7. cos © 

bezeichnet, annimmt. Wir setzen voraus, daB eine Kraftefunktion U existiert. 
Die kinetische Energie © des Kérpers haben wir als homogene Funktion 
zweiten Grades der unabhingigen Geschwindigkeiten «, +, # auszudriicken. 
Dazu eliminieren wir aus den Funktionen 6, t, » (9) unter Benutzung der 


Bedingungsgleichungen (12) die abhingigen Geschwindigkeiten %, und ?,: 
6=—A VEu—A"VGi, r=AVEI+A'VGo, 
a wale sen 

= 242: sin® oi a (Pr _ Dr) 5: 
A 7+ * sin e+ anes A =(G Z.) sin 9 cos &, 

6) A” 29 28, 

= 4 $s G, - sin + Fi cos 
VG ®% YG %, yk ou,’ 
—__1 @G , sind OlgG, cost dlg E, 
VE @» "YE, ®%  Y@, 9% 

und setzen die so erhaltenen Werte fiir 6, r, in die Funktion © (50) 

ein. Dann wird 


2A. = 1 @dlgE sine alg B, __ cos # lg G, 


0 = O(u, v, % u,, 4, &, o, ). 

Eliminieren wir jetzt aus der Formel (54) die GréBe n’ mit Hilfe 
von (53) und die abhingigen Variationen du, und dv, mit Hilfe von (52) 
und setzen die Koeffizienten bei den unabhingigen Variationen du, dv, dd 
gleich Null, so erhalten wir die Gleichungen der rollenden Bewegung 
eines starren Kérpers auf einer beliebigen Fliche: 





d 00 @a(0+0) 0(0+U) sin® _ 0(0+U) cosé eZ 
dt ju ow -VE|- “ts, wt t ye ™ 5] 
nt (A,X, +4,K,') VEG, 
2202040) _yql HO+U) ome , G40) sind 
(57) dt dvi -VvG| Ou, yE* oy. VG, —k, | 


+ (A, K +4, Ky) VEG i, 
d 20 a04U aH: ea/7i 
dt 53 er d as VEu+K, VG i, 
wobei nach (55) und (51) 


K/—M(s0-e 56”) — (ar-7) +a 8 (a s5 FE 


a 
, den ,00 D\ 320 1 oe) 
Kj=M(cr—e3 ates -(0-#)-(O-p9 on 





(58) 


ist. 
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Da in den Bewegungsgleichungen (57) nur der Ausdruck © fiir die 
kinetische Energie des Kérpers enthalten ist, so diirfte es vorteilhaft sein, 
auch die Funktionen KX,’ und K,’ durch die Derivierten von © auszudriicken. 
Dazu haben wir aus den nach (56) evidenten Gleichungen 


20 20 1 20 , 20 AAs) 20 
96 on? yg de 4S Get OGTR: 
1 20 » 00 ,00 Ts) 
y@ 9 ~~ ae t 8 5 in 


die Derivierten von © nach 6, t und » zu bestimmen und in (58) ein- 
zusetzen: 


K;'— M( de mn )+ 1 s+ 1 a (4, ao =6A 4) 





*o~ Cou VE)" Ve RG \yE tu Yq oe 
4 (BP 86444, _ _1_ dgG@\00 
(@ R 2VE eu \oe 
° Ge n 1 ¢e 1 D/A 20 A’ 20 
KM (8-0 5 75) yg a E (ve ya Be) 
4 (BA44+4'4,_ _1 dig EF) 00 
(z R 2VG ov \oe 

wobei 
— AA”. Aft, BD” , BD pa, FR 
R=AA"- A?*= 57 + Ea +( Et -@ G,) oro 


von Null verschieden vorausgesetzt wird. 

Die Bewegungsgleichungen (57) und die nicht holonomen Bedingungs- 
gleichungen (12): 
VE, «, = —VEi sin & + VGi cos @, 
VG,i,= VEicost+VYGi sin 
bilden ein System von fiinf Differentialgleichungen, welche die Koordinaten 
u, v, 0, u,,v, des starren Korpers als Funktionen der Zeit t bestimmen. 


Enthalt die Kriiftefunktion U die Zeit ¢ nicht explizite, so lassen die 
Gleichungen (57) das Integral der lebendigen Kraft, 


O=U+h, 


wo h eine willkiirliche Konstante bezeichnet, zu. 

Eliminieren wir unter Benutzung dieses Integrals die Zeit ¢ aus den 
Bewegungsgleichungen (57) und den Bedingungen (59), indem wir z. B. 
die Koordinate # zur unabhingigen Variablen wihlen, so erhalten wir 
zur Bestimmung der u, v, u,, v, durch # vier Differentialgleichungen, die 


(59) 
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in bezug auf wu und v von der zweiten und in bezug auf u, und v, von 
der ersten Ordnung sein werden. Sind diese Gleichungen integriert, so 
ergibt das Integral der lebendigen Kraft die Zeit ¢ als Funktion von @ 
durch Quadraturen. 


§ 17. 


Die Bewegungsgleichungen in speziellen Fillen. Partikulire 
Loésungen der Bewegungsgleichungen. 


Ist die Fliche S,, auf welcher der Kérper ohne zu gleiten rollt, eine 
Kugel (Formel 35), und hangt die Kraftefunktion U nur von den Variablen 
u und v ab, so werden die Koordinaten #, u,, v,, wenn wir in die Be- 
wegungsgleichungen (57) statt # die GréBe m (9) einfthren, zyklisch und 
die Gleichungen (57) fallen mit den Formeln (40) zusammen. 

Ein anderer einfacher Fall bietet sich, wenn der starre Kérper ein 
Rotationskérper, 


A=B, x=ucosv, y=usinv, z= Funet. (u), 
und die Fliaiche S, eine Rotationsfliche, 
XZ, =U, COS%,, ¥, =U, Sin v,, 2, = Funct. (u,), 


ist. Wenn auBerdem die Kriftefunktion U nur die Variablen u, #, u, 
enthilt, so sind die Koordinaten » und v, zyklisch. Diese Bedingung fiir 
die Kraftefunktion wird z. B. dann erfillt sein, wenn die wirkenden Krifte 
eine Resultante haben, die am Schwerpunkte O angreift, parallel der z,-Achse 
ist und eine konstante GréBe hat, oder wenn diese Resultante vom Schwer- 
punkte O zu einem Punkte O, der Symmetrieachse der Fliche S, gerichtet 
ist und nur von der Entfernung 00, abhingt. 

In diesem Falle ist es vorteilhaft, in die Bewegungsgleichungen (57) 
statt @ die Geschwindigkeit «, mit Hilfe der ersten der Bedingungsglei- 
chungen (59) einzufiihren. Eliminieren wir noch aus den so entstandenen 
Gleichungen ¢, indem wir von dem Integrale der lebendigen Kraft 


O(u, %, u,, i, , v,) = U(u, ®, u,) + const. 


Gebrauch machen, so ergeben sich zwei Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, die zwei der Koordinaten u, #,u, als Funktion der dritten be- 
stimmen. Sind diese Gleichungen integriert, so werden die zyklischen 
Koordinaten v und v, und die Zeit ¢ durch Quadraturen erhalten. 

Wir wollen auf die Entwicklung dieser Gleichungen, die sehr kom- 
pliziert ist, nicht eingehen und nur zwei partikulére Lésungen der Be- 
wegungsgleichungen (57) fiir den in Rede stehenden speziellen Fall angeben. 
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Setzen wir 


i=0, u=u, #=—0, =<, b=, V=Ht+%, 
= 0, Ute, % =o, % = ot +p, 
WO ty, 0, --- Konstante bezeichnen, so werden die erste der Bedingungs- 
gleichungen (59) uud die beiden letzten der Bewegungsgleichungen (57) 
erfillt, wenn 
(60) 35-9 (*-3) 
ist. 

In den oben angeftihrten Beispielen fiir die wirkenden Kriifte enthilt 
U, wie leicht zu sehen ist, den Winkel # nur in der Form sin @, sodab 
U der Bedingung (60) wirklich geniigt. 

Die tibrigen Formeln (57) und (59) ergeben zwei Relationen: 

VG, OF -_ VG d, 4 er”) = 7 ree =A, K,'VG d, 
denen die Konstanten u,, %,--- geniigen miissen, damit die definierte 
Bewegung des Kérpers méglich ist. 

Den aufgestellten Formeln zufolge beschreibt der Beriihrungspunkt M 
auf der Oberfliche S des Kérpers und auf der Fliche S, mit konstanter 
Geschwindigkeit Parallelkreise. Die Bewegung ist stationiir. 

Die andere partikulire Lésung wird durch die Formeln 


. > 4 . 
v=0, v=, #=—0, o=-, 0,=0, % =p, 


wo v, und v,, willkiirliche Konstanten bedeuten, gegeben. 

Die beiden letzten der Bewegungsgleichungen (57) und die zweite 
der Bedingungsgleichungen (59) werden, wenn U der Bedingung (60) ge- 
niigt, erfiillt. Die beiden iibrigen Formeln (57) und (59) dienen zur Be- 
stimmung der Koordinaten « und wu, durch die Zeit ¢ Ersetzen wir 


hierbei die Formel (57) durch das Integral der lebendigen Kraft, so erhalten 
wir die beiden Gleichungen 


VE, i, =VEu, (Me?+A)t* = 2U + const., 
aus denen sich die Variablen uw und u, durch Quadraturen bestimmen 
lassen. 


Der Beriihrungspunkt M beschreibt auf den Flichen S und §, 
Meridiane. 

Um eine partikulire Lésung der Gleichungen (57) zu erhalten, wenn 
keine der Koordinaten des Kérpers zyklisch ist, betrachten wir die rollende 


Bewegung eines starren Kérpers, der von der Oberfliche eines Ellipsoids S 
begrenzt ist: 
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ene (a'<u<V<0<e) 


auf einem ruhenden Ellipsoid S, mit denselben Halbachsen: 


y= VERNER (Su SPS Se) 








unter der Wirkung einer Kraft, die vom Schwerpunkte O des Kérpers 
zum Zentrum O, des ruhenden Ellipsoids gerichtet ist und nur von der 


Entfernung OO, der Punkte O und O, voneinander abhiingt. Die Kriifte- 
funktion U ist dann eine Funktion von 00,, wobei 


00? = 2(a9+0?+¢)—u—v—u,—2, 


a8. a*b*c* 4 1 (5 # cos *) a ee eg sin *) 
Vuo Vu % % 2VE VE, VG, 2VG VE, VG, 
Wenn wir voraussetzen, daB die Massenverteilung im Kérper eine 


solche ist, daB die Tragheitsmomente A und C um die gréBte und kleinste 
der Achsen des Ellipsoids S einander gleich sind, sodaB nach (50) 


20 =(Mo*+ A) (6? +1°+n*) — M(e 3 au VE a 9 2 oe ve + en)? 
+ (B—A) (60 +18 +ny’)? 
wird, so ist es klar, daB eine solche Bewegung des Kérpers auf dem 
Ellipsoid S, méglich sein muB, bei welcher der Beriihrungspunkt M auf 
den Flichen S und S, zentrale Kreisschnitte beschreibt: 
w=, %Y=v, uto=—a+ec’ 

Da bei dieser Bewegung des Kérpers die Projektionen der momentanen 
Winkelgeschwindigkeit @ auf die mittlere Achse des Ellipsoids S und auf 
die Richtung OM gleich Null sind, so diirfen wir augenscheinlich beim 
Einsetzen in (57) von der einfacheren Form fiir 0: 

20 = (Mg*+ A) (6? + 1°7+n'), 
ausgehen. Es macht also keine Schwierigkeiten, sich zu tiberzeugen, daB 
die Gleichungen (57) und (59) wirklich die angefiihrte partikulire Lésung 
zulassen, wobei der Winkel # und die Zeit ¢ durch die Formeln 


tge—t b?(a?-+-c*) — 2uv alt P (u—v) du 


ist. 





2 VuvVu—b?Vb?—v° Vo*—vVu—b* Va'—uVu—e? 


ee 








+const., 


wo @, die konstante Winkelgeschwindigkeit des Kérpers bezeichnet, ge- 
geben werden. 


Marz 1910. 














E. Lesyerx. 


Note aber die Darstellung einer ganzen Zahl durch positive Kuben. 


Von 


Epa@ar Lesneek in Moskau. 


Im 66. Bande dieser Annalen S. 95 hat Herr Wieferich zum ersten 
Male den beriihmten Satz bewiesen, daB jede ganze positive Zahl sich als 
Summe von héchstens neun Kubikzahlen darstellen laBt. 

In seinem kiirzlich erschienenen Werke ,,Niedere Zahlentheorie“ Bd. II, 
S. 344 hat Herr Bachmann auf eine Liicke in dem Beweise aufmerksam 
gemacht. Er bemerkt nimlich, daB der Wieferichsche Beweis 48 Aus- 
nahmefille zulaBt. 

Angeregt durch diese Bemerkung, habe ich mir die Aufgabe gestellt, 
diese 48 Zahlen in bezug auf ihre Zerfillbarkeit zu untersuchen. 

Die Resultate, welche ich bekommen habe, gestatte ich mir hier mit- 
zuteilen. Es handelt sich dabei um die Zahlen von der Form 


N = 5*(6-5°+ M,)*), wo M, = 1000 + 6.4°+9(8k+47) ist, 
und zwar miissen wir von ihnen nur diejenigen betrachten, welche zwischen 


den Grenzen 0,4-5* und 5*- 22° liegen. Mit anderen Worten, wir miissen 
diejenigen Zahlen N untersuchen, welche den Wertsystemen # und k 


B=0, 49< k< 86, 

b=—1, 1l<k< 21, 

B= 2, 2<k< 5 ? 

B= 3, k=0 
entsprechen. **) 

Ich benutzte dabei folgendes Verfahren. Von allen N sonderte ich 
den gréBten Kubus ab und wiederholte dieselbe Operation mit dem Reste. 
In 15 Fallen bekommt man als zweiten Rest eine Zahl, gréfer als 40 000, 
welche niher untersucht werden muB. Die 33 anderen Reste sind alle 


*) Auf 8. 478 in Herrn Bachmanns Werke befindet sich ein Druckfehler. 
**) Bachmann, |. c., 8. 477—8. 
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kleiner als 40000, und fiir sie konnte man mit Hilfe der Daublewsky 
v. Sterneckschen Tabelle feststellen, wie viel Kuben zu ihrer additiven 
Erzeugung erforderlich sind. Nach einer sorgfaltigen Rechnung ergab sich, 
daB wir niemals mehr als sieben Kuben zur Erzeugung unserer 48 Zahlen 
bediirfen. 


Aus der Formel*) z=a'+ 6*+ N---(1) ziehen wir nun den Schlub, 
daB auch fiir alle Zahlen (1) stets neun Kuben hinreichend sind. 


Ich gestatte mir nun die Tabelle, welche ich berechnet habe, hier 
anzufiihren. 


Die Zahlen N sind hier der GréBe nach geordnet. 
Tabelle. 


k | N — 


50 | 1563148750 — 1160? + 181° + 14°4 11°+4 8*+4 494 99 
12 | 1564348750 — 1160°+ 151°+ 20°4 119+ 7° 4 58 
51 | 1565068750 = 1161°+ 50°+ 18°+ 10°+ 8*4 53 
52 | 1566988750 — 1161° + 127°+ 12°+ 11°+ 10° + 38 
58 | 1568908750 — 1161° + 158° + 29°+4 14°+4 2.89 
54 | 1670828750 — 1162° + 122°+4 29°41 1794 484 98 
18 | 1572028750 — 1162° + 144° + 38°+ 167+ 6°+4 2.39 
55 | 1572748750 — 1162° + 155° + 29° +4 259+ 11°4 2.19 
| 1572988750 — 1162+ 158°4 3994 2.9°4 59+ 93 
56 | 1574668750 — 1163° + 116°+ 38°+ 22°+ 14°4 11°48! 
57 | 1576588750 — 1163° + 152° + 32°+ 16+ 11°+ 10° 
58 | 1578508750 — 1164° + 112° + 16°+ 8°4 6°42. 3° 
14 | 1579708760 — 1164° + 137° + 29° 18°43. 14° 
59 | 1580428750 — 1164° + 148° + 37° + 969+ 25°+ 169+ 4° | 
1582848750 = 1165°-+ 105°+ 8. 20° 
61 | 1684268750 — 1165" + 145° 4+ 3794 1194 10°+2.9% | 
| 1684508750 — 1166°-+ 149° + 325+ 994 554 2. 38 
| 1586188750 — 1166+ 98°+4 17°44 6°4 5°+4 28 
| 1587388750 — 1166° + 128° + 36°+4 12°+4 9° +4 5+ 4° 
63 | 1588108750 — 1166 + 141°+ 39° +4 15°+ 8°+ 3° 
64 | 1590028750 = 1167°4 88*+ 23°4 29° 
65 | 1591948750 — 1167° + 137° + 35° + 209+ 11°+4 894 6° 
1593868750 — 1168°-+ 76°+4 219+ 179+ 1154 8°44 53 
16 1595068760 = 1168° + 118° 4 2194 14°94 3.38% 
67 | 1595788750 — 1168° + 133°+4 27° 4 14°4 2.39 
68 | 1597708760 = 1169° + 57°+ 23°4 11°4 2.5% 
69 | 1599628750 — 1169* + 128° 4+ 2794 1994 7%4 384 98 
| 1601548750 = 1169° + 159° + 26° 10°-+ 2.7% 
17 | 1602748750 — 1170° + 104° 4 20°+4 2.1154 6° +4 2 
71 , 1603468750 — 1170° + 122° 4+ 32°+ 145+ 1294 2.418 
| 72 | 1605888750 = 1170° + 155° + 36° + 1554 119+ 8%+4 1° 
73 | 1607808750 — 1171° + 116° 29°+ 5°94 2.494 13 
74 | 1609228750 — 1171° + 151% + 39° + 13§-+ 9° + 7° 
18 | 1610428750 = 1172°-++ 83+ 22°+ 1-84 3%4 23 








— 


~ a 
onwe=S 


a 
—) 


«1 
i) 


75 | 1611148750 — 1172°-+ 109° 4+ 21°+ 1554 8° + 58 
76 | 1613068750 — 1172° + 147° + 36° + 16° + 10° + 3° 
17 | 1614988750 — 1173° + 100% 4 25° 4 2. 16+ 6° 


4 | 1615228750 — 1173° + 108° + 16°+ 6*+4 2°4 1° 











*) Bachmann, §. 341. 
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N 











78 | 1616908750 — 1178° + 143° + 26° 4 e+ OP + T+ 6 

19 | 1618108750 = 1174° 4+ 23°+ 7°4 6 

79 | 1618828750 = 1174°4 90°+15°+ 7°42 

80 | 1620748750 — 1174" + 188° + 25°-+ 18° t 13° + 10° 

81 | 1622668750 = 1175°+ 75°-+ 20°-+ 15°+ 10°-+ 5° 

82 | 1624588750 — 1175°-+ 133°+4 11°+ 7°4 4° 
16256788750 = 1175* + 152° + 32°-+4 20°+ 119+ 79-4 58 | 

88 | 1626508750 — 1176" + 49°-+ 21°+ 2.10°+ 4° 

84 | 1628428750 — 1176°+ 1279+ 6°+8.55 

85 | 1630348750 — 1176* + 158° + 28° + 138 *+ 83 + 1° 


| 
| 





schiftigt, spielt das ja keine Rolle. 


Moskau, den 30. November a. 8. 1910. 





Selbstverstiindlich kiénnen wir aus dieser Tabelle keinen SchluB iiber 
die kleinste Anzahl der Kuben ziehen, aber fiir die Frage, welche uns be- 
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Gegenseitige Reduktion algebraischer Korper. 
(Auszug aus einem Schreiben an H. Weber.) 
Von 


G. Frosentvus in Berlin. 


AnlaBlich einer Berichtigung zu H. Webers Arbeit iiber zyklische Zahlkirper 
im 67. Bande dieser Annalen teilte Frobenius dem Verfasser in einem Schreiben vom 
19. Juni 1909 folgendes mit: 

»Der Satz von der gegenseitigen Reduktion zweier Kérper findet sich 
im Traité des substitutions p. 269, art. 378 Théor’me XIII*), méglicher- 
weise. auch schon friiher. Vielleicht interessiert es Sie, wie ich diesen 
Gegenstand seit 1893 in meiner Vorlesung behandle, in Anlehnung an 
eine Bemerkung von Dedekind: 

Seien A=Q(a) und B=Q(8) zwei algebraische Kérper tiber Q. 
Mehrere GréBen «,, a, @,,--- von A nenne ich abhingig in bezug auf B, 
wenn zwischen ihnen eine Gleichung «,f, + @f, + 8; +---=—0 be- 
steht, worin §,, B,, B,,--- dem Kérper B angehéren. Mit (A:B) bezeichne 
ich die Anzahl der GréSen des Kérpers A, die in bezug auf B unabhingig 
sind. Dann sind 

a=(A:Q) und b=(B:Q) 


die Grade von A und B. Ist A durch B teilbar, so ist 


Im allgemeinen Fall sei M=Q(u) das kleinste gemeinschaftliche Viel- 
fache von A und B, also 


a= (u), B=v¥(u), w= x(a, 8), 
und m=(M:Q) der Grad von M. 
Nach Adjunktion von £ lassen sich wegen 


a=@p(u), w= x(a, B) 


*) C. Jordan, Traité des substitutions, Paris 1871. 


Mathematische Annalen. LXX. 30 
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« und mw gegenseitig durch einander rational ausdriicken. Daher ist 
m 
(A:B)=(M:B)=—;- 


Mithin ist 
a=(A:B)—>, b=(B:A)——, 
aR ere m=ab=Va, 
aber es ist 
a b 
a ob 


nicht immer ganz.*) 
Sei A der gréBte gemeinsame Divisor von A und B, d= (A:Q) der 


Grad von A. Dann ist 
(A:B)<(A: A) 
oder 
dm <ab. 


»Wenn einer der beiden Koérper A: A oder B:A ein 
normaler ist, so ist dm = ab“. 

Denn « geniige, wenn A der Rationalitiitsbereich ist, der irreduzibeln 
Gleichung ®(«) = 0, die eine normale Gleichung sei. Adjungiert man 8, 
so sei Y(a, 8) =O die irreduzible Gleichung fiir « Dann ist ®(z) durch 
(a, B) teilbar. 

Ist (x, 8) = (a4—a) (x—a’) (w4—a’")---, 80 sind a’, a”, --+ rationale 
Funktionen (in A) von « Daher gehéren die Koeffizienten von Y(z, 8) 
dem Kérper A an. Auferdem gehéren sie dem Kérper B an und mithin 
dem Kérper A. In A ist aber O(x) = 0 die irreduzible Gleichung fiir «. 
Daher ist ¥(z, 8) durch (2) teilbar. Mithin ist (x7) = (a, 8), also der 
Grad — —™. 

d b 

Ich kann mich nicht mehr erinnern, wie ich auf diesen Satz gekom- 
men bin, ob ich ihn nicht in irgend einer anderen Einkleidung irgendwo 
gefunden und ihn in Dedekinds Sprache iibertragen habe. Er ist etwas 
allgemeiner als Ihr Satz, weil er nur von einem der beiden Kérper voraus- 
setzt, dab er normal ist, wahrend Sie es von beiden annehmen. 


*) Allgemein ist 
(A: B) (B: 1) (F: A) =(A:1) (F: B) (B: A). 
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Zur Theorie der zyklischen Zahlkérper. 
Zweite Abhandlung.*) 


Von 
H. Weser in StraBburg i./E. 





In der an vorstehenden Brief ankniipfenden Korrespondenz hat mich 
Frobenius auf zwei Fehler aufmerksam gemacht, die sich in der unter 
gleichem Titel in diesen Annalen abgedruckten ersten Abhandlung finden. 

Ich gebe in Folgendem den Hauptinhalt jener Abhandlung, nament- 
lich den Beweis des Kroneckerschen Satzes in berichtigter und wesentlich 
vereinfachter Form wieder und werde an den betreffenden Stellen auf die 
Berichtigungen hinweisen. 


§ 1. 
Gegenseitige Reduktion zweier Korper. 


Es sci R der absolute Rationalitaitsbereich und in ihm zwei Normal- 


kérper der Grade » und m, X= R(x), Y= R(y), definiert durch die 
in R irreduziblen Gleichungen 


(1) g(t)=0, wy) =9. 
Die Gruppen dieser Kérper seien 
o, ¥ 
und ihre Substitutionen 
9, wv. 
Es bedeute w eine unbestimmte Variable, die jederzeit durch eine rationale 
Zahl ersetzt werden kann. 

Wenn X durch Adjunktion von y reduziert wird, so sei p(w, y) ein 
Teiler von g(w) von médglichst niedrigem Grade n’ (also g(u, y) in RY) 
irreduzibel). Es gibt dann eine in ¥ als Teiler enthaltene Gruppe ¥’, zu 
der m(u, y) gehdrt, d. h. deren Permutationen y’ der Bedingung geniigen 


(1) _ es p(u, y) y= 9(u, y), 


*) Diese Annalen Bd. 67, 8. 32. 
30* 








| 
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und wenn wir mit v den Index dieses Teilers bezeichnen, so kénnen wir 
setzen 


(2) Wa Wy, tHe te HH, 
Wenn also Y’ vom Grade m’ ist, so ergibt sich 
(3) m= m'v. 


Die v Funktionen 
plu, y)| Y= P;(u, y) 


sind alle voneinander verschieden und teilerfremd und sind Teiler von o(). 
Daraus folgt, da g(u) in Q irreduzibel ist: 


(4) P(u) = Py(M, Y) Pal, ¥) +> P(M ¥), 
und ,(u, y) gehért zu der Gruppe ¥-'¥'y,. 

Daraus ergibt sich 
(5) n=nv. 

Da ,(u, y) ein Teiler von g(u) ist, so ist es ein Produkt von 
Faktoren « — x und ist also zugleich in X und in Y enthalten. Als Zahl 
in X wird es zu einer gewissen Gruppe ®' gehdren. Durch die Permu- 
tationen © gehen die Wurzeln von g,(u, y) ineinander iiber und folglich 


ist der Grad von ®’ gleich der Anzahl dieser Wurzeln, d. h. gleich m’, 
also der Index gleich v. Wir zerlegen: 


(6) b= 9'9, + 0g, +---+%'Q, 


und finden, dab die Faktoren von g(u) in (4) durch die Nebengruppen 
Y' —,, D' p,, ---, Op, aus p(u, y) hervorgehen. g,(u, y) gehért als Zahl 
in X zu der Gruppe 9;~''g,. 
I. Dadurch ist eine eindeutige Zuordnung der Nebengruppen 
Yd, ¥'ds, oe Yd, 
zu 


P O'g,, Oy, ---, Og, 
bestimmt. 


Die Funktion 
o = @,(u, y) 
ist sowohl in Y als in X enthalten und gehért als Zahl in Y zu der 
Gruppe Y’. Jede andere Zahl, die dieser Gruppe geniigt, ist daher rational 


durch @ ausdriickbar und folglich sowohl in X als in Y enthalten. Be- 
zeichnen wir nun mit 


Y; y, y’, als y-" 
die Zahlen, in die y durch ¥’ iibergeht, so ist 


(7) w(u, v) = (u—y) (u—y’)--- (u —y("’-») 
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eine solche Zahl und folglich sowohl in X als in Y enthalten. Zugleich 
ist sie ein Teiler von w(u) und wir erhalten, der Relation (4) entsprechend: 
(8) ¥(u) = ¥,(u, x) o,(u, x) --- o,(u, 2), 

worin 


tnt int v(u, x) | Q, = v,(u, 2) 
gesetzt ist. 


Es zerfallt also y(u) in X in v Faktoren. Diese sind vom Grade m’ 
und sind irreduzibel. Denn wiiren sie reduzibel, so miiBte ~(w) durch 
eine Funktion von niedrigerem als dem m’‘ Grade teilbar sein, und indem 
man in der vorhergehenden Betrachtung g und y vertauscht, wiirde sich 
fiir m(u) ein Faktor von niedrigerem als n’“* Grade ergeben, gegen die 
Voraussetzung. 

Auf jede rationale Gleichung 
(9) F(z, y)=0 
liBt sich jede Substitution der Gruppe ®’Y’ anwenden. Denn nach der 
Voraussetzung (9) hat die Funktion F(w, y) mit g(u, y) eine Wurzel 
gemein, und da g(u, y) in Y irreduzibel ist, so ist F(u, y) durch p(w, y) 
teilbar und dasselbe gilt von F(x, w) und (wu, 2). 

Daraus folgt, dab eine Zahl 0, die zugleich dem Kérper X und dem 
Kérper Y angehért, als Zah] in X der Gruppe %’ und als Zahl in Y der 
Gruppe Y’ geniigt. Denn setzt man 6 =/(x)=g/(y), so hat man nur 
das vorige Theorem auf die Gleichung f(z) — g(y) = 0 anzuwenden. Dem- 
nach laBt sich 6 sowohl durch y(u, ~) als durch m(u, y) ausdriicken. Es 
wird also der Kérper A, der aus allen Zahlen besteht, die in X und Y 
zugleich enthalten sind (der gréBte gemeinschaftliche Teiler von X und 


Y), sowohl durch y(u, 2) als durch g(u, y) erzeugt und ist daher vom 
Grade v. 


Wir haben ferner den Kérper' 
Z= Kia, y) 


zu betrachten, der aus allen rationalen Funktionen von « und y besteht 
(das gemeinschaftliche Multiplum von X und Y). Man kann ihn er- 
zeugen durch eine Zahl 
z=(2,y), 
die durch die Permutationen ®Y lauter verschiedene Werte annimmt: 
Z= Re); 
durch z sind alle konjugierten Werte von x und y rational ausdriickbar 
und folglich ist auch Z ein Normalkérper. 
Eine Gleichung (9) bleibt aber auch richtig, wenn man gleichzeitig x 
durch z g'g,= 2, und y durch y| yy, = y, ersetzt; denn da F(u, y) durch 
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p(u, y) teilbar ist, so ist F(u, y,) durch p(u, y,) = p,(u, y) teilbar und 
z, ist eine Wurzel von 9,(u, y). 

Andererseits ist z. B. p(x,,y,) nur dann befriedigt, wenn i =k ist, 
und daraus folgt, dab 
(10) 8 = OY’ gy, + OV Gd, +--+ O"'"G,¥, 
die Galoissche Gruppe von Z ist. Der Grad von Z ist also = m'n’v = mn: v.*) 


§ 2. 
Zyklischer Korper von Primzahlpotenzgrad. 


Es sei X ein zyklischer Kérper tiber dem absoluten Rationalitits- 
bereich R vom Grade n, der eine Potenz einer Primzahl 2 ist: 


(1) = 1°, 
Die Galoissche Gruppe dieses Koérpers sei 
(2) o-9o,=—1, Pp; a eo, 


Ist n’ = 4° ein Teiler von x, so hat ®, einen und nur einen zyklischen 
Teiler vom Grade n’, der aus den Permutationen 

(3) ®, sone 1, y : ’ g* " sae gre ; , 
besteht, und auch durch die Potenzen von irgend einer Substitution g** * 
dargestellt werden kann, wenn a durch 4 nicht teilbar ist. 

Zu jeder Gruppe ,, gehirt ein Kérper X, vom Grade ae-© der 
durch eine zu ®,, gehirige Zahl y erzeugt wird. (Danach ist alien X, 
der absolute Rationalitiitsbereich und unter X, der Kérper X zu ver- 
stehen.) 

Zerlegt man ®, in die Nebengruppen 


(4) ®, = ®, + O,.9 + oy" + ; ae %, gy eat, 
so ergeben sich aus y die diesen Silt entsprechenden konju- 
gierten Zahlen 


(5) > Ni» Nes ** "> Ue 41> 
und die zyklischen Permutationen dieser 4-Werte bilden die Galoissche 
Gruppe des Koérpers X,,.**) 


*) In der zitierten Abhandlung (8S. 37) habe ich irrtiimlich behauptet, daB es 
eine Funktion zweier Variablen u, v, die sowohl in u als in v von méglichst niedrigem 
Grade, gebe, die fir u— 2, v=y verschwindet. 

**) In einer unrichtigen Bestimmung dieser Gruppe liegt der zweite Fehler der 
oben zitierten Abhandlung, infolgedessen die Siitze des § 6 und insbesondere das 
Theorem XVII, das den Sitzen von Frobenius iiber die Dichtigkeit gewisser Prim- 
zahlen widerspricht, aufgegeben werden miissen (Frobenius, Uber Beziehungen 
zwischen den Primidealen eines algebraischen Kérpers und den Substitutionen seiner 
Gruppe, Berliner Sitzungsberichte 1896). 
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Eine Primzahl p heiBt in X hritisch, wenn sie durch eine héhere als 
die erste Potenz, p’, eines Primideals p teilbar ist, und g heiBt das Ge- 
wicht von yp. In ® ist eine Gruppe X enthalten, die Trégheitsgruppe 
von », deren Permutationen x dadurch charakterisiert sind, daB fiir jede 
in X enthaltene Zahl m die Kongruenz 
(6) o 4=o (mod p) 
besteht. 

Il. In dem zu der Gruppe X gehirigen Teiler von X ist p nicht 
kritisch. Wenn also die Triigheitsgruppe X von p in der Gruppe ©,, ent- 
halten ist, so ist p in dem zu ®,, gehdrigen Korper X,, nicht kritisch.*) 

Ich fiihre noch die beiden Sitze an, die in § 5 meiner Arbeit be- 
wiesen sind: 

III. Wenn eine Primzahl p in dem Normalkirper X nicht kritisch ist, 
so ist sie auch in keinem Teiler von X kritisch. 

IV. Ist Z = R(x, y) das gemeinschaftliche Multiplum der beiden Normal- 
kirper X und Y, so ist das Gewicht von p in Z ein Teiler des Produktes 
des Gewichts von p in X und Y. 

Ist also p in Y nicht kritisch, so ist das Gewicht von p in Z und in 
jedem Teiler von Z gewif nicht griper als das Gewicht von p in X. 

V. Sind Z und X Normalkirper und X in Z enthalten, so ist das 
Gewicht von p in Z ein Vielfaches des Gewichts in X. 

Denn es sei » cin Primideal in X und § ein in p aufgehendes 
Primideal in Z. Es sei p teilbar durch p’ und p teilbar durch $"; dann 
ist p teilbar durch $"’, und wenn g das Gewicht von p in X ist, so ist 
hg das Gewicht vou p in Z. 

Eine Primzahl p soll zu dem-zyklischen Kérper X vom Grade n 
gehirig heiBen, wenn sie die n Potenz eines Primideals » ist. 

Ein solehes Primideal p ist vom ersten Grade und hat infolgedessen 
die Eigenschaft, daB jede Zahl @ des Kérpers X nach dem Modul p mit 
einer rationalen Zahl kongruent ist. Es gilt dann der Satz: 

VI. Es gibt keinen zyklischen Korper n" Grades, zu dem keine Prim- 
zahl p gehirt. 

Denn wenn die Gewichte aller Primzahlen in X kleiner als » wiiren, 
so wiiren siimtliche Trigheitsgruppen in ®,_, enthalten and folglich wiire 
nach II in dem Kérper X,_, tiberhaupt keine Primzahl kritisch. Das 
aber widerspricht dem Satz von Minkowski, dab es aufer dem Kérper 
der rationalen Zahlen keinen algebraischen Zahlkérper ohne kritische 
Primzahl gibt. 

*) Dieser Satz ist in § 5 der oben zitierten Arbeit bewiesen. Er ist auch in den 


allgemeinen Sitzen Dedekinds enthalten (Zur Theorie der Ideale, Gittinger Nach- 
richten 1894, 8. 272). 
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§ 3. 
Komposition zyklischer Koérper. 

Wir wollen jetzt zwei zyklische Kérper X, Y von gleichem Grade 
n= 4° betrachten und die Siitze von § 1 darauf anwenden. Die zykli- 
schen Gruppen von X und Y seien ® und ¥. 

Wenn sich die Kérper gegenseitig reduzieren, so gibt es einen 
Kérper A vom Grade v, dessen Zahlen zugleich in X und Y enthalten 
sind. Ist eine Zahl dieses Kérpers 

d=E=7, 
so sind die beiden Gruppen %’,¥’ durch die Gleichungen charakterisiert 
(1) E|O' = 8; y|V =n, 
und die Zusammengehérigkeit der Nebengruppen wird durch 
(2) 5/O'g,=4|¥'y, 
ausgedriickt. Die Gruppe des gemeinschaftlichen Multiplums R(z, y) von 
X und ¥ ist nach § 1 (10) 


0 = OY’ gy, + OV Gd, +--+ O'W'G,¥,. 
Wenn sich die Kérper nicht reduzieren, so ist 4 der Kérper der ratio- 
nalen Zahlen; 9’, Y’ sind ®, ¥ und v= 1. 
Die Gruppe 0 des Kérpers Q(x, y) laéBt sich, wie in § 4 der zitierten 
ersten Arbeit gezeigt ist, in der Weise darstellen 


a=0,1,--,=——1, 
v 
‘ —_ av+a,brv+a 
(3) 0 = g*"t"y b=0,1,--,%—1, 


a=0,1,--, »—1. 
Hierin ist die Gruppe 
P=(py)*, a=0,1,--,n—1 
als Teiler vom Index n:¥v enthalten und © wird so dargestellt: 


O=<Py", b=0,1,--,——1. 


Der zu P gehérige Koérper ist wieder zyklisch vom Grade n: v, und 
wenn wir ihn mit R(z) bezeichnen, so ist 
(4) R(z, y) = RE, y), 
also x durch y und ¢ darstellbar (§ 4 der ersten Abhandlung). 

Um den Kroneckerschen Satz zu beweisen, werden wir fiir y gewisse 
Kreisteilungszahlen setzen. Es kommt dann nur noch darauf an, den 
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Kérper R(z) auf einen Kreisteilungskérper zuriickzuftihren. Nehmen wir 
an, daB dies fiir alle Kérper niedrigeren Grades bereits geleistet sei, so 
bleibt nur noch iibrig vy = 1 anzunehmen, d. h. die Kérper X, Y einander 
nicht reduzierend vorauszusetzen. Dann wird die Gruppe P, zu der z ge- 
hért, die zyklische Gruppe n‘™ Grades: 


(5) P= 1, py, gv’, ay gr". 
Der Kérper Z = R(z) heiBt der aus X wnd Y komponierte Korper. 
Hierin kann w auch durch eine Potenz von w ersetzt werden, deren 


Exponent nicht durch A teilbar ist, und man erhiilt also mehrere ver- 
schiedene aus X und Y komponierte Kérper.*) 


§ 4. 
Die von 4 verschiedenen zugehérigen Primzahlen. 


Es sei p eine von 4 verschiedene Primzahl, die zu dem Kérper X 
gehort, und 
(1) p=". 

Man nehme eine Zah] a in X an, die durch p, aber nicht durch p* 
teilbar ist. Die konjugierten Zahlen z, z,, 2,, ---, 7,_, sind alle durch p 
und keine durch p? teilbar. Ist also 2 Wurzel der rationalen Gleichung 


f(a) =a" +a,x+---+a,=0, 
f(a) = na"*-! + (n—l1)a,a*-?4+---+a,_, 
= (x—2,) (a—m) «++ (w#—m,_4), 
so sind die Koeffizienten a,,---, a, alle durch p teilbar, wihrend /’(z), 


da m relativ prim zu p ist, durch p"~', aber nicht durch p” teilbar ist. 
Es sind daher die Differenzen 


%— My, H — By, °°) B— His 


alle durch p, keine aber durch p? teilbar. Daraus folgt, daB die Quotienten 





I—t%, %«w—N, — A, _4 
™ -— ? _ 

oder 

7 a Ki 4 
(2) soon Ey ae aoe By ey memme oe By 

1 Ts Ean 
ebenso wie die Quotienten 

a 7 4 

2 — om cee 
(3) a,’ ,’ ? 


relativ prim zu p sind. 
*) Vgl. meine Abhandlung iiber zyklische Zahlkérper in J. f. Math. 132. Kronecker, 
Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1882. 
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Da p vom ersten Grade ist, so ist jede Zahl in X mit einer ratio- 
nalen Zahl kongruent. Sei also 


= =4@ (mod »), 
woraus folgt ‘ m 
2 =% = =O + = (mod p), 
= =a" (mod p) «= 1,2,--+,m. 
Nach (2) sind aber die Potenzen 
6, @,-°,e¢-' 


nach dem Modul p alle von 1 verschieden, und folglich ist » die kleinste 
positive Zahl, fiir die a* = 1 (mod p) ist. Nach dem Fermatschen Satze 
folgt hieraus: 

VIL. Eine von 2 verschiedene Primzahl p kann nur dann zum Kérper X 
gehoren, wenn 
(4) p=1 (mod n) 
ist.*) _ 

Ahnlich wird der in § 8 der zitierten Abhandlung ausgesprochene 
Satz bewiesen, niimlich so: 

Es seien X, Y zwei zyklische Kérper vom Grade n = 4° und p sei 
eine zu beiden Kérpern gehdrige von 1 verschiedene Primzahl, also p= 1 
(mod m). Wir kénnen dann, wenn p und gq Primideale in X und Y be- 
deuten, setzen 
(5) p= p" = q". 

Wir nehmen in X und Y je eine Zahl x und x an, die durch p, aber 
nicht durch p*, und durch q, aber nicht durch q? teilbar ist, und setzen 
/ t 4 
(6) g=——; 

dann ist § eine Zahl in Z = R(z, y), die, wie man durch Erheben in die 
Potenz » erkennt, im Zahler und Nenner fremd zu p ist. Es seien ® 
und Y die Gruppen von X und Y. Nach dem, was oben bewiesen ist, sind 


H— Ay, H— Ay, ++, —A,_, 
durch p, aber nicht durch p* teilbar und 

a—%, «— — Z,_ 
@) “ak he a 


sind fremd zu p. Es gibt nun nach (5) ein in p und in q enthaltenes 
Primideal 8% in Z, und aus (7) schlieBt man, dab 


(8) &§—Elp, §—Elg’,---,§—E\ gq" 


*) Dies ist ein besonderer Fall eines allgemeinen Satzes, den R. Fueter in J. f. 
Math. Bd. 130, S. 228 bewiesen hat. 
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alle durch §$ nicht teilbar sind. Die Permutationen g, ’, -- -, g"~'! 
kommen also in der Triigheitsgruppe X von $ in Z nicht vor und aus 
dem gleichem Grunde kommen auch y, y*, ---, y"*~' in X nicht vor. 

Die Systeme 
(9) X, Xp, Xq*, «++, Xp! 
sind also alle voneinander verschieden und keine zwei enthalten ein ge- 
meinschaftliches Element. 

Nach V. ist der Grad von X ein Vielfaches von » und folglich min- 
destens gleich m, und der Grad des Systems (9) ist also mindestens gleich n*. 
Er kann aber auch nicht gréBer als n* sein, weil es in ®Y nicht mehr 
als n* Substitutionen gibt. Es ist daher 


Demnach muB auch y in einem der Systeme Xq* enthalten sein und da, 
wie oben gezeigt, keine Potenz von w, deren Exponent kleiner als » ist, 
in X enthalten ist, so muS a relativ prim zu » sein. Demnach kénnen 


wir @=—1 annehmen und finden, daB mw in X enthalten ist. Dann 
aber ist X mit der Gruppe 
(11) P=1, ov, oy’, -- +, p*-'y"=" 


identisch. Der aus X und Y komponierte zyklische Kérper Z = R(z) ge- 
hirt za der Gruppe P und folglich ist p nach Il. in Z nicht kritisch. 

AuBerdem kann in Z keine Primzahl kritisch sein, die nicht schon 
in X oder in Y kritisch ist. (Nach IV.) 

Wenn nun p—1 durch » teilbar ist, so kann man, wie aus der 
Kreisteilungstheorie bekannt ist, aus p*” Einheitswurzeln einen zyklischen 
Koérper n*" Grades Y bilden, zu dem nur die eine Primzahl p gehért. 

Zu dem Kérper Z gehért also die Primzahl » nicht mehr. Durch 
wiederholte Anwendung dieses Verfahrens kann man also durch Adjunktion 
von Kinheitswurzeln einen den Kérper X ersetzenden Kérper Z bilden, 
zu dem nur noch die Primzahl 4 gehért. 


§ 5. 
Die zugehérige Primzahl 2. 


Ich betrachte zuniichst die Primzahl 4 = 2. In der Gruppe ® des 
Kérpers X ist im Falle » = 2¢ (9 >1) ein Teiler vom Index 2 enthalten: 


(1) 4 = 1, gy’; y*, te g"-*, 
zu dem ein quadratischer Kérper U gehért. Dieser Korper ist reell, denn 


1 
wenn auch X imaginar sein sollte, so ist X mit X|@?" konjugiert 
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1 
imaginar, und da gy?" in ®,_, vorkommt, so ist U mit sich selbst kon- 
jugiert imaginiir, d. h. reell. 

Wenn zu X keine ungerade Primzahl gehért, so ist auch keine un- 
gerade Primzah] in U kritisch und der Kérper U kann kein anderer sein 
als R(V2). 

Nun ist in dem K6rper der 4n*" Einheitswurzeln ein zyklischer Kérper 
n” Grades 


(2) ¥ = R(y) — R(cos *) 


2n 

enthalten, in dem nur die Primzahl 2 kritisch ist, und in dem ein reeller 
quadratischer Kérper V enthalten ist. 

Wenn die beiden Kérper X, Y einander reduzieren, so ist der aus 
Y und X komponierte Kérper Z = R(z) (§ 3) von niedrigerm als dem 
n“" Grade und der Kérper Z kann den Kérper X ersetzen. Dann wiire 
also das Ziel der Reduktion von X auf einen niedrigeren Grad erreicht. 

Wir beweisen, daB dieser Fall eintreten mu’. Angenommen, die 
Koérper reduzierten einander nicht, dann gehirt Z zu der Gruppe 


P= 1, gu, yy’, % —e y', 
worin als Teiler vom Index 2 enthalten ist 

Pr _— 1, gy’, gy", tay gr "gr, 
Sind u, v zwei zu ,_,, ¥,_, gehdrige Zahlen, also Zahlen in U, V und 
Up, Uy; Up, V, die konjugierten Werte, so ist 


(3) uy —u,=—aV2, (v,—v,) =bY2, 

worin @ und b nicht verschwindende rationale Zahlen sind, und die Zahl 
(4) Wy = Ugo + Ur, 

gehirt zu P’. Die konjugierte Zahl ist 

(5) Wy = Uy; TU, U%, 

woraus 


(ty — w,) = (Ug — 4) (1% —%), 
was nach (3) von Null verschieden, aber rational ist. Ebenso ist w, +, 
rational und folglich wiire auch w, und w, rational, was nicht méglich 
ist, wenn sich X und Y nicht reduzieren. 
Damit ist fiir den Fall n = 2’ der Beweis des Kroneckerschen Satzes 
vollendet. 
Ist 4 eine ungerade Primzahl und ® die Gruppe des zyklischen 


Kérpers X vom Grade n=4*, so gehért zu der Gruppe ® ein 


e-1 


zyklischer Kérper vom Grade 4, R(u) = U. Es sei a« eine 4* EHinheits- 
wurzel, mit der wir die Lagrangeschen Resolventen 
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(6) L (cu) = tg + au, + Puy +--> +0’? uy, _, 
bilden, die wir unbeschadet der Allgemeinheit alle von Null verschieden 


annehmen kénnen. Sie geniigen den Bedingungen, dab, wenn vy eine 
durch 1 nicht teilbare Zahl ist, 

(7) L(a-", u) (L(a, w)" = O(a), 

(8) (Lia, u))* = 4(@) 

Zahlen in dem- Kérper (4 — 1)*" Grades R(«)- sind. 

In R(@) ist, wie aus der Kreisteilungstheorie bekannt ist, nur die 
Primzahl 4 kritisch. Da nach Voraussetzung auch in U nur 4 kritisch 
ist, so hat auch R(a@, «) keine andere kritische Primzahl als 2. 

Ist p eine von 4 verschiedene Primzahl und p ein Primteiler von p 
in R(«), ferner $ ein Primteiler von p in R(«, u), so ist p nur durch 
die erste Potenz von p und yp nur durch die erste Potenz von § teilbar. 
Ist also L(a, wu) durch $8 teilbar, so ist L(a, u)* durch B** teilbar, 4(«) 
nach (8) durch p**, d. h. der Exponent von p in y4(@) mu durch 4 
teilbar sein. 

Die Primzahl 4 selbst ist in R(a«) die (A—1)* Potenz einer exi- 
stierenden Primzahl o=1—«. Ist also L(a, u)*=y(a«) durch o und 
#(«) durch o° teilbar ist, so ist nach (7) und (8) 

dc = b(v+ 1) 
und da hier v beliebig sein kann, so mub b durch 4 teilbar sein. 

Daraus folgt: 

Vill. Die Zahl (L(a, u)) des Kérpers R(«) ist die i” Potenz eines 
Ideals a in Ria), und dieses Ideal geniigt nach (7) und (8) den Bedin- 
gungen 
(9) a,~a’, awl, 

Hierin bedeutet a, das durch die Substitution (a, «”) aus a entspringende 
Ideal und ~ ist das Zeichen fiir die Aquivalenz. 

Ich wende nun den Satz an, den ich auf Grund zweier Siitze von 
Kummer und von Kronecker in meiner Algebra (zweite Auflage Bd. II, 
§ 210—212) und auch in der Abhandlung ,Uber zyklische Zahlkérper“ 
(J. f. Math. 132, S. 185) bewiesen habe, wonach sich aus (9) ergibt, daB 
(10) L(a, uy = «' O(a)’, 
woria O(c) eine Zahl in R(@) und h irgend ein ganzzahliger Exponent ist. 

Wiire h durch 4 teilbar, so wiren die GréBen L(a, uw) und damit 
auch « selbst in R(«) enthalten. R(«) ist aber nur vom Grade 1 —1 


und dies kann also bei einem irreduziblen Kérper X vom Grade n nicht 
eintreten. 
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Man kann aus den Perioden der 4¢+!*@ Einheitswurzeln 


r=—en4 


einen Kérper Y = R(y) vom Grade m bilden, zu dem nur die Primzahl 4 
gehirt, und in Y ist ein K6rper 1°" Grades V enthalten. 
Aus den Gruppen ® und Y von X und Y leiten wir jetzt die kom- 
ponierte Gruppe 
P =1, (gv), (pv), >>» (ey? 
her, in der a ein durch 4 nicht teilbarer Exponent ist. Zu dieser Gruppe 


gehirt die Zahl 
w ->’ UU, 


0,4—1 
und die konjugierten Werte 


t 
w= > U, Ursa: 


Hiernach bildet man die Resolvente 


t 8 
(11) L(a, w) = SS uyr as, 00a! = L(a, v) L(a-*, w). 
Wenn man die Formel (10) auf L(«, v) und L(a-*‘, u) anwendet, so er- 
gibt sich 
(12) (L(a, w))* = a’-** (H(@)), 
worin (H(«)) eine Zahl in R(a) ist. Nun kann man, da h relativ prim 
zu A ist, a so bestimmen, dab h’ — ah durch / teilbar wird, und dann 
werden die GréBen w selbst Zahlen in R(a), d. h. X und Y reduzieren 


einander. 
Damit ist also auch dieser Fall erledigt. 


StraBburg, im September 1910. 
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Sur les fonctions entiéres d’ordre nul. 
Par 


G. Vauiron & Besangon (France). 


Les fonctions entiéres d’ordre nul sont celles dont le module maximum 
M(r) pour |z' =r, considéré comme fonction de r croit moins vite que 
toute exponentielle e“[o>0O]. M. Lindeléf et M. Maillet*) ont étudié 
pour des types particuliers de ces fonctions les relations entre la croissance 
du module maximum et la décroissance du terme général de la série de 
Taylor correspondante. Toute fonction d’ordre nul f(z) ayant une infinité 
de zéros, on peut aussi étudier les relations entre la croissance du module 
maximum et l’ordre d’infinitude du n*™* zéro. Cette étude a été faite 
par M. Ruben Mattson**) pour les fonctions de M. Lindeléf suivant les 
méthodes de cet auteur, et dans le cas général par M. Zéllich***). La 
méthode de M. Zéllich ne s’applique cependant directement qu’a certaines 
catégories de fonctions, celles dont le module maximum reste inférieur 4 
e'°e”)* [o fini]. Je vais essayer de donner une méthode englobant tous les cas. 


§ 1. 
Fonctions types. 


1. J’appellerai fonction type toute fonction y(x) de la variable réelle, 
positive x, définie pour x > 2, positive et satisfaisant aux deux conditions 
suivantes: 

1° y(x) décroit (ou du moins ne croit pas) lorsque 2 croit, et 
lim y(z) = 0, 

2° y(x) log x croit (ou du moins ne décroit pas) lorsque 2 croit, 
et croit indéfiniment. 


*) Lindeléf, Bull. sc. math. (2) 27 (1903); Maillet, C. R. 137 (1903), p. 405 et J. 
de math. (5) 10 (1904). 
**) Ruben Mattson, Contribution 4 la théorie des fonctions entiéres, These, 
Upsal (1905), p. 49—80. 
***) Zéllich, Beitriige zur Theorie der ganzen transzendenten Funktionen der 
Ordnung Null, Inaugural-Dissertation, Halle (1908). 
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Le produit d'une fonction type par une constante, la somme arith- 
métique d’un nombre fini de fonctions types sont aussi des fonctions types. 
Les fonctions de la forme 


Ppt? 


1 ; 
wig > As (log.z)* (4, >0, « >0, p>2I, 
P 


A(log x)” (log, 7) --- (log, z)% [A>0, —1<a,<9], 


4 . {q>2] sont des fonctions types simples. 
og, x 


2. Considérons une suite de nombres croissants positifs r,,17,,---,7,,°°° 

et supposons que la série > = converge, quel que soit le nombre positif k. 
az 
1 n 


La quantité o, = ron tend alors vers zéro lorsque m croit indéfiniment, 

et la suite dont le terme général est o, logr, = log est monotone et 

illimitée. On peut alors construire des fonctions types g(x) que j'appellerai 

fonctions types adjointes a la suite r,, jouissant des deux propriétés 

suivantes: 

| o(r,) >6, pour tout indice x, 

le(r,) = 6, pour une infinité d’indices que j’appellerai indices principaus. 
Pour mettre en évidence l’existence de ces fonctions je montrerai 

d’abord qu’il existe une fonction type adjointe minimum. Je considére pour 


chaque valeur de n>, la fonction y,(z) définie par les égalités . 
(Yaz) = pour #<r,, 
| y,(2) = ee pour #>r,. 


Soit alors un nombre positif x’ queleonque et i l’entier tel que r,< 2’ <1; ,,, 
comme 6, tend vers zéro, il existe un indice j tel que 6, < y,(z’) pour 
n>jJj. Soit alors yy (2) celui des nombres y,(z’) [n—1, 2,--., j] qui a 
la plus grande valeur et le plus grand indice. Je dis que la fonction R(z) 
qui est telle que R(x’) = yy-(x’) quel que soit x >r, est la fonction type 
adjointe minimum. En effet de la définition des fonctions y,(x) résulte 
qu’a toute paire d'indices i et k’, k > k’, correspond un nombre 2,,, tel que 
y,(“) < yy(x) pour 2 < &%,, y,(z) > y, (x) pour x >2,,. Par conséquent 
la fonction R(x) coincide avec yy-(x) dans un intervalle fini comprenant 
le nombre ry:, elle coincide ensuite avec une autre fonction yy-(x) dans 
un intervalle fini comprenant ry, etc. La fonction R(x) est done décrois- 
sante (puisque les fonctions y, (x) le sont pour «>r,) et R(x) log x croissante 
(puisqne les fonctions y,(z) log x le sont pour «<r,). R(x) est done 
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bien une fonction type. D’autre part toute autre fonction type e(zx) est 
supérieure ou égale & R(x) pour toute valeur de a[z>r,]. Car si l’on 
avait pour =z’, o(x’)< R(x’), comme R(2’)=yy-(2’), on aurait 9(a’)< yy (a’), 
ce qui est impossible; car si 2’ << ry’, on aurait e(ry’) < 0(2’)< yy (z’) =ey, 
cest & dire o(ry)) << Gy ce qui est contraire & la definition des fonctions 
types adjointes. De méme si l'on a 2’ >ry on déduit: 
o(2’) log x’ < yy’(z’) log 2’, 

et comme 

yy'(x’) log a = Gy logry et (a) log x’ > o(ry’) log ry, 
on trouverait encore e(ry) << 6y’. 

Désignons par N,, N,,---, N,,--- les indices principauz de \a fonction 
type adjointe minimum R(x) dont l’existence vient d’étre démontrée, les 
indices principaux de toute autre adjointe seront nécessairement des 
nombres de cette suite. On peut alors former une infinité d'autres 
fonctions types adjointes. Soit en effet g,(v) une fonction coincidant 
avec [i(x) aux limites de l'intervalle Toy TNy 41 et qui se comporte comme 
une fonction type dans cet intervalle. Toute fonction coincidant avec 
une fonction g,(#) dans tout intervalle ry,, ry,,, sera évidemment une 
fonction type adjointe A la suite r,. On pourra également construire des 
fonctions types adjointes dont les indices principaux sont une suite de 
nombres pris dans la suite N,. 

Il résulte de la definition de la fonction type minimum adjointe a 
la suite r, les propriétés guivantes. 

1° Si l'on a quel que soit n>n,, 6,<(r,), p(x) étant une fonction 
type, on aura R(x) < p(x) quel que soit x [x>r,,]. 

2° Si a, est la plus petite valeur de « pour laquelle R(x) prend 
R(x;) log x; 

log r, 
la double inégalité g,(x) < R(x) < (x) vérifiée quel que soit x, et 
G(x) et py(x) étant décroissantes et tendant vers zéro, entraine la double 


une valeur donnée, on a pour 7, >2%;, 6,> » par conséquent 


ee 1 . 
inégalité p.(r,) == a 6, < Ps (7) ou 9; (2) = P2("",)- 

3. Considérons maintenant une fonction continue f(x), définie et 
positive quel que soit le nombre réel >a, [#,>0], qui a pour limite 
zéro pour « infini, et telle que la fonction f(x) log n'est pas limitce 
supérieurement. J’appellerai fonction type adjointe a f(x), toute fonction 
type F(x) telle que 

l° F(x)>f(x), quel que soit x > 2%, 
2° F(x) = f(x) pour une suite de valeurs de x croissant indéfiniment. 
Ici encore il y a une fonction type adjointe minimum dont jindique 
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rapidement la formation. Tragons la courbe y = f(a”) et considérons d'une 
part les courbes de la famille y = lage qui lui sont tangentes, ces courbes 
étant marquées a droite du point de contact [il n’existe pas de telles 
courbes lorsque f(x) log x croit d’une facon monotone]; d’autre part les 
tangentes paralléles 8 Oz, marquées & gauche du point de contact. La 
courbe dont l’ordonnée pour chaque valeur de z est égale 4 la plus grande 
des ordonnées des courbes tracées représente la fonction type adjointe 
minimum. A partir de cette fonction on pourra encore former une infinité 
d’autres fonctions adjointes. 

On voit encore ici que si on a pour > 4%, f(x) < (x), p(x) 
étant une fonction type, la fonction type minimum F(x) vérifiera l’inégalité 
F(x)< (a) pour «>a,. Naturellement si f(z) est une fonction type, 
elle est sa propre adjointe minimum. 


§ Il. 
Théortmes généraux sur les fonctions d’ordre nul. 


1. Produit canonique d’ordre nul. Exposants de la suite des zeros. 
Etant donnée la suite de nombres complexes a, rangés par ordre de 
modules croissants, et dont le module r, = |a,| croit indéfiniment avec n, 


si la série 24 converge quel que soit le nombre positif k, le produit 
1 n 


f(z) -] | (1— =) représente une fonction entitre de z, que l'on appelle 
1 n 


produit canonique dordre nul. 

La suite r,, satisfaisant aux conditions du paragraphe précédent (I, 2), 
on peut lui adjoindre des fonctions types (7) et une fonction type mini- 
mum R(x). Suivant les dénominations de M. Blumenthal pour les fonctions 
d’ordre infini, on peut appeler la suite 6, = — Vexposant brut, et toute 


~ logr, 
fonction type adjointe g(x), un exposant net ou simplement un exposant 
de la suite des zéros. R(x) sera lexposant minimum. Tout exposant net 
jouit des propriétés suivantes qui en sont, en quelque sorte, la définition: 


1° la série" a5 ya Converge quelque petit que soit le nombre positif «; 
1 n 


v 1 , 
2° la série 7 diverge. 
ron) 
1 


Ces propriétés découlent immédiatement de l’inégalité rg") > n, légalité 
ayant lieu pour une infinité de valeurs de n. 
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2. Limite supérieure du module du produit canonique pour |z| =r. 


On a évidemment 
[T1-< <[]@+,): 
1 1 


Soit o(z) un exposant de la suite des zéros, je détermine le nombre 
entier m par les inégalités r, <r<r,,,,, et m, par Pégalité m, = partie 
entiére de r?”) +1; comme o(r) log r croit on a m, > m. Je calcule alors 
une limite supérieure des trois produits 


4-[](+{), B-[] +2), “IT 0+2). 
1 m+1 m+1 
Pour A, ona rSr,, done 1+ = <2 = (Pégalité pour r=r,,—r,), 
et par suite i ' 


Pour B, on ar, >r et par suite 1 + = <2, doa 
B< Qm,—m—1. 


Enfin pour le troisitme produit, on a encore r,>r. De linégalité 


1 
ren) >n on tire puisque g(x) décroit Vinégalité re >n ou r, > ne 
fe ~ 
, r r e(r) ’ 
et par suite 1+—-<1+-—~<e ™ . On déduit de la: 
n new) 


1 dz er) ™ , 
log O<r Se <r far iw 
meiner) J gel) me 


m 





en remplacant au dénominateur m, par la quantité inférieure r¢) on aura: 


germ 
C < e 1—e(r), 

Des inégalités obtenues on tire: 
rr" 


If <A-BC< tf, ellog 2 +d) m, | 


“* Tm 
6 tendant vers zéro avec -. En remplacgant m, par sa valeur on aura 
1 


a fortiori: 


(1) fO|<— 


ot m désigne le nombre des zéros de module inférieur (ou egal) a r. 
31* 
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Enfin en tenant compte de l’inégalité m << r¢¢m < re™, et en remar- 
quant que le produit r, r,---7,, croit indéfiniment, on aura: 


@) IF(e)| < emer suet 
C’est a dire: Le module d’un produit canonique d’exposant o(x) reste 
inférieur a& Vexpression e®°® + +1) + wre partir d’une certaine valeur de \z. 
Le passage de l’inégalité (1) & l’inégalité (2) se fait en remplacant 
le produit r,7,---r, par lunité; cette approximation se justifie par le 
théoreme suivant: 
3. Théoréme de M. Wiman.*) Ii existe une infinité de couronnes dont 
Vépaisseur croit indéfiniment et dans lesquelles on a linégalité 


»(r) (1—e) 


(3) \F(2) > ever 
quelque petit que soit le nombre positif «, pourvu que r soit assez grand. 
Dans ce qui suit je désignerai par F(x) la partie entitre du nombre z. 
Soit a@ un nombre positif fixe et e*-=1+a. Etant donné un indice 
principal N de l’exposant g(x), on a pour » > N l’inégalité 6, < oy; en 


log ry 


r @ ; . 
renant » = E(e*N) on trouvera r,,.,, > rye °%* et par suite en posant 
E(e*N) P P 


logry 
a -; , . 
rw) = rye 8% , le nombre N, des zéros dont le module est compris entre 
log ry | 
° oe e rs ° a’ > 
ry et ry), est inférieur & E(aN). Je prendrai r=ry\le * +1], le 
, P —_— ° » r 1 
nombre « <« sera déterminé plus loin de telle facon que — < = 
(NW) 
Le module r de z étant ainsi choisi, considérons l’inégalité 


rel>f pis" 
din, 


nous décomposerons le second membre en quatre parties: 


N N+, FE (Ne®) ~ 
1 N+1 N+N, +1 E(Ne® +1) 


de sorte que (f(z)! > A-B-C-D. 


*) Ce théoreme a été démontré par M. Wiman pour les fonctions d’ordre fini 
, . _ = , 
inférieur a 3° Sur une extension d’un théoreme de M. Hadamard, Arkiv fir Mat. 


Astr. Fys, 2 (1905). — M. Mattson dans sa these déja citée (p. 70—80) démontre 
1 


le théoreme pour les fonctions d’ordre nul lorsqu’on a r, > e, Fa pour » >, et 
1 





Tr, & Fa pour une infinité d’indices. [Voir aussi Mattson, Sur la croissance 
du module dune fonction entiére, Arkiv for Mat. Astr. Fys. 6 (1909). 
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r— 





. . * . Fa-F, r . 
1° Limite de A. On a évidemment - - :> - ‘ pour i<N, et 
é N 
logr ,. 


r « 
N . i 7 
=e '¥ daprés le choix de r, par suite 


d’autre part : — 


a'N 


N 
r—f, 
A=] ] > ry ey, 
1 % 


2° Limite de C. On a ici r;>y) > 2r, par conséquent 


o,—f 1 


r > 2 oe ' 


E(Ne®) 
C -[] ed > eT EW NE MHL 
N+¥,+1 
~~ 


- is al ‘¢ _—" acid r : 
3° Limite de D. Comme r,>2r, on a linégalité 1 — ~>e 4 
i 


a 
; iad T y 1 2 1 1 ee 
et l’on a a considérer la série > =~» mais —-<-;-< 4 -, il suit de 
i i 
~ ° 4 ‘ss E Ne® 1 0 * 
la les inégalités _—— gO iets 
oo n 
Sie fH atte aI etn Be 
: v; 1 1— @ (ry) 1 1— e(1'y) a 
E(Ne& +1) - ie (ry) [E(Ne*)}¢ (ry) N ey) (ry) 
E(Ne%) 
1 a@ 


. rors ory 1  N 
mais comme N¢’» = ry et rye*’ = ry) on aura > oid —, é tendant 
é ) 


o 


(¥ 


P 1 r rN , 
vers zéro avec —, et encore — 2 > a ~a— >—e’ N, puisque 
N E(Ne" +1) ‘ (¥) 
r 1 ° 
<;- Finalement on aura: 
Ty) 2 
p— 8" N 
D> «4, 


” ’ 1 
é” tendant vers zéro avec Vv’ 
4 


4° Limite de B. Considérons les cercles dont le rayon est 
k ; r 
ty + ay ("™M — Yy) (k=0,1,---,4.N,). 
ed 


Ces cercles déterminent entre les cercles extrémes 4.N, couronnes. Je vais 
exclure certaines de ces couronnes de la fagon suivante: Si une couronne 
contient q zéros, elle est exclue ainsi que les gy couronnes qui la précedent, 
et les gq qui la suivent. Si l'une de ces 2g couronnes contient q’ zéros, 
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jexclus encore les g précédentes et les g’ suivantes, et ainsi de suite. 
L’opération terminée il reste au moins N, couronnes, en particulier il y 


r) 


en a dont le rayon moyen r est tel que z Some <> [K>2] puisque 
(¥) 
@) croit indéfiniment avec N. 
N 


— , 1 F : 
‘épaisseur des couronnes égale 4 7 N (rw) — rw) ecroit d’ailleurs 
1 


indéfiniment avec N. On déterminera alors a’ de facon que le cercle de 
rayon r soit dans une telle couronne. En désignant par j Vindice du 
zéro dont le module est immédiatement inférieur 4 r on aura: 





r =—f r, = f r =f 

~ Ww N — : (W) N ~ pw “—*n 
i> aes * r,~>(k+1) aN,” Tige—>k ~ 4M,” 
d’ot en supposant qu'il y a s zéros entre ry et r et puisque 74. < rv) 


N+MN, 


y 
r—r,; | 1 (%w)—Tr\' 
B-[] ST > 1-2-+-8-1-2-+-(N,—8) oy ( Ly ) 


N+1 
' SINAY Taya twy™ 1 
> (02 EG) | ae 





. ") ante . "a — "0 2m. qd 
Mais comme ,, eroit indéfiniment, | “ ] >e—*%; d’autre part 
N (¥) 


+ (N,\1 . . . 
[1-2---B() | > emmen-em, 
t étant fini, et finalement 
B > eM log N, — 14 N,-2N, e~ “logs, > y mh, t fini. 
On aura en faisant le produit A-B-C-D: 


a’ N 


= log N . ee a eon 
[f(2)| 5 ABCD > v8" ec EWA N+M, +1 ee" N ee M, 





log Ty e 7 2 . ”" 
et comme log NV croit indéfiniment avec N, on aura quel que soit « 


pourvu que N soit assez grand: 


fle)| > ry 


y tendant vers zéro avec x Enfin on a: 


= e’”) 


N 
log N yo" 
- > "y ? 


_logry 
— x) = ye”) : “ jogN a tT 
N=r, >t, eo r=r,je "8X +1) —r,"", 


2 1 . . . ~ bd a . Ca ia 
y tendant vers zéro avec >} OM arrive ainsi a l’inégalité annoncée 
N 


(3) If@)| > rrr? 
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2 se trouvant dans les couronnes indiquées [r est égal a r',* v9 tendant 
vers zéro, et N étant un indice principal]*). 

Naturellement dans l’inégalité (3) il suffit de remplacer g(x) par sa 
partie principale. On a par exemple le résultat suivant: Si les deux in- 


1 


1 
égalités r, > a (oe) log nF | <= al Ue +e’) log nF | [oa AS 2, € et & 
tendant vers zéro avec | sont veérifiées, la premiére quel que soit n> nq, 


la seconde pour une infinité de valeurs de n, on a dans une infinité de 
couronnes dont le rayon moyen croit indéfiniment**) : 


, 1 
y tendant vers zéro avec — 


4. Lordre d’une fonction entiére d’ordre nul. Considérons une fonction 
entitre d’ordre nul dont on suppose connu le module maximum pour 


'z2| =r en fonction de r. Ce module étant mis sous la forme M(r) =r”, 
: . P 1 : 
v(r) est une fonction de r qui tend vers zéro avec — et la fonction 1°” 


n'est pas limitée supérieurement (sans quoi la fonction serait un polynome). 
On peut appliquer dans ces conditions les résultats du §1 (n° 3) et 
adjoindre & v(r) des fonctions types u(r) et une fonction type minimum. 
Nous donnerons & v(r) le nom Wordre brut de la fonction entiére, et a 
toute adjointe celui d’ordre net ou simplement d’ordre. L’adjointe minimum 
sera Vordre minimum. 

5. Limite supérieure du nombre des zéros dans un cercle de rayon r. 
Toute fonction d’ordre nul a une infinité de zéros***), le théoreme de 


*) Le fait que e(x) log croit n’intervient pas dans la démonstration de sorte 
qu'il semble qu’on pourrait avoir avantage 4 remplacer la fonction type par une 
fonction simplement décroissante et égale 4 o, pour une infinité de valeurs r, de a. 
Il suffit de remarquer qu’on peut choisir g(a) de fagon que e(ry* v) = e(ry) pour 
voir qu'il n’en est rien. 

**) Pour k=—1 on retrouve le cas particulier de M. Mattson. M. Zdllich en 


supposant l’égalité r,.,—r, = 1" "mot L,r, = log r,, - log, r,---log,r, et 4(n) 


reste fini, démontre l’inégalité | f(z) | > goer re (1—r), pour z extérieur aux cercles de 
rayon 7,* entourant les zéros. Ce résultat ne peut pas étre exact (du moins en général) 
comme nous le verrons plus loin. 

***) Une fonction d’ordre nu! a nécessairement des zéros, sans quoi son logarithme 


serait une fonction entire dont la partie reelle resterait inférieure ar’, v(r) tendant 
vers zéro ce qui est impossible d’aprés un théoreme de M. Hadamard (Borel, Fonctions 
entiéres, p. 3). 
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M. Jensen donne une limite supérieure du nombre de zéros situés dans 


un cercle de rayon r. En désignant par r, le module du n*™* zéro, on a 
r" 


Sarees M(r), quel que soit r, et par conséquent u(r) désignant un 
a Se 


u(r —_ bad "> * 
ordre net, — — <r ® et a fortiori (~) <r“. En posant ryt 
1 na n 


et prenant les logarithmes des deux membres on obtiendra: 


's 


i+ a ro +a)u (,1 +4) 
ce n ; 


(4) n< 


On pourra employer directement cette formule en déterminant « pour que 
le second membre soit minimum. Pour obtenir une formule générale on 


1 . l+ea f 
peut prendre « = ssies,? obtient, comme u (ri* ) <u/(r,), 


(5) n<e([u(r,) log r,+ 1) rk. 


[On tirerait de la n < r#()@+9, ¢ tendant vers zéro.| En remplacant r, 
par r dans les inégalités précédentes on a une limite supérieure du nombre 
des zéros dans un cercle de rayon r.*) 

6. Identité des fonctions dordre nul et des produits canoniques. De 


log n Ps 1 
8” tend vers zéro avec —, done 
og T» Yn 


le produit canonique formé avec les zéros de la fonction est d’ordre nul, 
le logarithme du quotient de la fonction par ce produit canonique est une 
fonction entiére dont la partie réelle reste inférieure a l’expression r““” 
sur une infinité de cercles (d’aprés le théoreme de Wiman, n° 3), par 
conséquent d’apres le théoreme de M. Hadamard déja rappelé c’est une 
constante. Toute fonction d’ordre nul est done le produit d'une constante 
par un produit canonique d’ordre nul. 

7. Limite infériewre du nombre des zéros contenus dans certains cercles. 
En se reportant a l’inégalité (1), on voit que o() étant un exposant du 
prodwit canonique égal & une fonction dont le module maximum est 


Vinégalité (5) résulte que la quantité i 


ye on eure r'M~< r" eo dou linégalité 
re”) 
(6) adn 3 


e(x) se caleulera au moyen des inégalités (5) ou (4). L’inégalité (5) donne: 


log m 


, 1 (r,) 1 | 1+¢ 
ca, 7 % < p(r,) + 8" Fn) 108 Fa | PR a ; le second membre est une 


log r,, log r, 


*) L’hypothése que u(r)logr croit n'est pas utilisée, mais il résulte de cette 


log [e { u(r) log r + 1) r*] 


hypothése que la fonction leno 


est une fonction type ce qui 


servira plus loin. 
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fonction type, et on aura (voir § 1, n° 2): r®?™<e(1+<e) u(r) logr r*™, 
R(x) étant lordre minimum; en portant dans l’inégalité (6) on obtient: 
(7) n>r’) —e(1+e) pir) re. 
Cette inégalité pourra servir 4 trouver une limite inférieure de » quel que 
soit r — pour l’instant remarquons que pour une infinité de valeurs de r, 
soit R, on a v(R) = u(R); on aura donc pour une infinité de valeurs de 
R indéfiniment croissantes [ inégalité 

n> R®(1—«). 
L’avantage de cette démonstration directe est de montrer sur quels cercles 
Vinégalité a lieu. 


§ III. 
Discussion des résultats obtenus. Cas particuliers. 


1. Les résultats fournis par les inégalités (2) et (5) ne sont pas 
exactement réciproques. On obtient simplement le résultat suivant: o(2) 
et u(x) étant Pexposant minimum et Vordre minimum, on a les inégalités 


w(t) <el2) + qorgy et (a) <p (x) + HO ESI TI ts 
[la premitre inégalité résultant de la suivante: r° <rt+9*), Tout 
ce que l'on peut dire est que le rapport de o(x) a u(x) a pour limite 1. 

On pourrait alors se demander s’il n’est pas possible d’améliorer les 
inégalités trouvées; nous verrons que c’est impossible & moins de compli- 
quer considérablement les formules trouvées. 

2. Fonctions réguliéres simples. Supposons que 6, vérifie la condition 


(A) o(r,) (1—#) S 6, S e(,) 


quelque petit que soit le nombre positif &, powrvu que n soit assez grand 
[o(x) est une fonction type adjointe aux zéros]. Cette inégalité n’implique 
aucune condition de décroissance pour g(a) de sorte que les résultats sont 
tres généraux. Nous chercherons une limite inférieure du module maximum 


M(r) en appliquant l’inégalité de M. Jensen: M(r) > ("); nous prendrons 
1 1 


a (7, 


r, <r, on aura alors r, =n < n*“”"~® [en supposant ¢ fixe], et a fortiori: 





7 
no 7) A-*) | 


1 —n 
r,<nG-9 | On a done l'inégalité M(r) > - | dans laquelle 


nous déterminerons nm en laissant « et r fixes. La considération de la 
dérivée du logarithme du second membre conduit a prendre n = partie 
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re) i) 


entitre de ——_--— (valeur qui satisfait 4 la condition r,<r), et par 
(r)(l—e) 
suite en remplacant dans le dénominateur » par c - on obtiendra, 
re(r)(l—e)_4 re(r)(A—«) 


*) 


M(r) >e e(r)e(l—e) ou > r logr - @(r) \ 

et finalement 
(8) M(r) > peoOdma) 
A fortiori s’il existe une fonction type (x) telle que l'on ait, pour n suf- 
fisamment grand, et quel que soit «: 

p(r,) (1—#) <6, S w(r,) (1 +8), 
on aura quel que soit 4 pourvu que r soit assez grand, la double inégalité 

pr a—n) < M(r) <p Pern 
Nous allons démontrer la réciproque de la fagon suivante: Soit (zx) 
Vexposant minimum, s'il existe une suite infinie d’indices n tels que 

6, < e(r,) (1—6), 6 fini 

il existe une suite infinie de valeurs de r pour lesquelles on a l’inégalité 


M(r) < ree-™ (6 fini). 


o 
° O(Tn, (l1—o) 4 ; 
En effet soit << ii “~) , prenons r=r,, * et soit r,<r<r 
n” étant un entier compris entre n’+ 1 et ,; on a: 


n'+1) 





logn’’ _ logn, log n 1—« 
oy ™ Jog ra” < logr a o(r,,) 7a 
(1 — $)log r,, i—- 


done 6,,<(r,,) et par suite o(r) = e(r,,). 
Ceci posé on a: 


M(r) <JT( + =) = A-B-C-D, 





en posant 
" B(rg 9 (Tn) 
a-[], » -[], <r et v-|] 
sot! E(r8 (no) + 1) 
On a comme on I’a déja vu A <: ey F <(2r)" pour n’ suffisamment 
e(r) = en 2 
i- -_ 
grand, et comme n’< n, < er r 7ona A< (2r) “* De 
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eo 12° 
—_—, 
méme B -T{( (i+¢ )< 2m < 2 * Pour limiter C remplacons 


n+l 


chaque terme par une aia on aura: 
B(r8 ("no)) r r @ ("n,) o 
—~ . mm % r ("ng) = 
O=[](i+7)< *<e™ =e" " <e, 
no +1 : 


Ci 1 a . a wd 
é tendant vers zéro avec —- De méme dans le produit D on considérera 
0 


yi<yt< (*. 


#(r§("m) +1) 7 | am) 


la série 





7.2 (Fn) 

No . 

on trouvera ainsi que D est inférieur 4 l’expression e ™m , Cesta 
dire @ e*, « tendant vers zéro. En faisant le produit des quatre quantités 


A, B, C, D, on aura: 


re ("n.) 


1-o 1-a 1-o 
e(r) e(r) e(r) 
r oe r ee. : (1+d)r rea. 
M(r)< A-B-C-D < (2r) 2.2 eet Sr : 
é tendant vers zéro, ce qui est bien le résultat annoncé. 
Supposons alors que l’on ait la double inégalité 


pir) (1— 9) g(r) (1+) 


r < M(r)<r 
oi g(r) est une fonction type, on aura comme on la vu & partir d'une 
certaine valeur de n l’inégalité 6, << p(r,)(1+<¢), et d’aprés la démonstration 
précédente on aura aussi 6, > g(r,)(1—e’). 

En comparant au résultat déja obtenu, on obtiendra le résultat 
suivant: 

La condition nécessaire et suffisante pour que, p(x) cant une fonction 
type, on ait Végalité M(r) = r7°°"**™ pour r>r,, est que Von ait Végalité 
6, = y(r,)(1+(r,)], <(r,) et 4(r,) étant des fonctions tendant vers zéro 
avec . 





? 


On pourra dire dans ce cas que la croissance de la fonction et la 
distribution des zéros sont réguliéres, au sens de M. Borel. 
En prenant pour g(x) les — simples 
A A (log, «)* 
= is 1 Bi F) 
(log, a)’ a a(@<))) Toga? 
on aura les résultats suivants*): 


*) Les auteurs qui se sont occupés des fonctions d'ordre nul n'ont considéré que 
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a : (A+n) 0 —a 
r=n 4 Mp) = OOS —, 
1 
(7s") S - 
r,=e Ate : M(r) = yt + 0) log r) ; 
: | 


En prenant des fonctions plus compliquées de l’espece de celles de 
M. Lindeléf, on aura des résultats analogues. Par exemple 


— l g 


M(r) _ yo [(os, r) (log, , 7) ++ (log, re r)* Ja +4) 


3. Fonetions entiéres correspondant «a des fonctions types vérifiant 
certaines conditions. Nous supposerons que la fonction type g(x) vérifie 
la condition de décroissance suivante: Il existe des nombres positifs s et p 
(s <1) tels que Von ait: 
(x) log « — p < log a* - (2"). 
= , 1 

Ce sera la condition B. Lorsque s et p tendent vers zéro avec , on aura 
la condition B’. Nous chercherons d’abord, en supposant que u(x) vérifie 


lune de ces conditions, & caleuler le second membre de Ja formule (4) 


(4) n < 1 + « rt +a) u(rite) 


. a“ 
a 


P 1 ae eae 
En prenant 1 + « = — et en écrivant la condition B sous la forme 
S 


1 1 
u (+) log x* < u(x) log x +p 
on aura: 
1 
u (,. ) <su(r,) + _ 
et la formule (4) devient 
(B, 1) n< 


“i-—s * 


e? 


u(ry) 


dans le cas ot la condition (B’) est vérifiée, s et p tendent vers zéro, on a: 


(B’, 1) n<(1+e) are e>0. 


la troisiéme catégorie de ces fonctions dans le cas of « = 1, la méthode de M. Zoéllich 
s’applique d’ailleurs au cas de « quelconque. 
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Supposons maintenant*) que lon ait pour 2 > 2, v(x) > u(2) — oe 
(4 restant fini ou tendant vers zéro avec +): L’inégalité (7) donnera: 
(B, 2) et (BY, 2) n> eo! ht”) (1 — 2’) &>0. 


De la méme fagon supposons que l’exposant g(x) d’un produit canonique 





vérifie la condition B et que l’on ait en plus 6, > O(n) — ing = 


appliquant Tinégalité de M. Jensen M(r) > (7 y avec r,<r<r,,, on 
aura M(r)>r*?-*", et comme : 


; 


a 


n a 1 = re -- et atv > et? 


on ant1>e~t%e dor 


et sp(x*)>e(2)— >. 


log a ’ 


(i m re ”) z re) 
—s-8 ‘ 


) (1 
(B,3)  M(r)>r rr. (BY,3) M(r)>r ae 
On pourra encore appliquer l'inégalité de M. Jensen en faisant des 
hypotheses plus larges. On obtient notamment en appliquant les résultats 
de la note précédente le résultat suivant: 
En désignant par (x) et (x) deux fonctions types vérifiant la 


‘ . {Pa (2) i 
condition B, et telles que p(x) < ,(x), pour x > Xp, et que == tend vers zéro, 


on aura la relation réciproque, 


_ Pal’) + Pa(r) (1+ (r)) Pr(rTn) + Pa(Tn) (1+ 8 (rn)) 
(9) NG) a OTHE aaa C 


1 


? 

é et & tendiani vers zéro avec ~ et 

4. Applications des résultats precedents. Nous appliquerons les résultats 

précédents & quelques cas généraux ot les équations ou inéquations qui 

lient » & r, se résolvent facilement. J’indiquerai d’abord la résolution 
approximative de l’équation 
ute 


(10) y = >" A,(log, 2) + K fa, >0, quel que soit #] 


*) D'une facon plus générale comme il résulte des formules (B,1) ou (B’,1) que 
l’expression u (a) + vn , h étant une constante, est supérieure a l’ordre minimum, 


dans la formule (6) on aura 
é ; rt) 


IR ce 
n>? logr 
de sorte que si l’on a 
(log, 7) < 
, tr) — <1 
v(r) > w(r) log r (x ) 


on aura 


n>(1—e)r, 
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ou A, >0O. En écrivant le second membre sous la forme 
ae h(log,, 41 2)"*+! 
A, (log, Zz) as [1+ (log, a) “H —o_ 
et en prenant les logarithmes on aura: 
. h (log aw)%e +1 
(10’) log , = log A, = bal log, +1 z+ ( ee ? 
d’ou lon tire: 
log y — log A, 
= = log, 4 ol +- 
et immédiatement: 








i’ (log, + 12)" ital =| 


(log, a)" Me 


log Y |*u+1 


(10”) ——— = (log, ,, 2) “*! + e(x) [e tend vers zéro avec | | 
7 


De méme en écrivant la relation (10°) sous la forme 


l 
log y = «, log, ,, % E + <a 


et prenant les logarithmes on aura: 


ver r 
Ge) logs y = log,,2% + log «, + og —s » 
d’od 
(10°) (log, y — log «,)""+*? = (log, ,, z)"“+? + (zx) 


[e tend vers zéro avec =|: 
En écrivant encore la relation (10”’) sous la forme 
m 
et prenant les logarithmes on trouvera: 


(10”) (log, y)"“** = (log, ,5 2)"#**+ 2"(2). 
En continuant ainsi et portant les valeurs trouvées pour (log, , , 2)*« +4 
dans la relation (10) on aura: 


al 


log _Y \%+1 
1 _* l “85 yy) +3 
A, (log, 2)"" +A, 4;] - +A, ,,\log 4, a(logsy) MTS 4+... + K+ 
d’ot finalement 


‘ log Sutt 
1 A, 1 
(11) i= Cu e (--4,.(4) —A,,1 sa) | A,,,3(logsy)* M+3__.. -—K—y 


1 


iW 


- 


| 


| 
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De méme de la relation (11) on tire la relation (10). 


Enfin on constate immédiatement que la fonction wee vérifie la 


condition B, et que °°)" ((>3 ou i—2,a,<1) vérifie la condition B’ 


log 
(et par conséquent aussi B). 


I. Application des égalités (9). Prenons dans les formules (9) 
‘ atr-i 
9:(2) = jogs >, A:(log,2)% [A,>0, «,>0 et 123 ou p= 2 avec «, <1] 
“ 


A x)“uty ; ” 
et g,(x) = me Lam J +e —, ,(x) et ,(x) vérifient la condition B 


2 (2) 
(puisque ceci a lieu pour chaque terme de g,(z)) et l’on ® lim — = 0. 


Pour avoir r, en fonction de m il faudra résoudre une équation (10) 
avec y=logn, c=r,, K=0 et A,,, remplacé par A,,,+ 6. Ona 
ainsi la proposition suivante: 

Ia. Si Ton a pour r> ry 


A, (Ql ua ee 1 Gu yy 
M(r) = glogr-e in log, 7) M +--+ +( ety + (7) lo8y 457) 


u, A, et «, vérifiant les conditions précitées, et «(r) tendant vers zcro avec 


1 . 
; » Om aura pour n> No: 


1 ] —log Ay\*"+1 Ou 
1, =e, | *,(log n—A, 4s ( SE ) — A, , (log, — log «,.) - 


a 
i" 
A, 


1 
448 i ®utv\G, 
—A, +3 (log,n) “ —-- (A. +8 (n))(log, , ,”) r ) 
ou é(n) tend vers zéro avec =, et réciproquement.*) 
Ib. Si Von a pour n> n 


1 
T, =e, a (logn + A, +1 (log, n) “+ fewer (A, 4, we e(n))(log, , n) “**) a 
A 


' 


« 
“ 


*) En supposant tous les a; = 1, on obtient les égalités réciproques 


A 
M(r) = 7: (log,,—1 ru ++ logy 4y—1 7) wey telr) 


1 
_ Ajay +e(n)\ Au 
C. ni, Shiai n) Pasa (log, ») “— ) “| 


indiquées par M. Mattson (Thése, page 64—65) et en partie par M. Zdllich 


? 








elog’ ° 
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u, A, et «,, vérifiant les conditions precitées, et e(n) tendant vers zéro avec 
1 *, . . 
»? Om aura pour r > To: 
M(r)= 
A (log, r)“u —Ay +1 log, 417 + log Ay) H+h_ Ay, 4.908, 497 + loga,) "+2 sain h (Ay ++ e(r))(log,, gor) et 
, ‘ 1 - 
é'(r) tendant vers zéro avec —, et réciproquement. 


I]. Application de UVhypothése B’. Soit g(x) une fonction vérifiant 
Vhypothése B’, en appliquant les inégalités B’ on trouvera que 


Végalité: entraine |’égalité: 
M(r)=r'", D<h<C, — n=hy rh", D(1—2) <h, <C (1+8), 
n=hre™, D,<h<C,, M(r)=r4""”, Di(1—e’)<h, <C,(1 +2’), 


@(r) 


(12) 


é et < désignant des nombres positifs tendant vers zéro. La réciprocité 
est parfaite puisque, connaissant M/(r) par exemple, les inégalités trouvées 
pour » donnent pour log M(r) les mémes limites & 1+¢ pres. En 
particulier si h a une limite, h, a la méme limite. 

Comme exemple prenons encore 


uty 
A, (log, \ i ‘ 
g(x) = > oe (u>3 ou w=2, a, <1). 
Pour tirer la valeur de vr, en fonction de » on a & résoudre une équation 
(10) ot y=logn, r=r 
suivantes: 
Ila. Si Von a pour r > 1, 


»» k=logh,. On obtient ainsi les propositions 


i’ 
Au (logur) ! +--+ Au+y (log, 447)" + 


M(r) = e's » Dch<0, w>3 ou w=2, «<1 


on aura pour n> N,: 


1 | -—1] Ay “n+ “uty 
v, -< C, | ae (Ie — A, +1 ( ~Ss . Cu “s ) sae A, +2 (log, n a log «,,) . 
| a 


1 


a ‘ a @ ‘| 
— A, ,;(log,m) “** —-.-—A, , , (log, ,,m) ~ er) a 


avee D(l1—e)<h, < C(1+8), et réciproquement si D, <<h,< C,, D,(1—e’) 
<h<€,(1+e’). 
Corollaire. Légalité 


Ay os 4 u+¥ —_ 
M(r) ce i087 lok —1 r) (log,,45~, 7) M . D < h < C, s— 1 S2 


’ 


al 
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entraine Véegalité 


1 
A 


Aone A -A 
r= Cy (44 5 dog n) “**... (log, m) -) "|, D—e)<h,<C(1+) 


, et réciproquement.* ) 


“uty 


Ilb. Si Ton a pour n> n, 


r rs 
r=, | ‘. (log +A, ,, (log, n)““+1+---+A,,, (log, , 1)"#+"—logh) ‘| 


D<h<C e wS3 ou p=2, a, <1, 


on aura pour r>?r,: 
M(r) = 
prloge-e4M (log, 1H Ay ay (Oy loBy 41 r+logA,,) +1 —A,, 49(log,,49r+loga,) “+3—4,,, s(log,4gr) “+3 amie 
oom Austy (log. yr) #t” 
avee D(l1—e) << hy < C(1 +8); et réciproquement, si D, <h, << C, on aura 
D(l—#) <<h< C,(1+4+¢’). 
5. Fonctions satisfaisant a la condition B. Nous considérerons le cas 


A, log, x + DA (log, a4 
3 


ot p(x) est de la forme — [A,>0], (x) satisfait 


~ loga 
a la condition B avec p = A, log — +7, » tendant vers zéro et s étant 


quelconque. 


asf (r) 


Supposons alors M(r) =) , D<h<C, les formules B (n° 3) 





donneront n = he” avec D(1—«) <h, <C'(1+8), or C’' = os 
sr(l—s 

’ 1+A, 

minimum de C’ étant +? on aura: 
1 1+, 
D(l—2) <h, < a" 3 — (1+). 
En tirant la valeur de r, on aura la proposition suivante: 
Illa, Si Von a pour r>r, 
Ag+1 -4s(logsr)% +-+++ A, (logy r)*¥ 


M(r) = ee") », D<h<€’ 


*) Ce cas particulier est traité par M. Mattson (Thése, pag. 66). M. Mattson 
établit seulement l’existence de la limite inférieure de h, sans trouver cette limite. 
La réciproque est établie complétement. Une partie de ces résultats est aussi indiquée 
par M. Zéllich. 
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on aura pour n> m: 


1 


[7 ¢7 42 (logan — log A,)%— A, (log, n)“+— ---— A, (log, ~ A: 
r,=e Ay j 
1+4, 
Dts) <b, < 84 C1 +2). 
2 


Corollaire. L’égalité 
M(r) = etoer** 
entraine Végalité 


(log, ry“ 


+++ (logy—ar)*” 3 D<h<C, r>% 


AAs 2 
r,=e [43 n (logn)~ 4+---(log, _ » ”)~ a, 4, 


1+A, 
Dit) <b, < SFA) C1 +2)%). 


Donnons-nous maintenant la valeur de r,, 
- 
r= e(; es (log, n)" +--+ + Ay (log,—1 ad 
avec D<h< OC, on tire de la: 


as 
n = h, (log 1,42 e~ 4: (oes 7n + log A,)"* — A, (logyrn) *—--- — Ap(logy rn) : 


avec D(1—«’)<h,<C(1+<¢’). Désignons par ret r/, les limites inférieure 
et supérieure de r,. On aura M(r) <]] (1 + on) et d’aprés l’inégalité (1) 
1 n 


r" 9’ (r) ” , 
M(r)< ag Oy Nm <r<rn+1- Comme 
1’ 


‘Tm 
oh 
r= e| > e4s (log, n)% +--+ dyege—asite | 
pour ” > %), On aura: 
1 


- ” A, (log, m)“ . A, (lo: m)“v ‘Ay , 
> log = ari [3 g's (lowam)® +--+ 4y(logy—1 m) | (1-+e) + k*), 
Ne 


*) M. Mattson démontre l'existence de la limite inférieure pour h, sans la cal- 
culer et donne la valeur de la limite supérieure. On peut améliorer la valeur de 





ee ” (r) 
cette limite inférieure en employant l’inégalité M(r) = - — - er’ e le caleul de 
Tr 
_> log r, se faisant au moyen des inégalités déja trouvées. 
**) Le calcul se fait immédiatement en remplagant la série par une intégrale. 
m 1 ¥ 


On a ainsi a calculer f at eM@dr, g,(2)— > Z (log; x)"*; en intégrant par 
No 3 P 
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é tendant vers zéro avec - - D’autre part puisque r,or< rings, 
log r = log r’,, (1 +e’); done 


>’ log = ra log r (1+e") + Fk; 
1 


et comme aussi 7° <r? +") < (m+ 1)k, [en choisissant convenablement 
oe (x)], on aura: 


’ I 
mate”) o(1 +2") (log, r)!2 eA (logs 7 + log Ay)“ — -- -— Ay (log, r)*¥ 
M(r) < rit <¢ *+4 
Pour la limite inférieure de M(r) le théoreme de Jensen donne: 


M(r)> rt a 7° 


On a ici: 


7 
N _A, (log, x)“ +--+. + Ay(log,—; n)*v \ 42 


i 
a, ay\ A 
nlogr— o4 ( (As log, mn) +++ +A, (log, ~1") ’) +a) +h 


M(r)>e 1+ 4, \D 


Le maximum du second membre (ot r est fixe) a lieu pour 


wer (pemers Fasy 
et on obtient: 


nlogr (: ‘a a-7)_ 78-2 


a) 
1+ A, >e its 


em As (log, r + log Aq) — - -- — A, (log, r)*” 


M(r) >e 
On a ainsi la proposition suivante: 
Ib. Si Von a pour n>n, Végalité 


1 


" ., n)% 1 n)@r 4 
— [me gAr(lom )%s +--+ +A, (logy—1 ) ] 3 D <h< C 
on aura pour r >, Végalité 


M(r) = er Moers +? - = A, (log, r + log A,)%s — A, (log,r)“+—--- ~ Ay (logy r)%* 
1 ie ° 
avec Tea 7 %< h, a (€ arbitrairement petit)*). 
parties on a en remarquant que «q,'(x) tend vers zéro avec =, et en prenant n, 
assez grand: 
m 1 4 - m x) 
{ ae) dy me - +1 ms ™) _ k,— fm ne p(x) dx; 
To Me 


(a) tendant vers zéro, d’oi immédiatement la formule écrite. 
*) Cette proposition est donnée par M. Mattson lorsque les «, sont égaux 4 l'unité. 


32° 
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On voit que la réciprocité n’est plus parfaite comme dans l’hypothése 
B’; dans la proposition Illb, le rapport des limites de h, tend vers 
1 lorsque celui des limites de h tend vers 1, il n’en est pas de méme 
dans la proposition Illa, qui apparait dans ce cas comme moins précise. 

Les formules générales (2) et (B,3) auraient donné des résultats 
moins précis, mais il convient de remarquer que le caleul précédent n’a 
pu étre fait que, parce que la résolution de l’égalité qui lie r, 4 m a pu 
se faire d’une fagon assez précise, de sorte que l’utilité des inégalités (2) 
et (B, 3) n’en demeure pas moins grande. 

6. Dans l’hypothése (B) le rapport des logarithmes de M(r) calculés 
par les inégalités (1) ou (2) reste fini; il n’en est plus de méme lorsque 
la croissance de M(r) est plus rapide, c’est a dire la croissance de r, 
moins rapide. J’indique ¢es valeurs pour quelques fonctions simples.*) 


Limite infécioare de ¢, Limite donnée par l’in- | Limite donnée par l’in- 


égalité (1) égalité (2) 
= .. = jR(logar)® ‘. 
j CG “° 7 k (log, r)* 
r,2e "7, @e<i y* (log, r) pitee 
, 
logr e 
ete yt ( k ) | eee)" 
r,, > ef (os nye o>1 yllog r)° | yatee * 
1 | 1 
r_ > etlogn- logan | elk +s)loger loge? | fits) blower 
s= 


Les limites données dans la deuxitme colonne sont d’ailleurs atteintes 
lorsque les inégalités définissant r, sont remplacées par des égalités 
pour “> %. 

Il résulte de la que Vexposant et Vordre que j'ai définis pour les 
fonctions d’ordre nul ne jouent le méme réle que les constantes portant 
le méme nom dans la théorie des fonctions d’ordre fini que dans une 
premiére approximation. La différence est la suivante: Pour les fonctions 
Wordre fini 9, quel que soit g, il existe des fonctions d’exposant g dont 
le module maximum atteint la valeur e’”* pour certaines valeurs de r, 
alors que pour les fonctions d’ordre nul le module maximum s’écarte 
systématiquement de la limite rt+*” lorsque e(r) décroit lentement. Les 
trois exemples qui précédent montrent d’ailleurs que la relation entre les 


og n 
*) En faisant une hypothése sur la limite supérieure de r, he <e ©) <a 
on trouverait également une limite inférieure de M(r). a 
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fonctions r,=—/(n) et M(r) se complique considérablement lorsqu’on quitte 
les fonctions vérifiant hypothése B.*) 

Enfin l’inégalité qui lie r, & » n'est plus algébroide comme pour 
les fonctions d’ordre fini, mais exponentielle, de sorte que lorsque l’ordre 
décroit trés vite, la connaissance, méme trés exacte, du nombre des zéros 
situés dans un cercle renseigne mal sur leur position. Ceci est évidem- 
ment & rapprocher du fait que la connaissance de l’ordre de grandeur 
dun polynome fournit le nombre des zéros, mais aucun renseignement 
sur leur position. 


g IV. 


Expression asymptotique du logarithme du module de certaines 
fonctions entiéres. 


1. Minimum du module a Vextérieur de certains cercles. Soit 


()-T (i) 


et posons encore z|=—~r7, |a, =7,, nous supposerons que le point z est 
extérieur aux cercles ayant pour centre les zéros a; et pour rayon r;~“ 
(uw fini). Soient », n’, n” les entiers définis par les inégalités 
Ta< ; <Fyass Te<P< eas, CSU <ey,,3 &>1, F>1. 
On peut écrire 
\2— 4a, 


f(2)| = — : ——— ~[] 1- 


z 
|. 
Tye hp , r a, | 


Comme pour ‘<” z—4; Peay 





| JJ 
IT *-§ > = 0-2) 1 eT 0-2). 


n+1 n"+1 





De sorte que l’on a 


TO been BI T('- <P] ee <[] (1-2) 


n+1 nan’ +1 
r”™ 
Aw es OY 
hte 


n 


*) Tous les auteurs qui se sont occupés des fonctions d’ordre nul n'ont étudié 
que les fonctions vérifiant l"hypothése (B) ou plutét une classe de ces fonctions. Voir 
Zéllich, IlI® partie et I** partie n° 1; Mattson, loc. cit. 
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D’aprés la fagon dont on a pris z, |z—a,| >= et par conséquent on a 
linégalité 


~— log k’ 
ya (ee +1 +e)(n"—2’) = 
B>r ws), ier? 
ou encore B>r~“"+*, H étant un nombre fini et m,, désignant le 


nombre des zéros dont le module est compris entre + et k’r. 
Une limite inférieure de A est évidemment (1— :y et a fortiori 


1\" 1\ re) 2 , 
(1—+) et encore (i—+) , o(x) désignant un ordre de la fonction, 
ainsi 
— log a r¢(r) 


A>e 


Enfin comme I'inégalité u< ? entraine log(1—u) > —u — ,onobtiendra: 


k =r 
* y ~F=1 = ri 
c=] ](\-7)>« re 
Un calcul analogue a celui déja fait (§ II, 2) donnera Zz r <reM(1+e’), 

1 n'+1 ’ 


é’ tendant vers zéro avec =» Vor 


kK nor 
C~ - P-1 (l+e)r 


et par suite 
A-C> en H’ étant fini | H = log — + 7 (1 +]. 
Finalement, on arrive au résultat suivant: 


' i - ee 
(a) If@)| > IPD Ser e-H pa gy 


oe 


Cette inégalité permet de préciser dans certains cas le théoréme de 
M. Wiman et de trouver pour certaines fonctions une expression asymptoti- 
que du module de f(z). 
2. Expression asymptotique du module de certaines fonctions enticres. 
a) Supposons que, la fonction p(x) satisfaisant a la condition B, on ait 
M(r) = plAte(r 
A étant une constante, et tim é(r) = 0. Comme on a M(r)< ae = eit 
—=0 


r 
n 


° —_— — r 
n voit que l’on a l’in é — 
) que | égalit rece 


a vu ($ III, 4) que, dans les conditions précédentes, m est donné par 


g(r) o(r) 
e- 


> later rv’; @autre part on 
n 
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Végalité n—[A+e,(r,)]r9™; il suit de la re <(A+y)rr, y étant 
un nombre fixe. En remplacant dans |’inégalité (a), = oe et re par 
plate? e-(A+nr® et (A+n)r9 on aura donc a fortiori 

|f(z)| > r4-ar?® Ames tendant vers zéro avec =. 


Ceci posé désignons par », le nombre des zéros compris entre les cercles 
de rayons 7, et 7,4. D’aprés la valeur de m nous avons: 


n, = [A,+8,(7,4)] (r, Ae) —[A+e(r,)]r9™ 
[ou plus exactement », est la partie entitre du second membre]; comme 


g(r,4) << p(r,), et que p(r,) tend vers zéro avec =, il s’ensuit que 
1 
n, <[A+e,(7,)]77™n,, 4, tendant vers zéro avec =, 


et par conséquent, m, étant le nombre des zéros compris dans le cercle de 
rayon 1, 
MN, << My Ny. 
D’aprés cela, on aura: 
s 1 
Np KY, Ny tendant vers zéro avec as 
et l'on obtient l’inégalité, 
io 9 (r) P 1 
\f(2)| > r4-")"',  & tendant vers zéro avec = 
Cette inégalité est valable a Vexteriewr d'un cercle de rayon R, et a 


exterieur des cercles de centre a, et rayons - .*) On voit ainsi que légalité 
vr 


M(r) = ri4+eoir” — entraine | f(2)| = ri4taevonr?™ 


dans les conditions précitées (@ désigne l’argument de z et lim ¢, (r, 6) =0). 
r=0 


De méme l’égalité » =[A+<e(r,)]7¢™ entrainera les deux égalités 
précédentes. En particulier dans les propositions Ila et Ib (§ III, n° 4) 
lorsque h ou h, tend vers une limite légalité obtenue et écrite pour 
M(r) est valable pour |f(z)| dans les conditions précédentes. La condition 
que g(x) vérifie la condition B’ n’est intervenue que pour tirer la valeur 
de M(r) de celle de » ou inversement, les raisonnements faits s’appli- 
queront toutes les fois que log M(r) et » tendront asymptotiquement vers 


: 1 
*) M. Mattson démontre (1. c. p. 78) que l’égalité wal) jointe a la 
condition (27) r, <kr,4, (k<1) entraine 


| F(r)| > ee roe, aie 8 tendant vers zéro, 
& l'extérieur de cercles de rayons r;* décrits autour des zéros. Les résultats énoncés 


ici sont une précision et une généralisation de ceux-ci. 
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A logr+r?™ et Arg»), p(x) étant une fonction type. C’est ce qui a 
lieu par exemple dans la proposition IIIb, lorsque h tend vers une limite. 
b) Lorsqu’on a seulement 
Mr) =r? Deh<, 
g(x) étant une fonction type verifiant la condition B’, on sait que l'on 
an=h,ree), D(il—e) <h, << C(1+<e). Il s’ensuit encore |’inégalité 


Ae) > 2-970 prone, 
Mais ici, nous trouverons simplement »,,,< 1? (C—D-+,), donc 
| f(z)| > P+ BCH ey) 
et comme H=1+ 4+ 4, si Von a 2D>C, Vineégalité 


\f(2)| > r@2-¢e-n?™, 4» tendant vers zéro avec - 
sera verifiée pour r> R, et 2 extérieur aux cercles de centres a, et rayons a 
3. Application au théoreme de M. Wiman. g(a) étant encore une 
fonction type satisfaisant 4 la condition (B’), supposons que |’on ait, pour 
r suffisamment grand, 
M(r) <r? 

et pour une suite de valeurs R de r, croissant indéfiniment, 

M(R) > REM a-o lim ¢ = 0. 
R=o@ 


On déduit aisément de la, p(x) étant décroissante, la double inégalité 


rina? <— Mir)<r?™ pour R<r<Rh [h fini). 
Mais r étant ainsi choisi, l’inégalité (6) donnera, » étant le nombre des 
zéros contenus dans le cercle r, » > (1—e,)7? et comme d’autre part 
nm <(1+<¢,)r? (§ ILI, 4)*), on a pour ROr< Rh, n=(1+ n)r?™ [yn 20), 
m tendant vers zéro avec : + En prenant r=—kR,h =kk’, k et kh’ étant 
supérieurs @ 1, les calculs du numéro précédent s’appliquent, et l’on a 


[f(e)| > re-0™, 
inégalité valable dans les couwronnes comprises entre les cercles de rayon 
kK (k>1)™) e hK [h fini], et a Vextérieur des cercles de centres a,, et 


*) Il résulte de la qu’inversement (x) ¢tant une fonction type vérifiant la con- 
dition B’ la double inégalité n<(1+e)r?™, n>(1—e)r?™ valable la premiére 
pour » > ,, la seconde par une infinité de valeurs de n, entraine 

Mr < rt +e)rPr) M()> pa—erP) 
la premiére inégalité valable pour r>r,, la seconde pour une infinité de valeurs 
croissant indéfiniment. 

**) On ne peut supposer que k tende vers 1, car le coefficient de »,,, dans la 
formule @ croitrait indéfiniment. 
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rayons . Comme a tend vers zéro, l’inégalité a lieu dans une infinité 
de couronnes. 

4. Théoreéme de M. Picard. Quelle relation existe-t-il entre les zéros 
des fonctions f(z) et f(z) + a, a étant une constante arbitraire? Si l’on 
désigne par ” et n’ les nombres des zéros de ces deux fonctions inférieurs 
en valeur absolue a r, on a 


n—n' = +. | dlog f(z) — Fy fdlogtfie)+al=— 31, fdtog [1 +7) 
A c 


les intégrales étant prises le long du cercle de rayon r. Done pour tout 
cercle ot Yon a |f(z2) >b>a, on aura n=n’. Comme le théoreme de 
M. Wiman fournit une suite de cercles de rayons croissant indéfiniment 
sur lesquels f(z) peut dépasser tout nombre donné, on voit que l’on a 


wet 


n 


pour une infinité de valeurs de n. En désignant ces valeurs de m par 
My +1 
Ny n= 


portant @ la démonstration du théoréme de Wiman, on voit que N, 
désignant le p**™* indice principal, on peut prendre 


a N,(1+¢,), No+1 = +1 (l +841) 


de sorte que: lorsque le rapport de deux indices principaux succesifs tend 
vers 1, ona 


, 


“ . n 
= 1 entrainera lim —- = 1; or en se re- 





N,,***, M,, +++ Vhypothése lim 
p=e 


, 


n . —- — . 
' o- n’a pas nécessairement une limite, ainsi pour la fonction 
y 


PF 3\? 
re=J J |1-— we 
1 
J 


~(3) 


qui pourtant est dans le cas du n° 2, ~ n'a pas de limite. La proposition énoncée 





par M. Mattson dans sa thése (p. 47) est donc inexacte. 

M. Zéllich (Thése, p. 51) ayant montré que le minimum du module croit indé- 
finiment a l’extérieur de petits cercles entourant les zéros en déduit que les zéros 
de la fonction f(z)— a sont dans de petits cercles entourant ceux de f(z). L’auteur 
s'appuie sur la formule 


m(e) > eB @eet-9) on > Me)'~%, 


qui est inexacte en général, mais il suffirait que m/(e) croisse indéfiniment avec ¢ 
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Dans le cas des fonctions étudiées précédemment au n° 2 cas a), n étant 
déterminé & 1+ < pres par la connaissance de M(r), la limite de * est 
encore 1, de plus les zéros des fonctions f(z)+a sont a partir d’un certain 


a. ee 1 ‘ . 
indice & l’intérieur des cercles de centres a, et rayons —- II résulte de la 
r 


n 


que: la distance de deux zéros de méme indice est de Vordre de = » pourvu que 


n 
l'indice soit suffisamment grand. I! en est de méme dans le cas b), comme on le 


. ‘ ‘ n’ , ° be 7 
voit facilement, bien que | puisse ne pas avoir de limite lorsque m croit 
indéfiniment. 


d'une fagon quelconque, pour que la conclusion soit exacte. Je dois & l’obligeance de 
M. Blumenthal la communication de la Thése de M. Zéllich, des résultats de MM. Mattson 
et Wiman et l’indication de quelques retouches. 
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Uber eine Klasse linearer funktionaler Differentialgleichungen. 
. Von 
Ernarp Scumipr in Erlangen. - 


Einleitung. 


In ihrer Inauguraldissertation*) hat Fraulein O. Polossuchin auf meine 
Anregung die allgemeine Klasse linearer funktionaler Differentialgleichungen 
behandelt, deren einfachste Typen etwa durch die Gleichungen 

f (2) + w(x) fle(2)] = 912), 
f"(#) + u(2) fF [e(@)] + 2(@) f1B(@))] = g(x) 
dargestellt werden, wobei a(x), B(x), u(x), A(x), g(x) die gegebenen 
Funktionen und f(x) die gesuchte bezeichnet. 

Solche Gleichungen treten in vielen Problemen der angewandten 
Mathematik**) auf und sind in speziellen Fallen Gegenstand einer Reihe 
mathematischer Untersuchungen von Laplace, Poisson, Condorcet, Lacroix, 
Boole, Combescure, Oltramare***) gewesen. 

Die vorliegende Arbeit enthilt den Versuch einer Theorie einer beson- 
ders einfachen Klasse der obigen linearen differentialen Funktionalglei- 
chungen, nimlich der Gleichungen von der Form 


(1) f"(x) + 4, _sf"~(a—h, 1) + Ana f"-*(a—h, _s) ap oeede dy f(2—h) =9(2), 
(n>1), 


wobei die 4, gegebene reelle oder komplexe und die h, gegebene reelle 


*) ,,Uber eine besondere Klasse von differentialen Funktionalgleichungen“. Diss. 
Ziirich 1910. 

**) Meissner, Bestimmung des Profils einer Seilbahn ..., Schweizerische Bau- 
zeitung Bd. LIV, Nr. 7, Ziirich 1909. 

***) Poisson, Journal de I’Ecole Polytechnique XIII. Laplace, Mémoires de © 
l’Académie des Scienses de Paris, 1779, 1782. Condorcet, Mémoires de l'Académie 
des Sciences de Paris, 1771. Lacroix, Traité du calcul différentiel et du calcul 
intégral II]. Boole, A treatise on the calculus of finite differences, London 1872. 
Combescure, Annales de I'Ecole Normale, Sér. II, T. II 1874. Oltramare, Calcul de 
Généralisation, Paris 1899. 
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Konstanten bezeichnen, und die Gleichung bei gegebenem g(x) durch Be- 
stimmung der gesuchten Funktion /(x) fiir alle reellen Werte von x erfiillt 
werden soll. In Xl wird ferner eine wesentlich allgemeinere Klasse von 
Gleichungen angegeben werden, fiir welche die folgende Theorie unver- 
findert bestehen bleibt. Solche Gleichungen treten als sogenannte _,,ge- 
mischte* schon bei den oben genannten Autoren auf. Vor allem aber 
sind Gleichungen dieser und noch weit umfassenderer Art in wesentlich 
anderer Richtung sehr erfolgreich von Pincherle*) behandelt worden. 

Nun hingt der Lésbarkeitscharakter unserer Gleichung wesentlich 
von der Existenz reeller Nullstellen der ganzen Transzendenten**) /(v) 
ab, welche durch die Gleichung 


g=n-l 


(2) U(v) = (iv)* + i 1, (iv rene" 
e=0 


definiert wird. Wie daher vorweg zu bemerken angezeigt ist, wird diese 
Funktion im allgemeinen tiberhaupt keine reellen Nullstellen haben; wenn 
aber dieser Fall eintritt, so wird deren Anzahl gewi8 endlich sein. Denn 
da /(v) im Endlichen tiberall regular ist, so miissen die Nullstellen isoliert 
sein, und da wegen der Realitiit der h, bei reellem » 

ether ae 1 
ist, so wird bei reellem v J(yv) mit |v| unendlich. 

Dieses vorausgeschickt, kénnen wir die wesentlichsten Resultate dieser 
Untersuchung in folgender Weise zusammenfassen: 

I. Wir machen die Voraussetzung, da® die fiir alle reellen Werte 
von « definierte Funktion g(2) iiberall stetig ist, und daB sie nicht stirker 
unendlich wird als alle Potenzen von xz, oder — priiziser ausgedriickt — 
daB es Exponenten « gibt, denen*zwei Konstanten const. und Const. so 
zugeordnet werden kénnen, daB fiir alle 


|| > const., 


@) | g(22)| < Const. || 
bleibt. 

Il. Dementsprechend und in demselben Sinne stellen wir das Postulat, 
daB die gesuchte Funktion f(x) und ihre n—1 ersten Ableitungen iiberall 


stetig sind, und da keine dieser Funktionen stirker unendlich wird als 





*) Pincherle, ,,Risoluzione di una classe di equazioni funzionali“, Rendiconti del 


Circolo Matematico di Palermo, T. XVIII 1904. ,,Sull’ inversione degl’ integrali 
definiti*, Memorie della Societa italiana delle Scienze (detta dei XL) Seria 3*, T. XV, 
Roma 1907. 

**) Diese Funktion und ihre Nullstellen werden schon von Poisson betrachtet 
1. c. 8. 188. Vergl. vor allem ihre Benutzung bei Pincherle 1. c. 
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alle Potenzen von z, aus welchen Voraussetzungen bei Beriicksichtigung 
von I ebendasselbe auch fiir f"(x) folgt. Unter einer Liswng verstehen 
wir nur eine solche unsere Gleichung befriedigende Funktion, welche diesem 
Postulate geniigt. 

Dann gelten folgende Theoreme: 

Ill. Wenn I(v) keine reellen Nullstellen hat, so hat unsere Gleichung 
stets eine und nur eine Liésung. 

IV. Wenn l(v) — jede nach ihrer Vielfachheit geztihlt — m reelle Null- 
stellen besitat (m>0©), so hat unsere Gleichung stets unendlich viele Lisungen; 
und zwar erhilt man aus jeder Lisung die Gesamtheit aller durch Hinzu- 
addieren aller Funktionen von der Form 


K=m 


(4) > 92); 
ual 

wobei die c,, willkiirliche Konstanten bezeichnen und die o,(x) ein gewisses, 
in § 4 explizite angegebenes System von m linear unabhiingigen Funktionen 
durchlaufen, die ausschlieBlich durch die reellen Nullstellen von U(v) be- 
stimmt sind. ' 

LaBt man g(x) identisch verschwinden, so liefern diese Theoreme fiir 
die homogene Gleichung 


(5) f°@) + Agia? (@—hy 4) + Anal —Iy_g) +2°* + Ag f(E—hy) = 0 
folgende Aussagen: 

V. Im Falle der Nichtexistenz reeller Nullstellen von Uv) hat die 
homogene Gleichung auBer der identisch verschwindenden keine Lisung. 

VI. Wenn aber I(v) — jede nach ihrer Vielfachheit geziihlt — m reelle 
Nullstellen besitzt, so hat die homogene Gleichung m linear unabhiingige 
Lisungen und die Gesamtheit aller Lisungen wird durch die Formel (4) 
gegeben.*) 

Bei unserer Klasse linearer Gleichungen und den Voraussetzungen I 
und II bringt also das Vorhandensein von Null verschiedener Lésungen 
der homogenen Gleichung nicht, wie die Analogie vermuten laBt, das 
Aufhéren der unbeschriinkten Lisbarkeit der inhomogenen Gleichung mit 
sich. Dagegen wird es, wie die nachfolgenden Theoreme priizisieren werden, 
von einer Steigerung des méglichen Grades des Unendlichwerdens der 
Lésung und ihrer Ableitungen begleitet. 

Schicken wir zuniichst eine die Schreibweise betreffende Ubereinkunft 


*) DaB®B diese Formel Lésungen der homogenen Gleichung liefert, liegt sehr an 
der Oberfliche und ist schon von Poisson angegeben 1. c. 8. 138. Das Gewicht 
unseres Theorems ruht darauf, da8 durch die Formel (4) die Gesamtheit aller Liésungen 
erschépft wird. 
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voraus: Es sei F(x) eine von einem gewissen || ab fiir alle reellen x 
definierte Funktion und H(z) eine von einem gewissen || ab fiir alle 
reellen x definierte und positive Funktion. Dann verstehen wir in Landau- 
scher Schreibweise unter der Gleichung 
F(x) = O(H(a)) 
folgende Aussage: Es gibt zwei Konstanten ¢ und C, soda® fiir alle 
|x| >e, 
©) hn < CH(z) 
bleibt. Nach dieser Erklirung kénnen wir folgende Siatze formulieren: 
VIL. Es habe l(v) keine reellen Nulistellen. Dann folgt bei beliebigen 
positiven oder negativen Exponenten a aus 


(7) g(x) = O(/ |") 
auch 
(8) f(x) = O(|z\*), f(a) = O(|x|*), ---, f(z) = O(|a}*). 


Beriicksichtigt man bei festgehaltenem f(x) und g(#) das Bestelen 
von (8) fiir alle (7) geniigenden Exponenten a, so kénnen wir das eben 
prizis formulierte Theorem anschaulich, wenn auch unpriizis, in den Satz 
zusammenfassen: Im Falle der Nichtexistenz reeiler Nullstellen von I(v) kann 
keine der Funktionen f(a), f'(a),---,f"(x) in hiherer Ordnung wnendlich 
werden als g(x). 

Vill. Es habe nun [(v) reelle Nullstellen, und es sei p die gréBte 
ihrer Vielfachheitszahlen. Dann folgen aus 
(7) g(x) = O(| x") 
bloB die Relationen 


f(z)=O(\zl**), =f (@)=—O(\a\**"), +++, f*(a) = O(|x|**#) 
(a>—1), 
f(@) = O(\2\*+Plogz), f(z) — O(\a**#loga), --, f*(2) — O(\x*+Plogz) 
®) ° (a=—1), 
f(z)=O(\zP-*), f@)=O(lzP-*), + f(z) = O(\zP-) 
(a<—1). 





Endlich gibt es in diesem Falle bei beliebig vorgeschriebenem a stets 
Funktionen g(z) und zugehérige Lisungen f(x), sodaB g(x) (7) geniigt, 
wihrend fiir eine dem Betrage nach jede Schranke tiberschreitende Werte- 
folge von x 


If(a)| > \aler2 (a>—1), 
(10) \f(a)| > |a\e+” log « (a=—1), 
If(@)|>\2e- (a<—1) 


ausfallt. 
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Verlauft z. B. g(x) ganz zwischen endlichen Grenzen, so ist jedenfalls 
(11) g(x) = O(1) = O(a"). 

Wir kénnen also fiir diesen Fall das Theorem VII so spezialisieren: 

IX. Die im Falle der Nichtexistenz reeller Nullstellen von U(v) stets 
und als einszige vorhandene Lisung verliiuft, wenn g(x) ganz zwischen end- 
lichen Grenzen verliuft, nebst ihren n ersten Ableitungen ebenfalls ganz 
zwischen endlichen Grenzen. 

X. Es darf noch die Bemerkung hinzugefiigt werden, daB die in den 
folgenden Paragraphen auseinandergesetzten Auflésungsmethoden auch 
dann noch stets eine mit ihren n ersten Ableitungen iiberall stetige, unsere 
Gleichung (1) befriedigende Funktion f(x) liefern, wenn die stetige Funktion 
g(a) nicht der Voraussetzung I geniigt, sondern nur noch durch eine Unglei- 
chung von der Form 
(12) |g(x)| < Const. e”* 
beschriinkt ist, wobei » eine beliebige positive Konstante bedeutet. In 
diesem Falle braucht aber f(x) natiirlich nicht mehr das Postulat II zu 
erfiillen. 

Endlich ist noch auf folgende wichtige Verallgemeinerung hinzuweisen: 

XI. Alle Siitze und Beweise bleiben wnverdndert bestehen fiir Glei- 
chungen von der Form 


@=™n-1 g=Mn—2 


(13) f*(2) + DD ha-el (hy s,¢) + Dh sief O—ha—a0) 


e=1 e=l 
g=M 
+ + doef @—o,o) = 9(2). 
e=1 
Es muB in diesem Falle /(v) durch die Gleichung 


e=™Mp,4 C=™ 2 


L(y) = (iv)" + 4-1, , (iv)" —lp-ivin—1,¢ + po (iv)"~%e-*4n—2,0 + = 
e=1 e=1 


= Mo 
vot > do, ge” "re 
o=l 
definiert werden. 


XII. Um unsere Theoreme an einigen Beispielen zu illustrieren, betrachten 
wir zuniichst etwa die fiir alle reellen Werte von x zu erfiillende Gleichung 
(14) f'(x)—Af(a@—h) = 9(2), 
wobei 4 und h beide reell seien. Unsere Voraussetzungen I und II redu- 
zieren sich hier darauf, daB g(x) und f(x) iiberall stetig sein sollen, und 
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daB keine dieser beiden Funktionen in dem in I angegebenen Sinne stirker 
unendlich werden darf als alle Potenzen von z. 
Fiir unser Beispiel wird 


U(v) = iv — de~**” = — 1 cos hy + i(v+/ sin hy). 


Wie leicht zu sehen, hat diese Funktion nur dann reelle Nullstellen, wenn 
(15) A=0 oder 1= : (— $+ 2x2) 


ist, wo x alle ganzen Zahlen durchliuft. 
Fiir jeden dieser Werte gibt es nur die reellen Nullstellen 
v=+i, 
welche zudem stets einfach sind. Die in VIII definierte Zahl p ist hier 
mithin gleich Eins. 

Unsere Theoreme liefern also fiir das vorgelegte Beispiel folgende 
Resultate: 

Wenn der Parameter 1 keinen der ausgezeichneten Werte (15) annimmt, 
so hat unsere Gleichung stets eine und nur eine Lisung; und zwar wird 
diese Lisung und ebenso auch ihre Ableitung in dem durch VU prizisierten 
Sinne nicht in hiherem Grade unendlich als g(x). Verléuft 2. B. g(x) ganz 
zwischen endlichen Grenzen, so gilt dasselbe auch von f(x) und f(x). 

Fiir die Ausnahmewerte (15) des Parameters dagegen hat unsere Glei- 
chung stets unendlich vicle Lisungen; man erhilt aus jeder Lisung die Ge- 
samtheit aller durch Hinzuaddieren aller Funktionen von der Form 


(16) ¢, cos Ax + ¢ sin Ax; 


denn diese Gestalt nimmt hier der Ausdruck (4) vermége der schon er- 
wihnten expliziten Formeln des § 4 an. Die Lisungen und ihre ersten 
Ableitungen kinnen nunmehr aber sehr wohl in dem durch VIII prézisierten 
Sinne und Umfange in hiherem Grade unendlich werden als g(x). D.h. also 
es bestehen die auf die Ungleichungen (9), (10) hinauslaufenden Aussagen, 


wobei p= 1 zu setzen ist. Diese Erscheinung zeigt sich unmittelbar fiir 
den trivialen Fall 4 = 0, wo ; 


f(x) = const. + J ‘9(Y) dy 
0 


wird. Genau dasselbe tritt aber auch fiir alle anderen ausgezeichneten 
Werte des Parameters 1 ein. Setzt man z. B. fiir 


h=1,x=0 also 4=—7 


? 


g(“) = 2(1 +7) cos = z, 
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so erhalt man 


f(a) = 2a (cos 5 2+ sin > 2) + ¢ cos 2+ <q sin > x. 


Hier springt fiir jeden der (7) geniigenden Exponenten a die Giiltigkeit 
von (9) und fiir den kleinsten dieser Exponenten, a= 0, das Bestehen 
von (10) etwa fiir die geraden ganzzahligen Werte von x unmittelbar in 
die Augen. 

La8t man endlich h verschwinden, so gibt es auBer 1 = 0 keine aus- 
gezeichneten Werte des Parameters, und unsere Theoreme liefern leicht zu 
verifizierende Aussagen fiir die gewéhnliche Differentialgleichung 


f'(#) — f(a) = g(@). 


XIII. Betrachten wir bei Beriicksichtigung der Verallgemeinerung XI 
als weitere Beispiele etwa die Gleichungen 


(17) f (2) — 2 EDS IELD — g(a), 


(18) f(a) — 1 EIN SIET® — o(2) 
2 und h seien auch hier beide als reell vorausgesetzt. 

Die Voraussetzungen I und II reduzieren sich bei der Gleichung (17) 
darauf, daB f(x) und g(x); bei (18) darauf, daB f(x), f(x), g(x) stetig 
sein miissen und in dem durch I angegebenen Sinne nicht stiarker un- 
endlich werden diirfen als alle Potenzen von 2. 

Fiir die Gleichung (17) erhilt man 


U(v) = iv — ~ (erty 4 etthy) =iv—iAcoshy, 


l(v) hat also nur fiir den trivialen Fall 4 =O reelle Nullstellen. Ab- 
gesehen von diesem Falle hat daher unsere Gleichung stets eine und nur 
eine Lisung, und zwar wird diese Lisung nebst ihrer Ableitung in dem 
durch VII prizisierten Sinne nicht in griéBerem Grade unendlich als g(a). 
Verléuft 2. B. g(a) ganz zwischen endlichen Grenzen, so gilt dasselbe auch 
von f(x) und f' (x). 

Fiir die Gleichung (18) erhilt man 


Uv) = (iv)? — - (e~#”* + ett?”) = — y? — 1 cos vh 


cos (hv) 1 


(19) 


Betrachten wir nun den Verlauf der Funktion — , etwa fir u>0. Sie 


fallt im Intervalle (0, «,), steigt im Intervalle (a,, a), fallt wieder im 


Mathematische Annalen. LXX. 33 
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Intervalle (a,, «,), steigt im Intervalle («,, «,) usw. Hierbei bedeutet fiir 
n= 1,2,5,---adinf. «, die zwischen na — - und na gelegene Wurzel 
der Gleichung 

(20) cotgu+5=0. 


Fiir die extremen Werte erhilt man bei Beriicksichtigung von (20) 





cosa,  -+)\n 1 o. vr “ ‘ 
ira (— 1) Vata (n = 1,2,3,---, ad inf.). 
Hieraus folgt leicht: 
(A) Ist 
1 1 


——— A+0 
i avapa’ “T™ 


so hat l(v) itiberhaupt keine reellen Nullstellen. 
(B) Ist 
1 1 1 ; . 
in < &, Voi +4’ A+0, int (- 1) anVai fa 


so hat /(v) reelle Nullstellen, welche aber alle einfach sind, und deren 
Anzahl aus dem eben Gesagten leicht abgelesen werden kann. 
(C) Ist endlich 


4=0 oder fiir einen Wert des Index n, a =—(—1)" 


(n=1,2,---, ad inf.), 


1 
a, Vaz +4” 
so hat /(v) reelle Doppelwurzeln und zwar an den Stellen 


v= resp. vets 


Reelle Wurzeln, deren Vielfachheit zwei iiberschreitet, hat 1(v) iiber- 
haupt fiir keinen reellen Wert von 2. 

Unsere gemaB XI verallgemeinerten Theoreme sagen also fiir dieses 
Beispiel folgendes aus: 

(A) Ist 


(21) 0<i< “Veit :. 
so hat unsere Gleichung stets eine und nur eine Lisung; und zwar wird 
diese Lisung nebst ihren beiden ersten Ableitungen in dem durch VII prizi- 
sierten Sinne nicht in hiherem Grade unendlich als g(x). Verliuft 2. B. 
g(x) ganz zwischen endlichen Grenzen, so gilt dasselbe auch von f(x), f (x) 
und f" (a). 

(B, ©) Liegt 4 nicht innerhalb des Intervalles (21), so hat unsere 
Gleichung stets unendlich viele Lisungen, deren Gesamtheit durch eine Formel 
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von der Gestalt (4) dargestellt wird. Die Liésungen kinnen also jetzt in 
dem durch VII angegebenen Umfange in hiherem Grade unendlich werden 
als g(x), wobei, wenn 2 keinen der Werte 0 oder —(— 1)“ Ven +4 an- 
nimmt, p= 1, fiir diese besonderen Werte aber p= 2 zu setzen ist. Am 
leichtesten ist diese Erscheinung im trivialen Falle 4 = 0 zu verifizieren. 
XIV. Als letztes besonders einfaches Beispiel mag die Gleichung 


’ h) — 
f (2) + pfeth—fe 


dienen, wobei uw und h reell seien und die gegebene Funktion g(x) und 
die gesuchte Funktion f(x) nicht stiirker unendlich werden diirfen als alle 
Potenzen von 2. 

Man erhiilt 


= 9(2) 


ihv 
U(v) = ivt uo 


l(v) hat also fiir alle w die eine und nur die eine reelle Nullstelle 
v=(. 


Diese ist fiir « + — 1 einfach, fiir uw = — 1 zweifach. Die Gesamtheit 
der zugehérigen Lésungen der homogenen Gleichung wird fiir u + — 1 
durch die triviale Lésung /(z)=c, fiir ~=—1 durch die triviale Lésung 
f(x) =¢, + x gebildet. Die allgemeine Gleichung ist fiir jedes g(x) lis- 
bar, und zwar erhalt man fiir « + — 1 aus einer Lésung die Gesamtheit 
aller durch Hinzufiigung einer willkiirlichen Konstanten, fiir «= — 1 durch 
Hinzufiigung eimes Ausdrucks von der Form ¢, + 2. 

Die Lésung f(x) kann in dem durch (9,10) prdzisierten Umfange 
stéirker unendlich werden als g(x), wobei fir wu+—1 p=1, firuw=——1 
p=2 zu setzen ist. 

In derselben Weise liBt sich durch unsere Siitze auch das etwas all- 
gemeinere Beispiel der Gleichung 


h hh 
fe+") + fe- _ 


f" (x) + w, Nah) wef (a) + ty 
erledigen. 

XV. Zum SchluB sei noch die Bemerkung gestattet, dab die an- 
gewandten Lésungsmethoden sich auch auf den Fall ausdehnen lassen, 
wo die Koeffizienten 1 nicht mehr Konstanten, sondern rationale Funktionen 
von x darstellen. Auch die Ausdehnung auf den Fall simultaner Gleichungs- 


systeme ist leicht durchzufiihren. 


fa+h — fe) 
k 


33* 
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§ 1. 
Operationsregeln. 
Wir definieren das Operationssymbol L, durch die Gleichung 
L,[f(@)] = f*(@) + Ay_af*~*"(@—hy_1) + Apa f-7(@—hy_2) + °° 
+ Af’ (a@—hy) + dgf(e—hy). 
Es bestehen dann, wie evident, folgende Operationsregeln 


(22) 


(23) La, F(z) + F,(2)] = «, L,[F,(2)] + «L,[F,(2)}, 
(24) 4 (L,[F())) = L,{F'(2)}, 

(25) £ (LIF a) = L,[2 Fe, 2), 

(26) L,{é""] =Uv)e"*, 


wo I(v) die durch (2) definierte Transzendente bedeutet. 
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt endlich 
7 oo _——— ae, 
L,{(iae"*| = L,| 5") |= Fa L.[e"] — me”) 
und also 


(27) #L,[ate**] = ayers). 


§ 2. 
Das Analogon einer Greenschen Funktion. 


Es sei s eine reelle positive Konstante, also 


(28) s>0. 
Es sei ferner 

8 Ss 
(29) —*<6s+, 
(22, vy=a-+ pi. 


Dann wird in dem durch (29) definierten Streifen der »-Ebene wegen 
der Realitét der h, 


(31) lim 1°) 24 


Sas\* ? 
ee (tv) 


(ivy 
lim ley = - 


v7 =o2 





| 
\v 


Mithin hat in diesem Streifen (vy) nur eine endliche Anzahl von Null- 
stellen. 


Es sei nun # von Null verschieden und so gewahlt, daB auf der durch 
den Punkt v = #i gehenden Parallelen zur reellen Achse keine Nullstellen 
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liegen. Auf dieser Graden ist dann die obere Grenze C, von Gey" wegen 


I(v) 
(31) gewiB endlich. Es ist also fiir alle « 
, (t»)" | ’ 
(32) I(r) < C3. 


Indem hier, wie durchweg im folgenden, y eine reelle Variabele be- 
zeichnet, setzen wir jetzt: 


+o+ pi +o 


: 1 é’” dy 1 ey dea 
(33) G,(y) = tS % (v+si? 22 I («+ (s+ )i)? 


—o+ te —0 


Auf der Integrationsgeraden ist hier wegen (32), (29) 


(34) * 


év 1 7 PY Cig)” | 1 < op ote - 
B| at 4% 


| Uv) (@ + 6+ fi)*?| = iv” | Ue) | a+ (6+ ph)? =| 
Ebenso folgt fiir k = 1, 2,---, » 


dk (é” 1 , 1 
(35) dy (Fe aor) Sipe” ae 
n 


Wie (34) zeigt, ist das Integral (33) bei festgehaltenem # absolut und in 
jedem endlichen Variabilititsbereich von y in bezug auf y gleichmibig 
konvergent. Dasselbe gilt wegen (35) auch fiir die aus unserem Inte- 
grale (33) durch k-fache Differentiation unter dem Integralzeichen ent- 
stehenden Integrale. Mithin ist G,(y) durch (33) als eine tiberall stetige 
Funktion von y definiert, und besitzt » stetige Ableitungen, die sich aus 
dem Integrale (33) durch Differentiation unter dem Integralzeichen ergeben. 
Man hat also fiir k = 1, 2,---,n 





+o+pi 
a Uk it Faw 2 
(36) G4(y) — ay! (Gy) 7 +f (iv) I(v) oie’ 
—o+ pi 
Aus dieser Gleichung folgt bei Beriicksichtigung der Operationsregel (26) 
++ fi tot pi 

7 1 —o a. 1 ci 

(37) L, [G,(y)] = AS Lelctenef ai ore 
—o+ fi —e+ si 
Bei der Substitution 
v+si=—u 


erhalt man, da wegen (28), (29) 6 +s positiv ist, fiir das letzte Integral 


++ fi +0+(8+8)i 


; 1 ao. Oe ay (due athe veo), 
(38) 2 fe "+i? ie J we du =—ye" (yS0). 


—o+ si —ao+(S+s)i 
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Als Resultat erhalten wir die Gleichungen 

(39) L,{G,(y)] = 0 (y>0), 

(40) L,(G@5(y)| = ye" (y<0). 
Bezeichnen x und ¢ zwei reelle Variabele, so folgen aus diesen Glei- 

chungen bei der Substitution  —¢ = y leicht die Gleichungen 

(41) L,{G4(2—)] = 0 (2>8), 

(42) L,(G,(z—t)] = («@—thee-9 (aS). 


Endlich folgt noch aus (33) und (34) die fiir das folgende wichtige 
Ungleichung 


+x 
4 C3 atin 2 da C; till 
(43) |G(y)|< ip" ° ax PPL. are’: 


4 


Ebenso folgt aus (35, 36) fiir k = 1,2,---,» 


C 
(44) Gay) Say fen Py. 
§ 3. 
Die Auflésungsformel. 
Es sei 
(45) O<r<5- 
Es sei ferner y so gewahlt, daB auf den beiden durch den Punkt vy = + yi 
und den Punkt » = — yi gehenden Parallelen zur reellen Achse keine 
Nullstellen von /(v) liegen. Es seien endlich x und ¢ reelle Variabele. 
Man setze 
0 oo 
(46) v(x) =f 9(t) G,(e—t)dt +f g(t) G_,(a@—fat. 
=i 0 


Dann stellt die Formel 
(47) f(z) = — 9" (a) + 2sq'(x) — s*y(x) 
stels eine Lisung unserer Gleichung (1) dar. 

Wir wollen in diesem Paragraphen zunichst nur beweisen, daB die 
durch (46), (47) definierte Funktion f(x) nebst ihren » ersten Ableitungen 
tiberall stetig ist und iiberall die Gleichung (1) befriedigt. Daf bei 
passender Wahl von y auch das Postulat I erfiillt ist, und dap somit unsere 


Auf lisungsformel wirklich stets eine Lisung im Sinne der in Ul festgesetzten 
Bedeutung. dieses Wortes darstellt, wird 8. 519 gezeigt werden. 
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Beweis: Aus (43), (44) folgt 
' ' C. Ge 
(48) |G,(@—9\< & ere-9, |G (2-9) < Seas, 
(49) |GH(e—8)| <r ere-9, |G, (e—d)| Shere (b= 1,2,-yn) 


Erinnern wir uns nun der Voraussetzung I, daB g(¢) nicht stiirker un- 
endlich wird als alle Potenzen von ¢, oder priiziser gesprochen, daB eine 
Ungleichung ven der Form (3) besteht. Bei Beriicksichtigung dieses Um- 
standes lassen die Ungleichungen (48), (49) leicht erkennen, daB bei festem y 
die Integrale (46) und die aus ihnen durch k-fache Differentiation unter 
dem Integralzeichen gewonnenen Integrale absolut und in jedem endlichen 
Variabilititsbereich von x in bezug auf x gleichmaBig konvergieren. 
Mithin ist p(x) durch (46) als eine iiberall stetige Funktion von « definiert 
und besitzt » iiberall stetige Ableitungen, die sich aus (46) durch Diffe- 
rentiation unter den Integralzeichen ergeben. Es ist also 


(50) #9) ~ fx Gi (a —t) dt + fo Gt(a—ddt (k=1,2,--,n). 
Mithin ist i : 
L,Lo(@)] = J 9) LeLG,(e—O] at + f 9( LLG_,(@—O) at 
und daher wegen (41), (42) 


(51) L,[p(a)] =f (e@—t)e*-% g(t) dt. 


xr 


Wir setzen nun 


(62) g(e)=f9Qw—Hee-rdt, g(x) =f gHee-odt. 


Dann ist 


(53) 92 (%) — 89,(%)= (2), 

(54) 9; (@) — 89, (2) =—g (2) 

und mithin 

(55) Go" (£) — 289,'(%) + 8°g_(x) = — g(2). 
Die Gleichung (51) kénnen wir nun schreiben 

(56) L,[9(«)] = 92(*) 


oder bei Beriicksichtigung der Definitionsgleichung (22) des Symbols L, 
p" (x) = gy(2) — A,_1p"-*"(@—hy_1) — A, _ap*- "(4 — hg_g) — > 
) ; 


- — Ag’ (a@—h) — Ap(a—h). 
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Da g,(x) zwei — und g(x) » stetige Ableitungen hat, so besteht die 
rechte Seite dieser letzten Gleichung aus lauter mindestens eimmal stetig 
differenzierbaren Funktionen. Folglich hat die linke Seite g*(#) auch 
mindestens eine stetige Ableitung und mithin [p(z) »+ 1 stetige Ab- 
leitungen. Daraus erkennen wir jetzt, daB die rechte Seite unserer Glei- 
chung sogar aus lauter mindestens zweimal stetig differenzierbaren Funk- 
tionen besteht, und es hat mithin die linke Seite g"(#) zwei und also 
p(x) n+ 2 stetige Ableitungen. 

Hieraus folgt zuniichst, daB die durch (47) definierte Funktion f(z) 
n stetige Ableitungen hat. Bei Beriicksichtigung der Operationsregeln 
(23), (24) und der Gleichungen (56), (55) ergibt sich endlich aus (47) 


L,{f(2)] = — L,[g” («)] + 2sL, [9'(x)] — #L, [p(2)] 
(58) —— +, L,[9(#)] + 28 4 L,[9(@)] — #L, [9 (@)) 


= — J (x) + 28g, (x) — 8*g, (x) = g(x), 
w. z. b. w. 


Verallgemeinerung. Aus diesem Beweise erhellt sofort die Richtig- 
keit des in der Einleitung angegebenen Satzes X. Wihlt man nimlich 
in diesem Falle s und y, sodab 


(59) s>2m und n<r<zZ 


ausfallt, so liefert die Auflésungsformel (46), (47) eine nebst ihren » ersten 
Ableitungen stetige, die Gleichung (1) befriedigende Funktion. 


$ 4. 
Eindeutigkeit und Vieldeutigkeit der Losung. 


Der Inhalt des vorigen Paragraphen kann so formuliert werden: 

Es sei g(x) stetig und werde im Sinne von I nicht stirker unend- 
lich als alle Potenzen von z. 

Man setze 


0 oo 
(60) p(x) = G,(x—tg()at +f G_,(@@—Ag(tjat. 
—c 0 


Dann ist y(x) n+ 2-mal stetig differenzierbar, und es besteht die Identitiit 
(61) L,[— 9" (&) + 28q'(x) — 8*y(x)] = g(2). 


In diesem Paragraphen wollen wir eine Identitaét beweisen, welche 
die Umkehrung der obigen vertritt. 


Wie in § 2 gezeigt, hat /(v) im Streifen |8| < > nur eine endliche 











Lineare funktionale Differentialgleichungen. 513 


Anzahl von Nullstellen. Daher 14Bt sich sicher eine von Null verschiedene, 
positive, unterhalb = liegende Zahl o so wihlen, daB fiir 


(62) \Bl<o<4 


i(v), auBer den eventuell vorhandenen reellen, tiberhaupt keine Null- 
stellen hat. 


Es sei nun 
(63) O<y<e. 


Es habe ferner /(v) m reelle Nulistellen, wobei auch der Fall m= 0 
zugelassen sei. Es mégen ,(x), g,(x),---, @,,(%) in beliebiger Reihen- 
folge folgende m Funktionen bezeichnen: Alle Funktionen ¢**, alle Funk- 
tionen xe*’*, alle Funktionen z*e*"* usw., wobei d alle reellen Nullstellen 
von /(v) durchliiuft, 6’ alle mindestens zweifachen, 3” alle mindestens drei- 
fachen usw. Im Falle m= 0 besteht dieses Funktionensystem natiirlich 
aus keiner einzigen Funktion. 

Es sei endlich f(z) eine nebst ihren m ersten Ableituugen iiberall 
stetige Funktion, und es werde weder f(z) noch eine dieser Ableitungen 
im Sinne von I stiirker unendlich als alle Potenzen von z. 

Das Theorem der Umkehrungsidentitat besteht dann in folgendem: 

Man setze 


(64) w@) =( G,@—H L,[p@lat +f G_,(@—) Lf) at. 


Dann ist w(x) n + 2-mal stetig differenzierbar, und es besteht die Identitat 


“=m 


(65) — w"(w) + 2su' (a) — s*¥(z) = f(x) — >’ 4, 9,(2)- 


Hierbei bedeuten die A, in bezug auf die Variabele z Konstanten, deren 
Werte jedoch von der Wahl der Funktion f(x) abhiingen. Im Falle m=0 
fallt die Summe auf der rechten Seite fort. 

Ehe wir an den Beweis dieses Satzes herangehen, lesen wir aus ihm 
einige Resultate ab. 

Erinnern wir uns zuniichst, daB gemiB Il nach vereinbarter Aus- 
drucksweise jede Lésuny unserer Gleichung (1) die fiir die Umkehrungs- 
identitit (64), (65) hinsichtlich f(¢) gemachten Voraussetzungen erfiillt. 

Dann folgt aus (64), (65), indem statt A, c, (u=1,2,---,m) geschrieben 
wird, unmittelbar: Jede Lisung der homogenen Gleichung 


(5) L,[f(«)]= 9 
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ist durch die Formel 
(4) f(z) = >" ¢,.9,(2) 
ual 


darstellbar, wobei die c, Konstanten bedeuten. 

Daf wmgekehrt auch jeder Ausdruck von dieser Form eine Lisung der 
homogenen Gleichung ist, liegt auf der Hand. Denn zunichst erfiillen die 
@,(2) und mithin jeder Ausdruck von der Form (4) offenbar das Postulat: II. 
Ebenso leicht folgt aber auch aus der Operationsregel (27), daB die 
Funktionen g,(x) und mithin auch alle durch die Formel (4) dargestellten 
Funktionen der homogenen Gleichung geniigen. 

Damit ist das Theorem V1 bewiesen und als Spezialfall m = 0 auch 
das Theorem V. 

Verbindet man diese Resultate mit dem Ergebnis des vorigen Para- 
graphen, laut welchem unsere allgemeine Gleichung (1) in allen Fillen 
mindestens eine Lésung besitzt, so gelangt man zu den Theoremen III, IV 
welche die Gesamtheit aller Lésungen der Gleichung (1) angeben. 

Jetzt gehen wir zum Beweise der Umkehrungsidentitiit (64), (65) tiber. 

Da8 zunichst durch (64) eine nebst ihren + 2 ersten Ableitungen 
iiberall stetige Funktion definiert wird, ist eine unmittelbare Folge. des 
Theorems (60), (61). Denn setzt man in diesem 


9 = L,[fO), 


p(x) = v(z). 
Der zu fiihrende Beweis der Identitit beruht nun auf folgendem 
Hilfssatze: 
Es bestehen unter den iiber f(¢) gemachten Voraussetzungen bei 
reellem h die Identitiiten 


? 


so wird 


0 oo 
(66) J G,(e—t) fe(t—h) dt + f G_,(w—t) fe(t—h) at 
—e 0 


a=m 


0 oo 
— {G8 (e—h—t)f(t) dt + G*, (e@—h—1) f(t) dt +>’ B® g, (2) 
fe 0 weal 


(9=9, 1, 2,-++,m). 


Hierbei ist fiir @ =O statt f° und G° f und G wz schreiben. Die B® 
bedeuten in bezug auf die Variabele x Konstanten, deren Werte jedoch 
von Ah und der gewahlten Funktion f(x) abhiingen. Die auftretenden Inte- 
grale konvergieren auf Grund der betreffs /(¢) gemachten Voraussetzungen 
und der Ungleichungen (48), (49) alle absolut. 
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Nehmen wir zuniichst diesen Hilfssatz als bewiesen an. Denken wir 
uns dann auf der rechten Seite von (64) jedes einzelne der 2(n+1) Inte- 
grale, in die sie gemaB der Definitionsgleichung (22) des Symbols L, 
zerfallt, mit Hilfe von (66) umgeformt, so ergibt sich 


0 cs) “=m 
v(2)= JL {G,(e—-)| MO at +f L.[G_,(@—t) |) at + > H,9,(2), 
—o 0 wal 
wobei auch die H, in bezug auf x Konstanten bedeuten, deren Werte 
jedoch von f(t) abhingen. Bei Einfiihrung von (41), (42) folgt hieraus 


“=m 


(67) (2) = f(e—t)e-9 f(t) dt + >’ H,@,(@). 


Setzt man nun den ersten Summanden rechts gleich f,(r), so hat man 
wie im vorigen Paragraphen (52), (55) die elementare Identitiit 


— fy"(&) + 28f, (a) — s*f,(@) = f (2). 
Ferner ergibt die spezielle Gestalt des Funktionensystems der ,,(x) leicht, 


daB jeder Differentialquotient beliebig hoher Ordnung einer dieser Funk- 
tionen sich in der Form 


k=m 
€,P,(2) 
k=1 
darstellen laBt. Auf Grund dieser beiden Tatsachen folgt aus (67) direkt 
die zu beweisende Umkehrungsidentitit (65). 
Es liegt uns also bloB noch der Nachweis der Hilfsidentitat (66) ob, 
den wir jetzt fiihren wollen. 
Zuniichst folgen bei Beriicksichtigung von (63) aus dem Cauchyschen 
Residuensatze leicht die Gleichungen 


(68) G(x) — G_,(2) -> E® », (2), 
u=il 
“=m 
(69) Gia) — G2) = SEP g,(@) (k= 1,2,--), 
a=l 
wobei die E® und EY Konstanten bedeuten. 
Man integriere nun auf der linken Seite von (66) beide Integrale 
e-mal partiell und beriicksichtige, dab die aus den Integralen heraus- 
tretenden Glieder an den Stellen + co verschwinden, wiihrend an der Stelle 


#=0 mit Hilfe von (68), (69) sich je ein aus dem ersten Integrale heraus- 
tretendes Glied mit dem entsprechenden aus dem zweiten Integrale zusam- 
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menziehen la8t. Dann ergibt sich, wenn auch die 7 in bezug auf die 
Variabele z Konstanten bedeuten, die jedoch von h und der gewihlten 
Funktion f(¢) abhingen, identisch in « 

(70) ? > 

J G,(a—t) fe(t—h) at +f G_,(w—t) fe(t—h) at 
— 0 


sem 


—JG (et) fe—Wat+ [E, (a—t) f(t— —yat+ S79, (2) 


s=m 


~ fore —h—t,) f(t,) dt, +f, (a—h—t,) f(t) dt, +> Ti? g,, (2) 


“= 


- Jt Ge (x—h—t,)f(t,) dt, +, | Ge (a—h—t)f(t,) at, 


=m 


+f (@%{e—h—4)— oF. (a—h—t,)} F(t) dt, +> Ty (2) 


a= 


~ fore ha) fiat + fe, (x—h—t,) f(t,) dt, 


+> B® foe b—4)MC6) db, +S TPH, 2) (= 012-50) 


Nun ergibt die spezielle Gestalt des Funktionensystems der , (x), 
daB Gleichungen von folgender Form bestehen: 


z=m 


,(4—h—t,) -> Lu,xPx\X) (u ‘ins 1, 2,-+, m), 
z= 


wobei die zy, , Funktionen des Argumentes (h+¢#,) bedeuten, die natiir- 
lich auch identisch verschwinden kénnen. 
Hieraus folgt 


z=m 


foe —h—t,) f(4) dt, ~2,4 Su 2Px(2); 


wobei auch die S,, in bezug auf z Konstanten bedeuten, deren Werte 
jedoch von h und der gewahlten Funktion /(¢) ebiingm. Fiihrt man 
dieses Resultat in (70) ein, setzt 


1° + Ss, _ Be 


und schreibt zum SchluB statt t, wieder ¢, so ergibt sich die Hilfsidentitat 
(66), welche allein noch zu beweisen eriibrigte. 
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§ 5. 
Das Verhalten der Loésungen im Unendlichen. 


Es seien 6, m und das System der m Funktionen p,(x) wie im vorigen 
Paragraphen definiert; und es sei ebenfalls wie in (63) 


(71) O<y<e. 


Setzt man 
(72) O(2) = forte" (a—t) dt + fo G* (w—t)dt (k=0,1,2,--.,n), 


so ergibt (46) bei Berticksichtigung von (68), (69) 


(73) g(x) = O(a) — fg (t) (G*(a—t) — G* (a—t) Jat 


0 


= o*(2) - S20 | a(t) p,(z—t)dt  (k=0,1,2,---,m). 


Fiir den Spezialfall m = 0 folgt also 
(74) p* (x) _ o*(x) (k — 0, 1, 2,°- ” n) ‘ 


Durch Differentiation von (57) erhilt man endlich bei Beriicksichtigung 
von (53) 


g=n 


(75) g"**(2) = 9, (2) + 895(2) — >" a,_.9(@—hy_,). 
o=l 
Aus (47) folgt schlieBlich : 
(76) f&(@) = — yt *(x) + 2sget*(x) — s*ge(z) (9 = 0,1,2,--',n). 


Nun ergibt sich aus (48), (49) 


Gy a 
1< & -y(2-#) Y +y(e-") — 
*(x)| < spout la@le + red 90 e dt (k=0,1,2,---,m) 


und mithin; wenn C,’ die nicht kleinere der beiden GréBen C, und C_, 
bedeutet, 


(77) |O*(@)|S 





cy af” 
sa flatter dt (k=0,1,2,---,n). 


8 


Aus (52) folgt ferner 


(78) \9,(#)|< fi g(t)\en*'*-" dt < fia o\erte— dt, 
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am 96) sfonde asacsgoe "ay 


8 

wobei M das gewiB endliche Maximum von ue * ° fiir alle reellen posi- 
tiven Werte von u bedeuten mag. 

Es sei nun 
(80) g(x) = O(|x'). 
Unter dieser Voraussetzung ist, wie im folgenden Paragraphen durch eine 
leichte Rechnung gezeigt werden wird, wenn r eine reelle, von Null ver- 
schiedene, positive Zahl bedeutet, auch 


+e 
(81) Jalen" dt = O(la's). 
Wegen (77), (78), (79) ist mithin 
(82) O* (x) = O(\x'*) (k=0,1,---,1), 
(83) 9,(2) = O(\x/"), 
(84) 92(x) = O(|x'*). 

Fiir den Fall m = 0 ergibt sich zuniichst aus (74), (82) 
(85) g* (x) = O(\x|\*) (k =0, 1, 2,---, n) 
und bei Einfiihrung dieses Resultates und der Gleichungen (83), (84) in (75) 
(86) g"**(x) = O(\a\*). 
Aus (76), (85), (86) folgt schlieBlich 
(87) f?(x) = O(\2|*) (oe =9, 1, 2,---,n—1) 


und da f(z), wie in § 3 gezeigt, unsere Gleichung (1) befriedigt, ergibt 
sich hieraus auch 
(88) f* (a) = O(\z|*). 

Damit ist das Theorem VII bewiesen. 

Um die auf den Fall m>0 sich beziehenden Aussagen des Theorems VIII 
zu beweisen, ist nur noch eine Abschiitzung der Integrale 


So(t) 9,(e—t) at 


erforderlich. 
Es sei 
(89) 9, (£) = axe ef u* (uw =1,2,---,m), 
wobei gemiB der in VIII gegebenen Definition von p 
(90) O0<e <p-1 (u =1,2,---,m) 


sein muB. 
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Man erhilt fiir x >1 


| z | |= | 
(1) | fat) 9, (@—t)at < |x" f(\g@| + |g—0)) at 


<2 f{\9(t)| + |g(—#)|h at 


(u = 1,2,---, m) 
Nun folgt aus (80) leicht 
J \g)\ dt = O(\a\2*) (a>—1), 
0 
jal 
(92) \ J |g(t)| dt = O(log x) (a——1), 
0 
ja 
fi \g(t)| at = 0(1) (a<—1). 
0 





Dieselben Gleichungen gelten, wenn links g(¢) durch g(—?) ersetzt wird. 

Aus (91), (92), (82), (73), (83), (84), (75), (76) folgen dann wie vorhin 
die den Inhalt des Theorems VIII ausmachenden Ungleichungen (9). 

Mit dem eben gefiihrten Beweise der Ungleichungen (8), (9) ist natiir- 
lich auch a fortiori bewiesen, daB fiir 

0<y<e 
die durch die Auflésungsformel (46), (47) definierte Funktion f(x) das 
Postulat II erfillt und somit wirklich, wie in § 3 angekiindigt, eine Lisung 
unserer Gleichung (1) darstellt. 

Jetzt gehen wir zum Beweise der Behauptung (10) iiber. 

Aus den Definitionen des Systems der p,(”) und der Zahl p folgt 
zunichst, daB mindestens einer der Exponenten a, gleich p— 1 ist, und 
daB, wenn es mehrere sein sollten, die zugehérigen v, voneinander ver- 
schieden sind. Wir denken uns nun die p,(x) so angeordnet, daB etwa fiir 


(93) est a,=—p—1 
und fiir 
(94) u>t “, Sp—2 


bleibt. + ist dabei mindestens gleich Eins, und es miissen ,, v9,---, v, 
voneinander verschieden sein. Ferner folgt aus dem Cauchyschen Residuen- 
satze leicht, daB fiir 

ust 
(95) EY +0 


sein muB. 
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Ist nun zuniichst der in (10) vorgeschriebene Exponent 


a<-—l, 


so ist die Behauptung trivial, denn in diesem Falle geniigt es offenbar, 


zur Erfillung der Ungleichungen (10) 
f(z) = 9,(2) = aP-ten*, g(x) =0 


zu wihlen. 
Es sei also 
a>-—1. 
Man setze 
(96) g(x) = C(1+|z/j*e*, C>O0. 
Dann ist 
(97) g(x) = O(\2\"). 
Ferner fir 
(98) a>-—1 


| Riis, pat of a+0rdei—or dt>o(> a fosra 


s C\a2\?~* ja|\i+e 
~ gP~1 a 4g) ((1+ 2) ) 


2 lei” sera ¢e(1- (a) ): 


Wegen (98) ist mithin von einem gewissen |z| ab jedenfalls 





(99) [aon t)dt|> pita eet’. 
Ebenso ergibt sich fir 
a=—l, 
daB von einem gewissen |x| ab 
: , Cy, 
(100) Jot) er(e—t)dt > |alr-* og | 


ist. 


Endlich folgt — zunichst fiir «, > 0 — gemiB dem 2. Mittelwertsatz 


fo ,(2—t) dt= ~ eof + |t |)" (g@—t) dt 


=x Ces x Par “frie fw dt, 
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wobei & einen Wert zwischen 0 und z bedeutet. Diese Gleichung bleibt 
aber auch fiir «, 0 bestehen, wenn man §=2 werden lat. Durch 
nochmalige Anwendung des 2. Mittelwertsatzes ergibt sich, wenn &, eine 
zwischen 0 und € liegende Zahl bezeichnet, 


r & gE 
inz a,, | i(vy,—¥,,) *i(m— ) \ 
(101) J 9(9,(e-at— Ce? xn Ji fn ‘ate (+ ley f ef" ae! 


(u saat 2,3, sym). 
Nun sind fir 
2<uact 

wegen 

Vv, Y 
die Integrale auf der rechten Seite von (101) beschrinkte Funktionen von 
—&, und & Fiir 

uot 


«, Sp—2. 
Aus diesen Tatsachen folgen leicht die Gleichungen 


ist aber gemaB (94) 


S 9(t) pule—t)at 
lim ° ae =O (22) (@>-1), 
(102) a 
JS 9(t)eu(e@—t) at 
lim * =0 (uw >2) («a=—1). 





see la?" og 


Aus (99), (100), (102), (95), (82), (73) ergibt sich leicht die Méglich- 
keit, C so groB zu wihlen, daB von einem gewissen |z| ab 


'p(x)| = \a*” (a>—1), 
\p(2)| > |2\P-* log |x| (a——1) 
bleibt. Da nun gemiiB (56), (84) die Gleichungen 
L{o(2)] = 93), 


93(2) = O(\x/") 


bestehen, so erfiillen m(x) und g,(x) fiir f(z) und g(a) substituiert, die 
Anforderungen der Behauptung (10), w. z. b. w. 


Mathematische Annalen. LXX. 34 
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g 6. 
Beweis der Hilfsungleichung (81). 


Wir haben in diesem Paragraphen noch den Beweis nachzuholen, 
daB aus 


W (x) = fg(t)e-r*-“dt, r>0 

(104) g(x) = O(\2\"), 
die Folgerung 
(105) ¥(x) = O(\2"*) 
gezogen werden kann. 

Man setze 

99  -Fle-t 

(106) U (at) — 20 


und bezeichne mit U die obere Grenze von U(x, ¢) fiir alle reellen x und ¢. 
U ist, wie nachher gezeigt werden wird, endlich. Schicken wir dies Resultat 
zunachst voraus, so folgt 


+o r ue 
¥ (x) = (1+ \2/) fue, the 2 dt, 
(z- 


¥(@)| < (1+ |ayeu- (fe 


art feb" a) Tier (n+ 8)’ 


Aus dieser letzten Ungleichung ergibt sich direkt die zu beweisende 
Ungleichung (105). Es eriibrigt also nur noch der Beweis der Endlich- 
keit von U. Diese ist fir a= 0 evident. Es sei also a+ 0. 

Aus (104) folgt bei Beriicksichtigung der Stetigkeit von g(x) leicht 
die Méglichkeit der Bestimmung einer Konstanten c, soda fir alle ¢ 

o(t)| <e( + |e) 
ist. Es ist also 


D(a, t)\<e (7th )’ - s e-t|_ (2+ )* rea 


1+ || 1+ |2 
Da < entweder gleich +1 oder gleich — 1 ist, so folgt 
(107) U(a, t)| < e( Via, t))*', 
wobei 


— |z—t| 


1+ |2| 
1+ |¢| 





V(a, t= {2 Of 
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ist. Wegen der Symmetrie von V(z,t) geniigt es bei der Abschitzung 
der oberen Grenze von V(z,¢) anzunehmen, dab 

x| < |t| 
ist. Ist vollends 


so folgt wegen 
a—>, seiisisie, FE <, 








V(q,t)<(2+|e)e ss” 
Da nun die Funktion auf der rechten Seite dieser Ungleichung stetig ist 
und fiir 
|t| = co 
verschwindet, so hat sie ein endliches Maximum, das mit W bezeichnet 
werden mag. Es ist also fiir 


ais, 
(108) V(a, t) < W. 
Ist aber 
- < || < it, 

so folgt 

1+\t es 1+ |2| - 5c) lent 

itj« Sir <3; T+ =) ée a <1 
und mithin 
(109) V(a,t) <3. 


Aus (107), (108), (109) ergibt sich die Endlichkeit von U, die allein noch 


za beweisen war. 
§ 7. 
SchluBbemerkungen. 
Die Abschiitzungen des § 5 lassen sich verschirfen und vereinfachen 
bei Benutzung folgender Umgestaltung der Auflésungsformel (46), (47). 
Es ist 
+a-—yt 


(110) f(2)=, \ owas i dv +; 1 fonaf foe >. 


—aer+yi =-@-7 


Man erhiilt diese Gleichung zunichst formal durch Ausfiihrung der Dif- 

ferentiationen (47) in (46) unter den Integralzeichen und nachherige 

Einfiihrung von (33), (36). DaB dann in der Tat diese Operationen ge- 

stattet sind, und mithin die Gleichung (110) mit den Gleichungen (46), 

(47) gleichbedeutend ist, ist fiir m>2 evident, aber auch fiir n= 1 ohne 
34* 











\ 
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Schwierigkeit nachzuweisen. Als Ansatz fiir die in den §§ 3, 4 durchge- 
fiihrten Beweise der Hauptsiitze ist diese Formel jedoch nicht geeignet, da 
sie eine »-malige Differentiation unter den Integralzeichen nicht zulaBt. Um 
das zu erméglichen, enthalten eben die Formeln (33), (46) im Integranden 


den Faktor arta dessen Wirkung dann durch die Differentiations- 


operation (47) wieder aufgehoben wird. 

Sind die Koeffizienten 4 und die gegebene Funktion g(x) reell, so 
stellt offenbar schon der reelle Teil der Auflésungsformel (46), (47) eine 
Lésung unserer Gleichung (1) dar. Bei Benutzung dieser Bemerkung 
ergibt sich aus der gebrachten Beweisfiihrung unmittelbar, dab in diesem 
Falle simtliche in der Einleitung auseinandergesetzten Theoreme unver- 
andert ihre Giiltigkeit behalten, wenn von der Lisung f(7) noch die 
Realitét verlangt wird. 
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Uber lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit drei im Endlichen gelegenen wesentlich singularen Stellen.*) 


Von 


Ricuarp Fucus in Halensee-Berlin. 


Einleitung. 
Ist ¥,,Y2,°**, ¥, ein Fundamentalsystem von Integralen einer linearen 
homogenen Differentialgleichung n‘** Ordnung mit rationalen Koeffizienten, 
und sind a,, @,,---, @, 4@,,, = C© ihre wesentlich singuliren Stellen, so 


erleidet das System y,, ¥,---,y, bei einem einfachen Umlauf von z um 
den Punkt a, die lineare Fundamentalsubstitution Z;,. Die Berechnung 
der Koeffizienten dieser Fundamentalsubstitutionen und, was im engsten 
Zusammenhang damit steht, die Berechnung der Ubergangssubstitutionen, 
durch welche die zu den singuliren Punkten a, gehérigen kanonischen 
Fundamentalsysteme y,,, Y;.,°-**, Y;, miteinander verbunden werden, gehért 
zu den wichtigsten Aufgaben der Theorie der linearen Differentialglei- 
chungen. In der Literatur sind verschiedene Methoden zur Berechnung 
dieser Substitutionen angegeben worden (man vergleiche den VIII. Ab- 
schnitt des ersten Bandes der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
von L. Schlesinger, wo die Literatur zusammengestellt ist); aber die 
wirkliche Ausrechnung ihrer Koeffizienten fihrt im allgemeinen zu s0 
hoch transzendenten Funktionsbeziehungen, daB eine iibersichtliche Dar- 
stellung durch die in den Koeffizienten der Differentialgleichung auftreten- 
den Konstanten z. B. fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung bisher 
nur bei der GauBschen Differentialgleichung und solchen, die sich auf die 
GauBsche Gleichung zuriickfiihren lassen, méglich gewesen ist. 

In einer friiheren Arbeit (Math. Ann. 63, 5. 301—321) habe ich mir 
die Aufgabe gestellt, die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit den wesentlich singuliren Stellen 0,1, ¢, co zu bilden, deren Sub- 
stitutionsgruppe beliebig vorgeschrieben werden kann, sodaB also ihre 





*) Ein Auszug aus dieser Arbeit ist in den Nachr. der K. Ges, der Wiss. zu 
Gottingen, 30. April 1910, erschienen. 
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Koeffizienten von ¢ unabhingig sind. Dabei zeigte es sich, daB noch eine 
scheinbare singuliire Stelle 2 hinzutreten muB, die als Funktion von ¢ 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigt; die beiden bei der 
Integration dieser Gleichung auftretenden Konstanten machen die zur 
willkiirlichen Festlegung der Koeffizienten der Fundamentalsubstitutionen 
notwendige Zahl von Konstanten erst vollzihlig. 

In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns mit demjenigen 
speziellen Falle, auf den ich auch schon in meiner erwahnten Arbeit 
(Nr. VIII, S. 314) hingewiesen habe, der zu der allgemeinen Gleichung 
mit drei im Endlichen gelegenen singuliren Stellen dieselbe Spezialisierung 
bildet, wie die den Ausgangspunkt fiir die Modulfunktion bildende Legendre- 
sche Gleichung zur allgemeinen GauSschen. Wir behandeln also hier zu- 
erst den Fall, bei dem, wie bei der Legendreschen Gleichung, die Wurzeln 
der determinierenden Fundamentalgleichungen fiir alle wesentlich singu- 
laren Stellen einander gleich werden. 

Fiir diese Differentialgleichung gelingt es, die Fundamentalsubstitu- 
tionen und die Ubergangssubstitutionen der kanonischen Fundamental- 
systeme explizit anzugeben: es zeigt sich, daB die Koeffizienten dieser 
Substitutionen in ihrer Abhingigkeit von den noch willkiirlichen Kon- 
stanten durch trigonometrische Funktionen dargestellt werden kénnen. — 
Wir behandeln zuerst die Abhingigkeit der scheinbar singuliren Stelle 4 
als Funktion der variabel gedachten Verzweigungsstelle ¢ (Nr. II—IV), 
insbesondere die Frage, wann / eine algebraische Funktion von ¢ wird. 
Darauf bestimmen wir (Nr. V—VII) die von Herrn Poincaré so genannten 
Fundamentalinvarianten und erlangen mit ihrer Hilfe die Fundamental- 
und Ubergangssubstitutionen (Nr. VIII—XI). In Nr. XII finden dann noch 
die Ausnahmefille 4 = 0, 1, ¢, co ihre Erledigung. 

Die Resultate der Arbeit enthalten iibrigens in sich die explizite 
Lésung des sogenannten Riemannschen Problems fiir den Fall, daB im 
Endlichen drei Punkte 0, 1,¢ gegeben sind und zwei Funktionen gesucht 
werden, die beim Umlauf der Variablen « um 0,1, ¢ bezw. die vorge- 
schriebenen Substitutionen 


. a, By - a, By > a, Bs 
= ’ ~~ ? ~~ 
”, 9; Ye 9s Ys 9s 
erleiden, wenn an die Substitutionen die Anforderung gestellt wird, dab 
die Gleichungen 


&;—@ B; 


; =0 

%, %9,—@ 
gleiche Wurzeln besitzen, und daB dasselbe auch fiir die zu 7 = oo ge- 
hérige Substitution 2, gilt. 
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: I 
| Charakterisierung der zugrunde gelegten Differentialgleichung. 
Wir gehen aus von der Differentialgleichung (Math. Ann. 63, Nr. VIII (A’)) 





(A) oY; — py, 

wenn 

(1) P=—% a-4 aaa i euatt te 

+; to goatee 

= th- Wisin teal 

wy jP tlsa— +) - aasjacela— 4): 
- sh a 2] + ways [a] 
ogee 7 [z he “- ajax a 





Die scheinbar singuliire Stelle 4 geniigt als Funktion von ¢ der Differen- 


tialgleichung 
d*2 . disi 1 1 1 /di\2/1 1 1 
© etEe+mitim)—-sla) Gtmitm 
1 44-1) 4 


~ 2 t¢—1I) @—8 
die sich folgendermaBen integrieren lai®t: Es sei 
(2) x = f(u,t) 
die durch Umkehrung des elliptischen Integrals 


dz 
3 _—_ 
@) eed J Ve@—1) (@—t) 


entstehende elliptische Funktion und @,, @, ein primitives Periodenpaar, 


dann ist 

(4) 1 = f(¢, @, + Cy @,, t) 

das allgemeine Integral von (L), wenn ¢,, ¢, zwei willkiirliche Konstanten 
bedeuten. 


Die scheinbar singulire Stelle « =A ist dadurch charakterisiert, dab 
die zu «=4 gehdrige determinierende Fundamentalgleichung die beiden 
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sich um die ganze Zahl 2 unterscheidenden Wurzeln ; und — > besitzt, 


ohne daB in der Entwicklung der Integrale von (A) Logarithmen auf- 
treten. Jedes Fundamentalsystem y,, y, von (A) erfaihrt beim Umlauf 
um «=A die Substitution 


° a-(3°} 


Die zu einem Umlauf bezw. um x = 0,1,¢ gehdrigen Substitutionen von 
Yir Ye Seien 


® A-(*B) a“) 2-3) 


dann ist die zu einem Umlauf um x = oo gehérige Substitution 


—1 90 


(7) 2.-(% ~ 


)artzrta. 

Weil in (A) die erste Ableitung von y nach x fehlt (was ja keine Be- 
schrinkung der Allgemeinheit ist, da es stets durch eine einfache Trans- 
formation erreicht werden kann), miissen die zu 2, 2, 2, 2, 2. ge- 
hérigen Determinanten alle den Wert 1 haben. Da die Wurzeln der 
determinierenden Fundamentalgleichungen fiir 0, 1, ¢, co bestimmte Werte 
haben, enthalten die Substitutionen (6) noch finf willktirliche Konstanten. 
Dem stehen gegeniiber drei Konstanten, die bei der Wahl von y,, y 
bleiben, und die beiden Integrationskonstanten ¢,, c,. Ist also das Funda- 
mentalsystem gewihlt, so sind die Koeffizienten in (6) als Funktionen 
von ¢,, ¢, zu bestimmen. 


I. 
Untersuchungen tiber 4 als Funktion von ¢. 


Zwei primitive Perioden der elliptischen Funktion f(u, ¢), I (2), sind: 


0 t 
dz dz 
1 —_ 2 — ; = 2 — — 7 e 
( ) = Tee 7 vee 


@, und @, geniigen der Legendreschen Gleichung 


, a’ d 1 
(2) t(t—1) Se + (2t-1) 5, + zo =, 
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und es ist in der Umgebung*) 
von t = 0: 


=" 8 | 
_ [14 Cpa, 


o, = — 8i log 2—tB(f) — +o, log ¢; 
von ¢= 1: 


o, = — 8 log 2 + i(1—#) B(1—#) + ~ @ log (1-2), 


(4) Roper Pai + oi a Aw. o*|; 
von t = oo: : 
o,+o@,= 2at-? 2| 1 aaa a tee |, 
6) FO | +> 2 ) Gy | 


ee , 
o=- ¢t? : [Bitog2 +1 (2)] - © (o, +o) log (+); 
dabei bedeutet $8 eine nach positiven ganzen Potenzen ihres Arguments 
fortschreitende Potenzreihe.**) 
Die Werte (3), f(2), f(a") miissen mit den Werten 0, 1, ¢ 


der Wurzeln der Gleichung z(z—1)(z—t) = 0 iibereinstimmen. Da 


(6) [f(u)leo = >> 
sin* z 

so erkennt man, dab 

@ Q@)= 

sein muB, und ebenso ergibt sich 

(8) (3) = 0, r(° £ =) as ¢. 


Da f(u, ¢) als Funktion von ¢ eindeutig ist, so kann sich 


1 = f(¢,@, + ¢,@g, #) 


*) Vgl. L. Fuchs, J. f. Math. 71, Nr. 21; Ges. math. Werke Bd. I, 8. 274—281; 
L. Schlesinger, Handbuch II, , 8. 476—484. 
**) Fiir Werte von t, die zwischen 0 und 1 liegen, ist der reelle Bestandteil 


des Quotienten = positiv, wie es in der Theorie der elliptischen Funktionen ver- 
langt wird. 
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ale Funktion von ¢ nur da verzweigen, wo sich @,, @, verzweigen, d. h. 
fir ¢= 0,1, 00. Die Art dieser Verzweigung folgt aus (3), (4), (5). Es 
erleiden @,, @, bei Umlaufen von ¢ um 0, 1, co bezw. die Substitutionen 


(9) Gee » Ga 


Danach geht 4 bei einem Umlauf von ¢ um 0 iiber in 


(10) 14 = f((e, + 2¢,)@, + a) 

bei einem solchen um ¢ = 1 in 

(11) i= f(e,@, + (—2¢,)a,), 

um ¢=oo in 

(12) i= f((¢, —2¢)@, + (2¢, —3e,)@,). 


Wenn also nicht c,,¢, rationale Zahlen sind, ist 2 eine unendlich 
vieldeutige Funktion von ¢. 

Wir wollen aber zeigen, daB 4 und ¢ beide als eindeutige Funktionen 
einer Hilfsvariablen dargestellt werden kénnen. 


Aus (2), (3), (4) folgt: 


da, da, 4nd 
(13) “or -n t(t—1) 


Setzt man nun = =t, so lehrt die Theorie der Modulfunktionen, dab ¢ 
1 


eine eindeutige Funktion von t ist. Es ist also nach (13) auch 


4nt dt 
(14) oF = t(t—1) de 


eine eindeutige Funktion von t. Dasselbe gilt also auch von 
, (¢,@, + ¢,0,)* = @,7(¢, + ¢&t)*. 
Da nun f(u,?) nur gerade Potenzen von wu enthilt, so mu 4 eine ein- 


deutige Funktion von rf sein. 
Es sind also i und t eindeutige Funktionen von t. 


Ii. 


Der Fall, daB 4 eine algebraische Funktion von ¢ ist. 


Bedeuten jetzt c,,c, rationale Zahlen, c, = = = =, so lehren 


die Gleichungen II (10), (11), (12), daB 
k 1 
(1) 1=f(> @, + 5 @, t) 


spdtestens nach n-maliger Umkreisung eines der singuliren Punkte wieder 
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zu seinem Ausgangspunkte zuriickkehren muB, also nur eine endliche Anzahl 
von Zweigen besitzen kann. 

Dann wird 4 eine algebraische Funktion von ¢. Es ist nimlich g(nw) 
eine rationale Funktion von g(u). Dasselbe muB also auch von 


) f(u) = o(u) + F* 
gelten. Wir benutzen die Formeln des Bam Kiepert*) 


¢ : a 6 (nu) 
(3) du} log o”™ (us) = n®(9(u) — (nu)), 
| 9” (u) p” (u) «++ p(w) 


o(mu) (—1"-* | p(w) ail itn 
(4) P,( = o"*(u) ™ (112. “(mn —1)!)? | 3S Z : } 


| (x) o(u) - ~~ (u) | 
P.(u) ist fiir ein ungerades n eine ganze rationale Funktion vom Grade 


- (n?—1) und fiir ein gerades nm, abgesehen von dem Faktor 


V451(u)? — 92 (4) — 95, 
eine solche vom Grade = (n?—4), Geht man mittels (2) von (wu) zu 
f(u) tiber, so ergibt sich: 


4 geniigt als Funktion von t einer algebraischen Gleichung, die fiir un- 
gerades n 


(5) (4) =0 


oe 1) 





vom Grade : (nm? — 1), fiir ein gerades n 


(6) A A—1) (A-OK; (4) =0, 


y"-4 
von dem Faktor 24(4—t)(4—t) abgesehen, vom Grade : (n® — 4) ist. 
Die Gleichungen II (10), (11), (12) geben die Art der Verzweigung 
und die Riemannsche Flache dieser algebraischen Funktion. Man findet, daB 
bei t=O die Zweige ¢(~ o,) und {(~ 0, + +o), 


bei f=1 die Zweige f(- o;) und f(. @, + 1 0) , 


bei t= co die Zweige r(* (@, + ,)) und r(* (@,+@,) + : o,) 


getrennt laufen, sich also nach ganzen Potenzen von bzw. ¢t, (1—?), + 
entwickeln lassen miissen. 


*) J. f. Math. 76, S. 31. WeierstraB-Schwarz, Formelsammlung, S. 19,(6) bis (9). 
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Ist insbesondere m eine Primzahl, so ergibt sich fiir 4 =f (* o,+ = 0) 
Folgendes: 

Die algebraische Gleichung fiir 4 ist irreduzibel. Ist n= 2y +1, 
so hat man in jedem der drei Verzweigungspunkte u mal 2u+1 zu- 
sammenhingende Zweige, also « Windungsflichen (2u)** Ordnung, wahrend 
u Zweige getrennt liegen. Es ist also die Summe der Ordnungszahlen 
aller Windungsflichen w= 6u*. Daher lehrt die Riemannsche Gleichung 
2(p—1) = w — 2m, da hier der Grad der Gleichung 

m= (n? —1) = 2u(u +1) 


ist, daB das Geschlecht unserer Riemannschen Fliche 
(u—1yr—("Z*) 
sein muB. 
IV. 
Die Entwicklung von 2 in der Umgebung der Verzweigungspunkte. 
In der Umgebung von ¢ = 0 lassen sich f (; 0) und f (= o, + : 03) 


nach ganzen Potenzen von ¢ entwickeln. Da der Koeffizient der héchsten 
Potenz von 4 in der algebraischen Gleichung fiir 2 von ¢ unabhingig ist, 


kann 4 fiir ¢=0 nicht unendlich werden. Da [f(u, ¢)],_.= : _? 80 
erhilt man, wenn man noch I (L) heranzieht: ain’ 


oi t(n °1) ¥ sue) 7 5 og" (=) aes? % 
n 
f(u+ ; 0) vy ies 


(2) r(’ o, + ; 0) = sin’ (**) ‘t+ ; sin? (57) -B4--., 


n 


Weiter folgt aus*) 


Zur Entwicklung der Zweige f(= o, + - o), wo é keinen der 


Werte Null oder = hat, benutzen wir die der Formel fiir «(u) analoge 
Formel**) 


*) Das Additionstheorem fiir f(w) Jautet: 


f(u-+0) = (53 = PS) — flu) — fe) +t+1. 


™*) Weierstra6-Schwarz, Formelsammlung, S. 10, Nr. 9 (3). 
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f(u) =t + 2¢(t—1) = = 
(3) ° = 


2x\2 1 1 1 
+ (2) Vee (2) * Paar Z noe * Bam Z wtoaal 


Wir haben zu setzen (vgl. II (3)) 


(4) en A hog 2 — log t + 1B, 


a, n n 


wo §,(¢) eine nach positiven ganzen Potenzen von ¢ fortschreitende Reihe 
bedeutet. 


1 
Wird #* =r gesetzt, so ergibt sich 


2aik 
1 i ~ .s 2 
© ee ah aa 
sin (=) 2” 
2 wik 
6 1 _ 4e * 20+9n) 4 gd giltyn)t1 
(6) ~ a =~ “SGtrn) © + at Pong 
sin a ero °” 
_2aik 
7 1 Pe, ee (ym) 4g girm—Dt1 4... 
( ) - 9% <p S(en—h © &t * 
sin a" ° * 


Man erhilt daher (da man es stets erreichen kann, dab < positiv 


und kleiner als 1): 


l 1 
1. wenn — <3 


2aik 


a 26+ 
(8) Am—t* 4-5 t+at* ++, 
9” 
2 wenn —> >, 
22k 
: ee me. Pe 
(8a) ,—-—#-) 4s * +500 he 


t 
’ (:-2) 
Die Entwicklungen fiir die Umgebung von ¢ = 1 erhalt man aus (1), 
(2), (8), (8a) am einfachsten durch die Transformationen (vgl. II (3), (4)) 
(9) t—1—t, 4—=1—%, a,(1—t)=—ia,(t), w,(1+-4) = io,(r). 
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Man erhilt: 
1 glx 


(19) (x) = 1-- a +3 te he le i aa 


(11) f($o, ++ o,) —1—sin?*.(1—t) — 4 sin? **’ a + 


Ferner (da man es stets erreichen kann, daB =. positiv und kleiner 
als 1): 


k 1 
1. wenn =< =, 
2k tae 2k+1 
(12) A=1+(1—#)*-4°,-+4,/(1-0) * +--, 
o* 
2. wenn : > = 
22il 


1 
+— 


(12a) re14(i—o'l-a).4 Fe +H(1—p' ra) Pian, 


ot) 


Die Entwicklungen fiir die Umgebung von ¢=oo erhilt man aus 
(1), (2), (8), (8a) am einfachsten durch die Transformation (vgl. II (3), (5)) 


(13) t——, i= - a, (t) = — (@,(t)—@,(%)) Vr, @,(t) = — o,(r) Vr. 
Man erhilt: 


(4) (5+) — —p,- pete +h) te 


(15) f(£(@,+,) + to) = sin? ** + © sin PE) 2 45,.(4)'4-... 


Ferner (da man es stets erreichen kann, dab — positiv und kleiner 
als 1): 


l—k 1 
1. wenn o ah & 7. 
1420-8) 2mik -1420-),2 
1 n e n ia 1 n 
(16) 4=— (+) i 8(i—k) + 4, (7) try 
2 n 
1—k 1 
2. wenn — > 
922-9 —2ai~ ee a PO 


(i7) (47) 1=—(4) pare salt ey + h°(7) Yo aD 
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V. 

Die Invarianten der Fundamentalsubstitutionen. 

Die Invariante einer Substitution (“ a (vgl. I (6)) ist 
% % 

(1) J =a,+4;. 

Wenn man von dem Fundamentalsystem y,, y, zu einem anderen 
Fundamentalsystem 
(2) Ns = C141 H+ CieYe 
tibergeht, so erleidet »,, 47, bei Umliufen von x um Q, 1, ¢, co bezw. die 
Substitutionen 
(3) CzC-!, CzZ,C, CzC', CLC’, 


¢ 
wenn C= ( on hee gesetzt wird. Bezeichnet man die Koeffizienten 
1 22 
dieser Substitutionen mit «/, B;, y,, 0;, so ist 
(4) J =a, + 6) =a,+ 4,. 
Herr Poincaré*) hat gezeigt, wie man die Koeffizienten «,, B;, y,;, 9; 
berechnen kann, wenn die Invarianten der Substitutionen 


(5) pa ’ 2, ? 2; 
und die der komponierten Substitutionen 
(6) ~o 2, ? xo =; Pa 2; pam 


bekannt sind. Herr Poincaré nennt diese sieben Invarianten Fundamental- 
invarianten. Die allgemeinen Untersuchungen des Herrn Poincaré sind von 
Herrn Vogt**) speziell fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung durch- 
gefiihrt worden. Wir wollen jetzt zuniichst zeigen, wie sich die Funda- 
mentalinvarianten fiir I (A) berechnen lassen. 


VI. 
Berechnung der Fundamentalinvariante Jo,. 
Bekanntlich sind die Wurzeln der Gleichung 


- &,—@ = 
(1) i B; _ 0 
y, 9§,—@| 
o, = Fain, o,= gain, 
*) Acta Math. 4, S. 201ff. Sur les groupes des équations linéaires, J. de math. 
(4) 4, p. 405. 
**) These, Sur les invariants fondamentaux (Ann. Ec. Norm. 1889, Suppl.). 
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wenn r, und r, die Wurzeln der zugehérigen determinierenden Funda- 


mentalgleichung sind. Fiir jeden der Punkte 0, i, ¢ hat man r, =r, = — 


fir z= co rp = 17, = — = Es ergibt sich also 
(2) J, =d, = Jd, = J. = — 2. 


Wir bestimmen nunmehr die Invariante J,, der Substitution 2, 2, 
und zwar zuerst fiir den Fall, in dem 4 eine algebraische Funktion 
von ¢ ist. 


Die Invariante J= «+0 einer Substitution (‘ - , die zu irgend 
? 


einem Umlauf U der Variablen x gehért, ist, da sie von der Wahl des 
zugrundegelegten Fundamentalsystems von Integralen unabhiingig ist, 
lediglich abhiingig von der Natur der Kurve U und von den im Koeffi- 
zienten p von (A) auftretenden GréBen. Dies zeigt in der Tat z. B. die 
Giinthersche Darstellung*) 


(3) J=a+d— S'C,, 
e=0 


wo 


(14) ©, =fotafenf- : Sanfapas _foptaf aes : [paz 


durch iterierte Integrale dargestellt ist. Die letzte Integration in den 
beiden Gliedern von C, ist jedesmal von einem Punkte x, ausgehend tiber 
die Kurve UJ zum Punkte 2, zuriick zu erstrecken. 


Wir miissen nun unterscheiden a) = =0, b) 4 +0. 


a) | _0. Wir haben in der Umgebung von t= 0 
n 


1—F(* o,) = - y ete? (—) -t+---. 


sin*? — 


Fir U werde eine Kurve, die die Punkte = 0 und x = ¢ einschlieBt, 
die Punkte z = 1 und x = d aber ausschlieBt, gewihlt. Da p eine rationale 
Funktion von 4 und 2’ ist, so muB es sich im vorliegenden Falle nach 
ganzen Potenzen von ¢ entwickeln lassen. Es kommen aber in der Ent- 
wicklung negative Potenzen von ¢ nicht vor. Man findet niamlich aus 1(B) 


*) P. Giinther, Uber die Bestimmung der Fundamentalgleichungen in der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen, J. f. Math. 107, S. 300 (7) und (8). Vgl. iiberdies 
auch die erwiihnte Arbeit von Vogt, a. a. O. Nr. 13, 8. 43, wo die Darstellung in etwas 
anderer Form gegeben ist. 
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re. i Ag 3 1 11. gkx 
leo" ge—a@—pta7 i i ee = 
( wot) 
sin* —— 
(5) * 
ve. 1 1 (.. gkx g kx 1 
+s PT eo i 
cos* — i—— 
. gk 
sin* — 
n 


Wird nun das Fundamentalsystem so gewihlt, daB die Koeffizienten 
«, B, vy, der Fundamentalsubstitutionen von ¢ unabhiingig werden, so 
mu8 auch die Invariante J von ¢ unabhiingig werden. Wir brauchen dann 
also in der Entwicklung von p nur das von ¢ freie Glied beizubehalten, 
d. h. wir kénnen [p],_, an die Stelle von p bei der Berechnung von J 
treten lassen. Bilden wir dann aber die Differentialgleichung 


, a? 
(A’) 7a =[pheoY, 
so bedeutet die zum Umlauf U gehérige Invariante J fiir (A’) die In- 
variante, die zu einem einfachen Umlauf um den einen Punkt 2 = 0 ge- 
hért. Da nun in (A’) zu « =0 die Wurzeln der determinierenden Funda- 
mentalgleichung = und = gehéren, so ist fiir 1 = (= o,) 
Jy, = # 


1 
b) a +0. Jetzt ist (IV (8) und (8a)), wenn wieder "=f gesetzt wird, 
A=—4,t" +4, ,,0"t' +>>>, 


I 1 


wenn m= 21, fir ~<a, und m= 2(n—l), fir wg» ist. Da 


man es stets so einrichten kann, dab —< 1, so ist jedenfalls m <n. 


Wenn - = : ist, so kann ¢ beibehalten werden, und die Entwicklung 


von 4 beginnt mit #, 

Fiir U wird jetzt ein Umlauf gewahlt, der die Punkte 0, ¢, 4 ein- 
schlieBt, den Punkt 1 aber ausschlieBt. Wir entwickeln p nach Potenzen 
von t. Wieder kommen in der Entwicklung nur positive Potenzen vor, 


da aus I (B) folgt: 


© Whom [5 (5) — 3 ale—aa—mt Le (se) — 3 a] (= za) 
An Stelle der Invariante, die zu einem die Punkte 0, ¢, 4 um- 


gebenden Umlauf gehért, kénnen wir wieder die zu einem einfachen Um- 
lauf um z = 0 in 


(A”) we = [Pleaod 


Mathematische Annalen. LXX. 35 
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gehorige Invariante treten lassen. Die in (A”) zu =O gehdrige deter- 
minierende Fundamentalgleichung lautet 


‘ 1 /m\?2 1m 
(7) r(r—1)=4 (*) -;". 
1m 
2n? 


die in (A”) zu 2 = 0 gehérige Invariante 


Da die Wurzeln dieser Gleichung r, = r=1- : = sind, lautet 


m 
nai— -—aA m 
e *+e *=—2cosa—- 


Wir erhalten also fiir die zu 2,-2,-2, gehérige Invariante: 
(8) Jy 4, = 2 cos “—. 
—1 0 
Da aber 2, = ( 0 :) ist, so erhilt man: 
(9) or = — 2008 x—. 


Setzt man fiir m wieder den Wert 21 bezw. 2n — 21 ein, so ergibt sich 


2al 
(10) Jo, = — 2e08 =~". 


Man sieht jetzt, daB auch die Beschriinkung * positiv und kleiner 


als 1 nicht beibehalten zu werden braucht; denn wenn man zu — a, ein 


beliebiges positives oder negatives ganzes Vielfaches von @, hinzufiigt, so 


es . Sas .. . - 
aindert sich cos —— nicht. Wir kénnen also zusammenfassend sagen: 


Lu h= r(* @, + - o,) gehirt die Invariante J,,= — 2 cos = . 

Aus einem Satze des Herrn Poincaré (Acta Math. 4, S. 212ff.)*) 
folgt, daB die Fundamentalinvarianten ganze transzendente Funktionen der 
GréBen «a, B, y, ¢ (1(B)) sind. Da aber «, B, y, « ihrerseits rationale 
Funktionen von 4 und 4 sind, die nur fiir 4=0, 1, ¢, co unendlich 
werden kénnen, so sieht man, dab J,,, wenn jetzt wieder 2 = f (c,@, +¢,@,) 
ist, eine eimdeutige analytische Funktion von ¢,, c, sein muB, die nur 
dann unendlich werden kann, wenn 


1 
= 


1 1 
(ll) q=q=0; q= &=0; «=—0, 57s) 44s 
ist, oder wenn c,, ¢, Werte annehmen, die von den angegebenen um ganze 
Zahlen verschieden sind. 
Betrachten wir nun 
P = J,,+ 2 cos 2¢,2, 


*) Vgl. auch Vogt a. a. O. Il. Teil; Giinther a. a. O. 8. 312. 
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so ist auch P eine eindeutige analytische Funktion von ¢,,¢,, die nur 
fiir die angegebenen Werte unendlich werden kann. Da P fiir alle ratio- 
nalen Werte ¢,, ¢, Null ist, so folgt aus der Stetigkeit, daB es fiir alle 
reellen Werte Null sein muB. Aus einem bekannten Satze der Funk- 
tionentheorie folgt dann aber, dab P fiir alle Werte c,, c, den Wert Null 
haben muB. D. h. 

Zu 4 =f (¢,@, + ¢,@,, t) gehdrt die Invariante J,, = — 2 cos 2¢,x. 

Auf die Werte (11) fiir c,, c, werden wir in XII zuriickkommen. 


Vil. 
Die Fundamentalinvarianten Ji;, Joi. 

Zur Bestimmung der zur Substitution 2,2, gehérigen Invarianten J,, 
setze man in (A) 

(1) E=—l—a2z, r=1—t, Am1—A,. 

Dann geht (A) in eine Gleichung genau derselben Form iiber und es 
wird, wenn 1 = /(¢,@, + €,@g, #), 

(2) A, = f(— @,(t) + ¢,@, (2), 7). 

Wenn z einen Umlauf vollzieht, der die Punkte 1 und ¢ einschlieBt, 
aber 0 und 4 ausschlieBt, so entspricht dem ein Umlauf von &, der 0 und 
t einschlieBt, aber 1 und i, ausschlieBt. Daraus folgt 
(3) J,,= — 2 cos 2x¢,. 

Um dann weiter J,, der Substitution 2,2, zu bestimmen, bedenken 
wir, daB 


(4) 22-( Yt) eta ‘ 
CO ame 0 “tl 0 S * 

also 

(5) Ja:r= —dy,. 


Zur Ermittlung von J, setzen wir in (A) 


1 1 1 1 
(6) s=-—, Lor, tT, y= 74 


Dabei geht wieder (A) in eine Gleichung genau derselben Form iiber; es 
entsprechen sich 
z=0 und = 00; x= 1 und £=1, e=t und &=1; =o und § = 0. 
Aus 1 =f(c,@,+¢,@,, ¢) folgt 
1 

dy = f (640 (t) + (4 — 4) (2) + 5 @ (2), 2). 
Es wird also 
(7) Tas = — 2 008 2(¢,—0, +5) = 2 cos 2 (4, — 4G), 


35* 
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also wegen (5) 
(8) Jy, = — 2 cos 2(c, —¢,) x. 
Die zu (A) gehdrigen Fundamentalinvarianten lauten also 
(9) J, = Jd, =d,=J.=— 2, 
Jy, = —2cos2ea, J,,=—2cos2e,a, Jy, = — 2 cos 2(c,—¢,)x. 


VUL. 
Berechnung der Koeffizienten der Fundamentalsubstitutionen. 


Die zu der komponierten Substitution 


. 7 (‘s “4 
%, 9) \vy 9; 
gehérige Invariante hat den Wert «,a, + 6,6, + 8,7, + 7,8,. Daher er- 
geben die Gleichungen VII (9), wenn man noch hinzunimmt, daB die 
Determinanten von 2,, 2,, 2, den Wert 1 haben: 
“e+6,——2, «+d,——2, «a+d,——2, 

a, a, + 0,0, + By Ys + 7,83 = — 2 cos 2e,2, 
(1) tty + J,4; + Bos + 7283 = — 2 cos 2¢,2, 

ty Oy + 9,4, + By 7, + 28, = — 2 cos 2(c, —G) x, 

@,0,—Byy,= 1, o0,—B,y,=1, «0; — Psy, = 1. 
Zur Bestimmung der zwélf GriéBen «,, B,, y;, 6; hat man im Ganzen 
neun Gleichungen. Es bleiben also drei dieser GréBen willkiirlich, wie es 
sein muB, da ja die Wahl des Fundamentalsystems y,, y, noch drei will- 
kiirliche Kongtanten enthilt. Die Gleichung J. = — 2, die noch nicht 
beriicksichtigt ist, liefert keine wesentlich neue Bedingung, sie wird aber 


dazu dienen, iiber eine gewisse Zweideutigkeit, die bei der Auflésung von 
(1) auftritt, zu entscheiden.*) 


Die Gleichungen (1) lassen sich, wenn man 
(2) Q—-Qg=—6 
setzt, einfacher schreiben 
By ys + Byy; = — 2(1 +a,) (1 + @,) — 4 c0s* cz, 
Bas + Byvy = — 2(1 + a) (1 + a) — 4008" c, 2, 
(3) B,¥s + Bs7, = — 2(1 + @,) (1 +45) — 4008? ca, 
By=—-(1+%), Br =—(1+4,)', Byys = —(1 +45)’, 


é,=—2—a,, d, = — 2 —a,, 6, = —2 —a,. 








*) Zu der hier zu erledigenden Rechnung vergleiche man Vogt. a. a. U. I. Teil, 
sowie Schlesinger, Handbuch I, Nr. 125 bis 127. 
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Dafiir, daB die zu y,, y, gehdrigen Fundamentalsubstitutionen von ¢ un- 
abhingig sind, ist die notwendige und hinreichende Bedingung die, dab 
Y,, Y, der partiellen Differentialgleichung*) 

(4) 0% = (o— 1 Ny, + Acv 


ot 2 02, ot 
geniigen. Dabei ist A eine rationale Funktion von z, die**) die Form hat 
_ #£(@—1) t—i 
a” a—i t(t—1)’ 

und @ ist eine von x unabhingige Funktion von ¢. Wenn man y, und 
y, mit einem von z unabhiingigen Faktor multipliziert, so andern sich 
die Koeffizienten von 2, 2,, 2, nicht. Man wird es aber dadurch so 
einrichten kénnen, daB m den Wert Null hat; wir wollen also an die Stelle 
von (4) 

: Cy; + oA acu 
(4a) et 2 da% w+A 
treten lassen. 

Ein zu « =0 gehériges kanonisches Fundamentalsystem 
1 


(5) %o1 = . Poi (2), 
- 2? Bya(2) + get log « 


kann man, da beide Funktionen mit einer willkiirlichen Funktion von ¢ 
multipliziert werden kénnen, und da zu yp. noch y, mit einer willkiir- 
lichen Funktion von ¢ multipliziert addiert werden kann, ohne daB da- 
durch der Charakter des Fundamentalsystems geiindert wird, stets so ein- 
richten, daB es der Gleichung (4a) geniigt. 

Die Koeffizienten der Substitution, die den Ubergang von y,, Y>9 20 
irgend einem die Gleichung (4a) erfiillenden Fundamentalsystem y,, y, 
vermittelt, sind dann von ¢ unabhiingig. 

Wir wollen die Gleichungen (3) zuerst fiir das Fundamentalsystem 
Yor» Yoo l6sen. Wir bezeichnen die Fundamentalsubstitutionen in diesem 
Falle durch 


(6) a eg “y' a= w. Rin a ms). 
V11 11 Vi2 12 V13 18 
Dann hat man wegen (5) 


(7) @,=—1, By=9, 4,=—1, 6,—-1 





*) Vgl. L. Fuchs, Berl. Ak. Ber. 1888, S. 1278—1282; Werke Bd. III, 8. 20—24; 
1892, S. 163 (3a); Werke Bd. III, S. 305 (2). 
**) Math. Ann. 63, 8. 305 (2). 
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und die Gleichungen (3) ergeben, wenn wir zuniichst annehmen, daB keine 
der Zahlen c,, c, den Wert = hat: 


B,, =—4cos*e,x7, B,, =— 4 cos* ez, 
(8) (1+ 4)? ~~ (1+a,,)° 
12 ™ 4 cos*e, x? Vis 4 cos*c,x’ 


wobei @,,, «,, die Gleichung 
(9) (1+ .4,,) cos* o,a — (1+ «,,) cos* c,2 = + 2 cos ¢,% cos C,% COS C,% 


zu erfiillen haben. Zur Entscheidung iiber das Vorzeichen wird nun die 
Gleichung J.. = — 2 herangezogen. Die Rechnung ergibt: 


(10) (1+4,,) cos*c,2 — (1+, ,) cos* ca = 1 — cos*c, a — cos*c,a — cos*¢, 2. 
Da aber wegen (2) 
1 — cos* ¢,a — cos* ¢.% — cos* ¢,4 = — 2 COS ¢,% COS C,% COS C,% 


ist, so gilt in (9) das untere Vorzeiclien. 
Setzt man noch 


(10) 1 + a. = 2a,,cos¢,x7, 1+ a, = 2a,, cosc,z, 


so ergibt sich das folgende Resultat: 


fi n a i (- 1+ 24s COS C2 ar ) 
— ai, —1—2a,, cosc,x 
(12) —1+2a,,cose,r —4cos*c,x 
it ( az, — 1—2a,, cos aa)’ 
Die Konstanten a,,, 4,, haben die Bedingung 
(13) G,, COS C,% + 4,, COS C54 + cose,a = 0 
zu erfiillen. 


Die Fundamentalsubstitutionen eines kanonischen Fundamentalsystems 
enthalten also noch eine willkiirliche Konstante. Der Grund hierfiir ist 
der, daB ja in (5) zu y, noch y,, mit einer beliebigen Konstanten multi- 
pliziert hinzugefiigt werden kann, ohne daB der Charakter des Funda- 
mentalsystems verandert wird. 

Man sieht jetzt, dab auch in dem Falle, wo eine der GréBen c, und 


c, den Wert = hat, den wir wegen (8) zunichst ausgeschlossen hatten, 
(12) und (13) bestehen bleiben. Der Fall c, = ¢, = = oder, was dasselbe 


besagt, c, = 0, ¢, = ; , der noch immer auszuschlieBen ist, wird in XII 
erledigt. 
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IX. 
Bestimmung der Fundamentalsubstitutionen, Fortsetzung. 


Von den Substitutionen VIII (12) kann man nun durch 


(1) Y: = ©:1Yor + 2 Yor 
zu den zu ¥,, ¥, gehérigen Fundamentalsubstitutionen 2, =,, 2, gelangen. 


Bedeutet C = $a ha: so findet man: 


C3, ge 
—1l+a,b, —b,? a —b,? ) 
z, = = 
(2) ( a," “1 a,) S a?  —1—a,b,)’ 
z— (te —b,? ). 
—- a;* —1—a,b, 


Dabei bedeuten 
Dy = Crp, Gy = Cae, dy = 2e,, COS Cyw + Cg hq, 

(3) Ag = 26,1 COS Cy% + Cyg,9, 0, = 2C,, COS C,H + C,y As, 
Ms = 2¢,, COS Cyt + Cy9A,5- 

Da a,,, 4, durch VIII (13) gebunden sind, enthalten die Substitu- 
tionen (2) zunichst vier willkiirliche Konstanten. Man sieht aber leicht, 
daB zwischen den sechs GréBen a,, b, im Ganzen drei Relationen bestehen: 

a,b, — a,b, = 2 cos ez, 
(4) a,b, — a,b, = 2 cos ¢,2, 
dsb, — a,b, = 2 cos ¢,2. 

Die Fundamentalsubstitutionen eines beliebigen Fundamentalsystems sind 
also durch (2) in Verbindung mit (4) vollstindig bestimmt. 

Der Fall, daB zwei der GréBen ¢,, c,, cs gleich : 
schlieBen. Vgl. dazu Nr. XII. 


Die Substitutionen (12) mit der Beziehung (13) der Nr. VIII ergeben 
sich unmittelbar wieder aus (2) und (4), wenn man setzt 


b,=0, a, =1. 


sind, ist auszu- 


Um die Substitutionen eines zu 2 =1 gehérigen kanonischen Fundamental- 
systems zu bestimmen, hat man in (2) und (4) zu setzen 


b=0, a,—1. 
Man erhilt: 
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—1—2a,,cose,.”% —4cos*c.2z -1 0O 
2,,—( rite ea? "(5 a) 


. a, —1+2a,, cos c¢,x 1 —- 
©) * —2a,,cosc,x —4cos*c,x ) 
A ai, —1+2a,, cosc,/)’ 
mit der Bedingung 
(6) My, COS C,% — dy, COS C,% + cose,xa = 0. 


Die Substitutionen eines zu = ¢ gehérigen kanonischen Fundamental- 
systems ergeben sich aus (2) und (4), wenn man setzt 


b,=0, a, =1. 


(- 1—2a,,cose,x —4cos*c,x ) 
‘ *s0 a. —1+2a,, cos ca , 
(7) —1+2a,,cosc,a —4cos*e,z —-1 0 
2, —( ° ), 2, -( ), 
as —1—2a,, cosc,x 1 —1 
mit der Bedingung 
(8) Gy, COS C,H + Gg, COB Coa — cos Ca = 0. 
xX 


Die Substitutionen =, . 


Wir fiigen noch die zu einem Umlauf um z= oo gehirige Sub- 
stitution 


=—% © l gel pl “, By 

oo aa(st Samara 8 
hinzu. Aus IX (2), (4) folgt: 
a, = 1+ a,b, + a,b, + a,b, + 2b, a, cos c,a — 2b, a, cos c,2 

— 2b, a, cos (c, +¢,)z7, 
B= — b? — b,? — b,? — 2b,b, cos ca + 2b,b, cos c,x 

+ 2b, b, cos (¢, + ¢,)z, 
4.= a,*? + a,* + a,? + 2a,a, cos ¢,4 — 2a,a, cos ¢,2 

— 2a,a, cos (c, +¢,)z, 
6, = 1 — a,b, — a,b, — a,b, — 2a,b, cos c.4 + 2a,b, cos ¢,2 

+ a,b, cos (¢,+¢,)x. 


Benutzt man die Gleichungen IX (4), so lassen sich die Ausdriicke (2) 
so schreiben: 


(2) 
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(a,+1)cos*c, x = [b, sinc, a—b, sin (c, +¢,)x]|a, sin c,4—a,sin(c,-+¢,)x], 
(3a) —,cos*c,1—(b,sinc,x—b,sin(c, +¢,)2]*, 
y,c0s*¢, x = [a, sinc, —a, sin(¢c, +¢,)2]*; 
oder 
(a,+1)cos*c,2 = [b, sinc, 7 +b, sinc, x] [a, sinc,a +a, sine, x], 
(3b) —,cos*c.7=[b,sinc,a +, sine, |’, 
y,008*¢, x = [a, sinc, x +<a,sin¢, x]*; 
oder . 
(a,+1)cos*e, x = [b, sin(c,+c,)a + b,sine, x] [a, sin(c,+c¢,)% +a, sine, x], 
(3c) —,cos*e,a = [b, sin(c,+¢,)a+b,sine,2|?, 
y,008°c, x = [a,sin(¢,+c¢,)a4+a, sinc, x]*. 


Setzt man analog IX (2) 
oe —b? ) 
? 


a? —1l—a,b, 


(4) 2.= 


so ergeben die Gleichungen (3) zur Bestimmung von a,, b, zu IX (4) 
die Zusatzgleichungen 


a,b, — a,b, = 2 sin ¢,2, 
(5) a,b, — a,b, = 2 sin (c, +¢5)2, 

a,b, — a,b, = 2 sin ¢,2, 
von denen nur zwei voneinander unabhingig sind. Die Vorzeichen auf 
den rechten Seiten kénnten gleichzeitig alle entgegengesetzt genommen 
werden; dadurch wiirden aber gleichzeitig a, und b, das entgegengesetzte 
Vorzeichen erhalten und (4) wiirde unveriindert bleiben. 

Aus (4) und (5) entnehmen wir Folgendes: Zu VIII (12) und (13) 

tritt hinzu 


—1+ 2a,,sine,2 —4sin®c,x 
(6) 210 = 2 1—2 i , 
a? —1—2a,,sin¢e,x 
(7) Gy, COS CoH — Ay, SiN ¢,a — SiN C2 = 0, 


A,, COS C,% — Gy, Sin ¢, a — sin (¢,+¢,)4 = 0. 


Zu IX (5), (6): 


(8) i F 1 — 2a,, sin (c,+¢,)2 —4sin*(c,+¢,)2 
il a, —1—2a,, sin (¢, +-¢,)/)’ 
(9) Ay, COS Cy% — Ag, Sin (¢,+¢,)a — sin c,a = 0, 


Ay, COS C,% — Ay, sin (¢,+¢,)a — sin ¢,a = 0. 
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Zu IX (7), (8): 
(10) a (- 1 — C,% ~—teergs : 

ar. —1+ 2a,, sin ¢,x 
(11) Gy, COS C,% + Gyy Sin ¢,4% — sin (¢,+¢,)4 = 0, 
As, COS C,% — Ay, SIN C,% — Sin ¢,2 = 0. 
Die Substitutionen eines zu «= co gehérigen kanonischen Funda- 
mentalsystems findet man, wenn man in (5) 
a,=1, b, = 0, 

setzt und die sich fiir b,, b,, b, ergebenden Werte in IX (4) einsetzt: 


- =, sin ¢, 2% —A4Asin®c,z ) 

si a, —1+2a,, sine,2/’ 

—1+ 2a, sin (¢,+¢,)z —4sin*(c,+¢,)z 
2 = ( . 1—2 ‘ ), 
(12) ai, — 1— 2a, sin (¢, +¢,)z 

, —1+ 2a, sine,x — 4sin*¢,z 

Zt = ( 2 9 ° ), 
ai, —1—2a, sin ¢,x 


5 —1 ps 
= ( 1 ‘an , 


mit den Bedingungen 


Qi, SiN (C, +s) + Ay Sin C,2 — cos ¢,4 = 0, 
(13) My, SiN C,% + dy, sin ¢,% — cos a = 0, 
Qi SiN Cy % — dy sin (¢,+¢3)a% + cos e,x = 0. 


Von diesen Bedingungsgleichungen sind nur zwei voneinander unabhingig, 
sodaB also auch noch in (12) eine willkiirliche Konstante enhalten ist. 


XI. 


Die Ubergangssubstitutionen fiir die kanonischen 
Fundamentalsysteme. 


Die kanonischen Fundamentalsysteme 


i 
Yo = x? By, (2), 
(1) 


1 
’ 1 

Yoo = ©* Poo (x) + oxi Yo og 2; 
1 

%1 = (c—1)* $,,(e@—1), 


1 
—_— 1 ~ 
tis = (cx—1)* By(e@—t) + ani Yu log (—1); 


(2) 
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%y = (@— ‘)? R,,(a—t), 

Ys = (@— t)? Be (e—t) + aj ¥a log (x1 —t); 
you 2? Bs (2), 

toa 2? Bas (2) + shy tos low (2) 


werden so gewihlt, daB sie die Gleichung VIII (4a) erfiillen. Es ergibt 
sich iibrigens daraus die Gleichung 


ay, 1 0A2 
(5) a — Kot Ge TAO, 


(3) 


(4) 


a(a—1) t—4 


wenn A den Wert — z—i t@—1 hat und 
2 1 a (a—1)(A—t) 1 (di? x(a—1)(4—t) 
(6) I~ tt—1)@—1) @—t)? 4 (a) (a—t) (@—d*140—1) 


Bei der angegebenen Wahl der Fundamentalsysteme erhalten die Potenz- 
reihen %,,, ¥,:, B.., B.; bez. fir 2 = 0, r=1, x =t, x =o einen von 
¢ unabhingigen Wert. Wir wollen 

(7) [Polo in (Pikes a: (Bilene =V2xi, [Purdon = V- 2x1 


wihlen, dann erhalt die Determinante 
OYs oO”, 
(8) D=y, 32 — y, 7 


den Wert 1 fiir alle vier Fundamentalsysteme. Dann miissen auch die 
Determinanten der Ubergangssubstitutionen den Wert 1 haben. 
Sei z. B. 


Pu Pris 
(9) (Yass M2) = ( iff ) (Yous Yor)» 
Pa Pog 
dann ist p,; Pos — Pip Pp; = 1; setzt man also P= e Pis 
Po Pre 


(10) 2 y—P2,,P-', 2, = P2,P-', 2,—P2z,,P-', 2.—Pz,.P-'. 
Man kann daher die Formeln IX (3) benutzen, wenn man daselbst ¢,, 
durch p,, ersetzt und fiir a,, b, die den Substitutionen 2,,, 2,,, 2, ent- 
sprechenden Werte einsetzt. Man erhiilt: 


), so erhalt man: 


Pog = %15 Pig = — 2 C08 C2, 
2 Po COS C,% + DygQyy = 1, 
(11) 27; COS C5% + Pot =O, oder Py = Ay, 


2 Po, COS Cy% + PooM13 = Ayg, 
2), COS Cy + Pi9M,, = — 2 cos ¢, 2; 
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dazu fiir den Ubergang von (6) X zu (8) X: 
2Py, SIN C,H + Pog Qyy—= — gy, 
(12) ; ; 
2 py, SiN C,H + Py94,, = — 2 sin (¢,+¢,)z. 


Es ist zu bemerken, daB gleichzeitig alle Vorzeichen von p,,, p19; Por, Pag 
1 
verindert werden kénnen. Bei passender Wahl der Vorzeichen von x? 


1 
und (z—1)*, in (1) und (2) kann man es aber immer so einrichten, daB 
die Vorzeichen in (11) und (12) die richtigen sind. 

Die Bedingungen, die von 4,,, G13, @;, Gog, 44, Go, erfillt werden 
miissen, damit diese Gleichungen miteinander vertriglich sind, stimmen 
tiberein mit VIII (13); IX (6); (7), X (9). 

In derselben Weise berechnet man die Ubergangssubstitutionen fir 
irgend zwei andere Fundamentalsysteme. 


XIL. 
Die Ausnahmefiille 4 = 0, 1, t, co. 


Es sollen jetzt noch die bisher unerledigt gebliebenen Fille VI (11), 
die damit identisch sind, daB zwei der GréBen 


(1) Cry Cg, Cy = Cy — Cy, C, + = 20, —C, 


gleichzeitig den Wert : haben, erledigt werden. Es ergeben sich die 


vier Méglichkeiten 
1)q=0,q—5,dbA=0; %2a—t,q—0,dh al; 
8)q=—pG— 5 dhs=—t 4)¢=0, g=0,db 1-0. 
1) 4=0. In diesem Falle geht (A) nach I (B) tiber in 
dy :.-s -_. 6 -s [ai 

(2) w~(-z @—i)*  @ @—* «ti z—-it 7 i-1 <a y- 


Es scheidet also z = 0 als singulire Stelle tiberhaupt aus. (2) geht 
durch die Transformation 


(3) g—f=5, y=? G-1)"% 


itiber in die Legendresche Gleichung 


d*y, 1 .te. 8 2 
() ae + (E+ em) ate eI? 
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2) 4=1. Die Gleichung (A) lautet 
d*y ss 3 ‘ss 
© SB-|-t3-tSe-tt ttt 
Es scheidet x= 1 als singulire Stelle aus. (5) geht durch die Trans- 
formation 
1 1 
(6) ==, y—t? (E—-1)¥ 9 
wieder in (4) tiber 
3) 4=—t. Die Gleichung (A) lautet 
d*y = thot 2 : 
(7) w-|-< a* 4 (@—1)? 4 mY smal 
az =t scheidet als singulire Stelle aus. Die Gleichung geht durch 
1 1 
(8) y= a? (a—1)? 9 
in (4) iiber. 
4) 4=o0. Die Gleichung (A) lautet 


dty = ° £. f 1 1 1 68 . £4 6 1 
(9) gat™ [- t2-teoy tee el tet aeit Ysa 


+4 etimae—ly- 


x = oo scheidet als singuliire Stelle aus. (9) geht durch 


1 1 





. a(t—1) me -—s. 
ox 


wiederum in (4) iiber. 
Kine ahnliche Transformation der Differentialgleichung (A) ist auch 


in den Fallen 4=f (<) und 4=f (3) méglich. Ich werde darauf bei 


anderer Gelegenheit zuriickkommen. 











Atrrep Loewy 


Uber lineare homogene Differentialgleichungen derselben Art. 


Von 


Atrrep Loewy in Freiburg i./B. 


Unter einem Rationalititsbereich X verstehen wir im folgenden irgend 
ein in sich vollstindiges oder in sich abgeschlossenes System von Funk- 
tionen einer unabhingigen Variablen z, bei dem durch Addition, Sub- 
traktion, Multiplikation und Division je zweier Funktionen aus 2 (die 
Division durch Null ist ausgeschlossen) sowie durch Differentiation jeder 
Funktion aus 2 das System 2 nicht verlassen wird. Ein Rationalitiits- 
bereich, der derartig definiert ist, braucht nicht alle Konstanten zu ent- 
halten. 

Von den Funktionen von X wird noch vorausgesetzt, daB jede ein- 
zelne dieser Funktionen ausnahmslos in demselben Bereiche S der Ebene 
eine eindeutige, bis auf isolierte Punkte iiberall in S regulire analygische 
Funktion sein soll. Durch Anwendung der vier Spezies und der Differen- 
tiation auf die Funktionen von 2 wird dieser Charakter nicht zerstért. 
Durch die eingefiihrte Voraussetzung wird fiir jede lineare homogene 
Differentialgleichung mit Koeffizienten aus 2, abgesehen von isolierten 
Punkten, die Existenz regulirer Integrale innerhalb S gesichert. 

Hat man zwei lineare homogene Differentialgleichungen mit Koef- 
fizienten aus 2 


a-—1 
A =a,(z)©¥ + a,(2) zt +++ -+a,(a)y =0, 


A,= 4, (2) << +a,(2) = 2 +.-++EQpewe 


dz m—1 
der gleichen Ordnung m, so heiBen diese von derselben Art, wenn die 
Integrale von A =O und A, = 0 durch eine Beziehung der Form 


. d a’ 1 
2 = po(@)y + 2:(@) Ge °° + Pa 1(2) i 
verkniipft sind, wobei 


Po(2), P,(2), ye Pn—1(2) 
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Funktionen des Rationalitiitsbereiches bedeuten. Nach einem leicht her- 
leitbaren Satz von L. Fuchs ist dieses Verhiltnis ein umkehrbares, d. h. 
man kann die Integrale von A= 0 durch eine analoge Beziehung aus 
denen von A, = 0 finden. 

Ist C irgend ein linearer homogener Differentialausdruck, so ist unter 
dem symbolischen Produkt BC bekanntlich der lineare homogene Differen- 
tialausdruck 


a"C ~*o ’ 
- b (x) qa b (@) ani $+ +O, @)C 
zu verstehen, falls B den linearen homogenen Differentialausdruck 


r, 


dz™~ 1 


bg(a) 2% + by(2) Ho to + balay 


vorstellt. 

Eine lineare homogene Differentialgleichung A = 0 mit Koeffizienten 
aus 2 heibt reduzibel, wenn man ihre linke Seite A in die Form eines 
symbolischen Produktes BC bringen kann, wobei B und C lineare 
homogene Differentialausdriicke bedeuten, die auch nur Koeffizienten aus 
= besitzen. 

Fir lineare homogene Differentialgleichungen derselben Art ist bisher 
nur folgender Satz von Fuchs*) bekannt: Ist AO irgend eine reduzible 
lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten aus 2, so ist 
auch jede lineare homogene Differentialgleichung A, = 0 mit Koeffizienten 
aus 2, die mit A =0 von derselben Art ist, ebenfalls reduzibel. Dieser 
Satz nun 1aBt sich auf folgende Weise erweitern: 

I. Ist A=O irgend eine reduzible lineare homogene Differentialglei- 
chung mit Koeffizienten aus 2, kann man also dem Begriff der Reduzi- 
bilitéit entsprechend A als symbolisches Produkt BC schreiben, wobei B und 
C lineare homogene Differentialausdriicke mit Koeffizienten aus 2 bedeuten, 
so laiBt sich die linke Seite jeder linearen homogenen Differentialgleichung 
A, =0 mit Koeffizienten aus 2, die mit A =O von derselben Art ist, 
als symbolisches Produkt A, = B,C, schreiben, wobei B, und C, zwei 
lineare homogene Differentialausdriicke mit Koeffizienten aus  bedeuten und 
B=0 mit B,=0 und C=0 mit C,=0 von derselben Art sind. 

Auf Grund dieses Satzes lassen sich die friiher von mir in diesen Annalen 
fiir die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes in irre- 
duzible Faktoren und in ,,gréBte volistindig reduzible* Faktoren gewonnenen 


*) L. Fuchs, Zur Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen, Berl. Ak. 
Sitzungsber. 1888, S. 1276 = Ges. Werke III, 8. 18; vgl. auch die Darstellung in Ludwig 
Schlesingers Handbuch der Theorie der linearen Differentiaigleichungen II, , Leipzig 
1897, S. 120. 
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Siitze unmittelbar auf die Zerlegung der linken Seiten zweier linearer 
homogener Differentialgleichungen, die von derselben Art sind, ausdehnen. 
Diese Siatze findet man als Theoreme II—IV im § 3, wihrend § 1 zwei 
Hilfssaitze enthailt und § 2 den oben angefiihrten Satz I beweist. 


§ 1. 

(1) Wir beginnen mit einem einfachen Hilfssatz, der seinem Wesen nach 

der Picard-Vessiotschen Theorie iiber die Rationalitiitsgruppe einer linearen 

homogenen Differentialgleichung angehért, aber in der vorliegend priazi- 
zierten Form noch nicht ausgesprochen zu sein scheint: 

d"~*y 


dz" 


A= ay(2)©% + a,(z) 0 ++ + a,(z)y = 0 
bedeute irgend eine lineare homogene Differentialgleichung mit Koeffizienten 
aus =, ¥,, Y¥2,°**, ¥, irgend ein beliebiges, aber fest gewihltes Funda- 
mentalsystem von Integralen von A = 0), schlieBlich sei 
dy, a 

(Yas Yar = * “+ Yas sf, 2 ,°*) 
irgend eine rationale Funktion der Integrale y,, y,,---,y, und ihrer Ab- 
geleiteten mit Koeffizienten aus 2. Unterwirft man y,,y,,---,y, und 
ihre Abgeleiteten den Substitutionen der allgemeinen linearen homogenen 
Gruppe, d. h. ersetzt man y, (i=1,2,---,m) durch 


Ais Ys H Ag Ye ++ + Aen (¢=1,2,---,m), 
wobei die GréBen 4,, ein System von n* beliebigen Konstanten bedeuten, 


und behilt r (uy, Ye,°* 9 Yas of ~ et ay ‘), als Funktion der Integrale von 
A =O betrachtet, immer den nimlichen Wert bei, so ist r eine bloBe 
Funktion des Rationalititsbereiches 2. 

Wir bemerken, da8 unser Hilfssatz nicht formale Invarianz von r 
fiir willkiirliche GréBen y,,y,,---,y, voraussetzt, sondern nur gleiche 
Wertigkeit, falls die Funktionen y,, y,,---, y, ein Fundamentalsystem von 
A = 0 bedeuten. 

Zum Beweise beseitigen wir aus r mit Hilfe der linearen homogenen 
Differentialgleichung A=—0 n* und héhere Abgeleitete und erhalten 
durch diese Reduktion eine rationale Funktion 

dy, a d"~*y, 
" (v,, Yar °° Yar a ? fs Pre —¥s), 
die ¥,,%,,°-:,¥y, und ihre Abgeleiteten héchstens bis zur (n—1)*" Ord- 
nung enthilt und, da die vorgelegte Differentialgleichung A =O nur 
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Koeffizienten aus 2 hat, ebenfalls nur Koeffizienten aus 2 besitzt. Wir 
denken uns 7, als Quotient zweier Funktionen geschrieben, die ganz und 
rational in ¥,,%,--:,¥y, und ihren Abgeleiteten bis zur (n—1)*® Ordnung 
sind und deren Koeffizienten dem Rationalititsbereiche  angehéren. 


Wir scheiden aus dem Bereich S der Ebene alle Singularitiiten der n 


Funktionen a4 , =, rey " aus; die angegebenen Funktionen kénnen als 


Funktionen aus ¥ innerhalb des Bereiches S nur an isolierten Stellen aufhiren 
regular zu sein. Ebenso scheiden wir aus S alle Stellen aus, an denen eine 
der im Ziahler oder Nenner von r, auftretenden Funktionen von Z aufhért 
reguliir zu sein; auch diese Stellen liegen wegen der den Funktionen aus 
= auferlegten Bedingungen isoliert. SchlieBlich bemerken wir noch, dab 
die im Nenner von r, als Koeffizienten auftretenden Funktionen aus 2 
auch nur fiir isolierte Werte von x verschwinden kénnen, sonst hiitten 
ihre reziproken Werte, die nach der Bedeutung des Rationalititsbereiches 
ihm angehéren, entgegen der tiber die Funktionen von £ gemachten 
Voraussetzung nicht bloB isolierte Singularitiiten. Die erwiihnten Null- 
stellen scheiden wir ebenfalls aus S aus. 

Es sei nun 2, irgend eine Stelle des Bereiches S, die nicht zu den 
ausgesonderten gehért. Da die Funktionen “ i, “ yrtyy = an der Stelle x, 
regulir sind, so verhalten sich auch die Integrale Ya» Yor +++ y, der Dif- 
ferentialgleichung A= an der Stelle x, reguliir. Fiir 2, mégen y,,¥4,--+,Y, 


k 
und ihre Abgeleiteten : Yi (k= 1,2,---,n—1; i=1,2,--+,m) die Werte 
x 


Yio, YSo, - + yo und y?, annehmen. Da a, eine reguliire Stelle ist, ver- 
schwindet an der Stelle x, die Wronskische Determinante 


yo Yo ali Yno 
| yh Yr shi yes 2 
(W) . : : 
Yin—1 Wr-1 acer: Yrn—1 
nicht. 
Wir setzen 


Yim 44, + Ate ts + Ain Yn (¢=1,2,---,m) 
und fiir die Abgeleiteten 
a‘ y, d‘y, a d*y, 
dit — ha gat tun gat toot An Git 
(¢=1,2,---,m; k=1,2,--+,n—1), 
wobei die 4,, (t= 1,2,---,m; 1=1,2,---,m) m® Konstanten bedeuten. 
Sind Y?, (¢ = 1, 2,---,n; k =0,1,---,m—1) n® willkiirlich vorgegebene 
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Konstanten, so schlieBt man aus dem Nichtverschwinden der Wronskischen 
Determinante (W), daB man die n’ Gleichungen 
(G) Yh = disyle + Aisydet- +++ dinyhi 
(i=1,2,---,m; K=O, 1, 2,---,n—1) 

stets durch n* Konstante 1,, (¢=1,2,---,m; 1=1,2,---,m) befriedigen 
kann. Mit anderen Worten: Lift man in dem System von Gleichungen 
(G) die Konstanten 4,, alle méglichen Werte durchlaufen, so nehmen die 
GréBen Y}, ebenfalls alle méglichen konstanten Werte an. 

Die Funktion r, (v,, Ya2°* Ya» “4s , om 9°*% >") sollte sich bei 
allen linearen homogenen Transformationen der y,, y., ---, y, mit konstanten 
Koeffizienten nicht andern, mithin mu 


dy dy aq’-} 3 
v; (2; Yi> Yor** "> Yao ; = Ko ef at) 


ay, ay, ie * 
* dz’? dx’? ———#) 


_i, (2; Y,, ¥;,°-+, Y, 
sein, wobei wir durch Beifiigung des Arguments x die Abhingigkeit der 
aus + stammenden Koeffizienten von der Variablen x andeuteten. Im 
besonderen folgt fiir die Stelle x, 


1, (%; Yio, Y¥o,--*, Yro, Yi, Yh,---, Ynn-1) 
as f, (X93 Yh, Yn, eee Y.%, Yu, Yh, inne Fae~a)e 
Betrachtet man 1, (%; Yio, Y%,---, Yro, Yi, YR, ---, Yo.-1) als ge- 
brochene rationale Funktion der n’ willkiirlichen Konstanten Yo, YQ, -- 
--,¥2,, Y2, ¥S,---, V°,-,, 80 verschwinden die im Nenner auftretenden 
Koeffizienten infolge der Wahl von x, nicht. Man kann daher in dem 
Nenner, der eine ganze rationale Funktion der n* GréBen Yf, YX, -- 
-+, Y%o, YR, YA, -.-, Y2.-1 ist, fiir die soeben genannten n* GréBen auf 
unendlich viele Arten Zahlen setzen, sodaB der Nennerausdruck nicht 
verschwindet. (Vgl. etwa H. Weber, Algebra, [zweite Auflage, Braun- 
schweig 1898] Bd. 1, S. 147). Hierdurch wird ausgeschlossen, daB die 
Funktion r, infolge Verschwindens ihres Nenners an der Stelle x, un- 
endlich wird. Da nun 2, fiir alle in 
n—1 

" (x; Yi9 Yor" * Ua» %, = =e =) 
auftretenden Funktionen eine regulire Stelle ist, so hat 

r,(t; Yio, Yh, ---, Ye, YR, Yi,--+, YSs-1) 
einen wohlbestimmten endlichen Wert, wenn man nur Yih, Y%, ---, Yoo, 
Y?., Y&,-- Yea-1, was auf unendlich viele Arten méglich ist, der- 
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artig wahlt, daB der Nenner von Null verschieden ausfallt. Der Wert 
1, (%; Yh, Yh,---, Yo, Yi, Yh,---, Y2n-1) andert sich aber nach Voraus- 
setzung nicht, welche willkiirliche Werte man auch immer den n® GréBen 
Yh, Yo, ---, Yo, YA, YR,-- +, Yra-1 beilegt; hieraus folgt, daB 
" (29; Yh, Yx, ae Yro, Yi, Yn, ei Yyn-1) 
tiberhaupt nicht von Y,, YH,---, Yeo, YA, Yh,-++, Y%,.-1 abhingt. Mit- 
hin ist, da ja 2), abgesehen von isolierten Punkten, jede Stelle des Be- 
-1 

reiches S sein kann, 1, (2; Ys» Yor" *"y Yas o, os, resy a) frei von 
Y,,Yo,°**,¥Y, und deren Abgeleiteten, also eine Funktion aus 2. 

Wir benétigen noch folgenden weiteren Hilfssatz: 

(2) Es seien 7;, %,---,%, und £,&,---,€, zwei Systeme von je m 
rationalen Funktionen von y,, ¥,,---,y, und deren Ableitungen mit Koef- 
fizienten aus 2. Die zwei Funktionensysteme mégen sich, falls y,,¥,,--+,¥, 
ein bestimmtes Fundamentalsystem der linearen homogenen Differential- 
gleichung A = 0 bedeuten, bei allen linearen homogenen Substitutionen 
der ¥,, %:,-°*,¥, linear homogen mit konstanten Koeffizienten kogredient 
zueinander transformieren. Verschwindet die Wronskische Determinante 
der Funktionen §, &,---,,, micht, so besteht, wie wir behaupten, ein 
System von Gleichungen 


dt, a? pes 
ne = Plt) & + (2) FE + (a) GE to + te @ Se, 


wobei r,(7), 7,(@), 72(”),--* +; %m—1(@) Funktionen aus dem Rationalitits- 
bereich 2 bedeuten. 

‘Da die Wronskische Determinante der GréBen §, &,---, €,, nach 
Voraussetzung von Null verschieden ist, so findet man durch Auflésen 
der Gleichungen 


,». af; d*¢, a™~} ‘ 
%]= r(x) §; + r; (x) ok + 1,(x) oa front Fin (x) cat (t= i, 2,-+, m) 


die Funktionen r, als Determinantenquotienten, r, = 7 (k=0, 1, 2,---,m—1); 
hierbei ist D die Wronskische Determinante von §,, ,---,§, und D, geht 
aus D hervor, wenn man in der (k+1)* Kolonne von D die GréBen 
<b (i=1,2,---,m) durch ;(i=1,2,---, m) ersetzt. Bei linearer homogener 
Transformation der €,,&,---,¢,, tramsformieren sich ihre Abgeleiteten 
kogredient, wie dies nach Voraussetzung auch fiir ,, 7, ---, 7,, zutrifft. 
Bei linearer homogener Transformation der GréBen y,, y.,--:, y,, die solche 
der GréBen §,,&,---,€,, und 7,,%,,°*+%,, zur Folge haben soll, multi- 


plizieren sich daher Zihler und Nenner von > mit der Substitutions- 


36* 
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determinante der Funktionen §,, §,---,¢,,; mithin andert sich hierbei der 
Quotient 7 iiberhaupt nicht. Da 7. eine rationale Funktion von ¥,, ¥,°°,Y, 


und deren Abgeleiteten mit Koeffizienten aus 2 ist, so folgt nach dem 
Hilfssatz unter (1), da8 die Funktionen r, = 7+ (k—=0,1,2,--,m—1) Funktionen 
des Rationalititsbereiches sind. Hiermit ist der Hilfssatz unter (2) 
bewiesen. 

Auch bei diesem Satze ist, wie ich noch hervorheben miéchte, nicht 
vorausgesetzt, daB sich £,, &,---, £, bezw. 1, %2,°°*, M, fiir beliebige 
GréBen ¥,, ¥,---, y, linear homogen transformieren sollen, sondern nur 


fiir solche GréBen y,,¥,,---,¥,, die ein bestimmtes Fundamentalsystem 
von Integralen von A = 0 sind. 


§ 2. 

Wir wenden uns nun zu dem Beweis des in der Einleitung ange- 
gebenen Hauptsatzes 1. Die lineare homogene Differentialgleichung A= 0 
sei nach Voraussetzung so beschaffen, dab A= BC ist. Es seien y,,¥,,--+,¥, 
ein Fundamentalsystem von Integralen von A =, und zwar seien diese 
so gewahlt, daB die ersten / von ihnen y,, y,,---,y, ein Fundamentalsystem 
der linearen homogenen Differentialgleichung C(y) =O bilden. Aus der 
Zerlegung A = BC schlieBen wir, dab B= 0 durch die m =n —I1 Funk- 
tionen C(y,,;), C(Y¥42),°* + Cly,) befriedigt wird. Diese bilden ein Funda- 
mentalsystem von B=; denn sie sind linear unabhingig, weil sonst 
C(y) = 0 auBer den Funktionen y,, y,,---, y, noch ein von diesen linear 
unabhangiges Integral in Form einer linearen homogenen Kombination 
VOD Yi41> Yaar’ * "> Y, besitzen wiirde. 

Die lineare homogene Differentialgleichung A, =0 soll mit A =0 
von derselben Art sein. Gibt 


m—1 
Py) = po(z)y + ry(2) $4 +++ + Py _s(2) <— 
die Beziehung, welche den Ubergang von den Integralen von A =O zu 
denen von A, =0 vermittelt, so hat A, 0 die Funktionen P(y,), P(y.),-- 
--, P(y,) zu einem Fundamentalsystem von Integralen. Mit Hilfe der ersten 


1 Funktionen bilden wir die lineare homogene Differentialgleichung 
¢ Pty) Ply) --- Ply) 
dz dPly,) aPy,)  dPy | 
dz dx dz dx 

dz @Py,) @Py,) dP 

da! az’ dz dz 
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Dividiert man durch den Koeffizienten der héchsten Ableitung in z, der 

als Wronskische Determinante der / linear unabhingigen Funktionen 

P(y,), P(ys),--+, P(y,) nicht verschwindet, so hat man eine lineare homogene 

Differentialgleichung mit Koeffizienten aus 2; die lineare homogene Dif- 

ferentialgleichung C=O hat nimlich y,, y,,---, y, za einem Fundamentalsystem 

von Integralen und besitzt Koeffizienten aus 2, wiihrend die Faktoren von 
dz dz 


z — eee ome 
7 dz’ ” dz! 


offenbar rationale Funktionen von y,, y,,---, y, sind, die 


sich als Determinantenquotienten bei linearer homogener Transformation 
VON Y;,4:,°**,¥, nicht andern und demnach Funktionen des Rationalitiits- 
bereiches 2 sind. Die so gewonnene lineare homogene Differentialglei- 
chung /** Ordnung mit Koeffizienten aus 2 und dem Fundamentalsystem 
P(y,), P(y,), ---, P(y,) von Integralen bezeichnen wir mit C,=0. Da 
die lineare homogene Differentialgleichung A, = 0 die Funktionen P(y,), 
P(y,),---, P(y,,) zu einem Fundamentalsystem von Integralen hat, so mub 
sich A, zerlegen lassen in A, = B,C,, wobei B, ebenso wie A, und C, 
auch nur Koeffizienten aus 2 hat. Die lineare homogene Differential- 
gleichung B, = 0 hat jetat 


Ci(P O41) (PO 42))) +++» GPO») 
za einem Fundamentalsystem von Integralen. 
Bedeuten 1,,4,,---,4, irgend m Konstanten, so ist ersichtlich, da 
wir lineare homogene Differentialausdriicke vor uns haben: 
Ci(P ay + As Ys ss iret 2 4,Yn)) 
= €,(4, PY) + 4, Py) +--- +4, PY,) 
= 4, O,(PY)) + 49 C(PM)) +--- +4, 6,(PY,))- 


Dieser Ausdruck wird aber, da die Funktionen 


P(y,), Py), oe P(y,) 
Integrale von C, = 0 sind, gleich 


Anas C,(PY,,2) + Ais Ci(PG%42)) deosot Ay C,(Py,)- 
Ebenso wird, da C ein linearer homogener Differentialausdruck ist und 
die Funktionen y,, y,, ---, y, der linearen homogenen Differentialgleichung 
C = 0 geniigen: 
CA, I, + Age +--+ + ALY) 
= 4, C(y;) + 4,C(ys) + +--+ 4, C(Y,) 
—s Anas C(y, 4.1) + Arse C(¥, 49) +°** > 4, C(y,)- 
Wir kénnen daher sagen: Bei linearer homogener Transformation der 

Yi, Ye» °**, ¥, transformieren sich die zwei Funktionensysteme 
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C(y,.1)5 C(y,.2), = Cly,) 


C(PY,..), CP 49)), +++» G(PY,) 
in kogredienter Weise; sie verhalten sich also wie die Funktionen §,, £,,---, £,, 


und 1, %>°**> %m bei dem Hilfssatze unter (2) in § 1. Mithin ergeben 
sich die Relationen 


und 


C, (Pw) 
sa a* Cly,) a”"~* Oy) 
= r(x) C(y,) + 7, (2) da C(y,) + 7(x) - ia +---+97,_3(2) oe , 
wobei 
m=n—l, i=1l+1,1+2,---,m 
ist und r,(x), 7,(@), ---, %,—3(%) Funktionen aus dem Rationalititsbe- 


reich Z bedeuten. Die eben gewonnenen Gleichungen besagen aber, da 
C(y,.1), Cle), ***» Cly,) eim Fundamentalsystem von Integralen von 
B=0 und C,(PYy,,,)), G(P@Y.2), --+, G(PY,)) ein Fundamental- 
system von Integralen von B, = 0 sind, dab die zwei linearen homogenen 
Differentialgleichungen B =O und B, = 0 von derselben Art sind. Hier- 
mit ist der in der Einleitung angegebene Satz I véllig bewiesen. 


§ 3. 

Der lineare homogene Differentialausdruck A sei in irreduzible Faktoren 
A= Q, Q_1 Q:-2 °°: Q, zerlegt. Ist 4=—0O und A, =O von derselben 
Art, so kann man, wie sich durch wiederholte Anwendung unseres Satzes I 
ergibt, fiir A, die Zerlegung A, = Q,Q,_,Q,_>--- Q, herleiten, wobei stets 
zwei irreduzible lineare homogene Differentialgleichungen Q,—0 und Q,—0 
mit gleichen Indizes i(i=1,2,---,2) von derselben Art sind. Eine Zerlegung 
eines linearen homogenen Differentialausdruckes in irreduzible Faktoren 
ist durchaus nicht eindeutig. Es sei A, noch auf irgend eine Weise in 
irreduzible Faktoren zerlegt: A, = R,R,_,---R,. Nach einem friiheren 
Satz von mir (Math. Ann. 56, $8. 565 und 62, 5.116) war dies nur derartig 
miglich, daB sich die 4 irreduziblen Differentialgleichungen 


Q,—0 (¢=1,2,---, A) 
und die 4 irreduziblen Differentialgleichungen 
R,=0 (i= 1,2,---, 4) 


einander in einer gewissen Reihenfolge eineindeutig zuordnen lassen und 
zwei zugeordnete lineare homogene Differentialgleichungen immer von der- 
selben Art sind. Da zwei lineare homogene Differentialgleichungen der- 
selben Ordnung, die mit einer dritten von derselben Art sind, es auch 
untereinander sind, so folgt der Satz: 
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II. Wie auch immer die linken Seiten 2weier linearer homogener Dif- 
ferentialgleichungen, die von derselben Art sind, in irreduzible Faktoren zer- 
legt werden, stets kann man die Faktoren einer jeden Zerlegung des einen 
Differentialausdruckes den Faktoren einer jeden Zerlegung des anderen 
Differentialausdruckes eineindeutig zuordnen, sodaB immer die zwei durch 
Nullsetzen der zugeordneten Faktoren entstehenden irreduziblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen gegenseitig von derselben Art sind. 

Da jede lineare homogene Differentialgleichung als mit sich selbst 
von derselben Art angesehen werden kann, so enthilt der Satz II das 
Theorem iiber die verschiedenartig méglichen Zerlegungen eines einzelnen 
linearen homogenen Differentialausdruckes in irreduzible Faktoren als 
Spezialfall. 

Ein linearer homogener Differentialausdruck A kann auch in grifte 
vollstiindig reduzible Faktoren zerlegt werden. (Math. Ann. 62, 8.112); es 
sei 4=V,V,_,---V, eine derartige Zerlegung, wobei V;=0 (i=1,2,---,@) 
demnach vollstindig reduzible lineare homogene Differentialgleichungen 
sind. Ist A, =O eine lineare homogene Differentialgleichung, die mit 
A =O von derselben Art ist, so ergibt sich mit Hilfe des Satzes I leicht, 
daB man A, in gréBte vollstiindig reduzible Faktoren zerlegen kann, naimlich 
A, =V,V,_,---V,, wobei stets zwei vollstindig reduzible lineare homogene 
Differentialgleichungen V,—0 und V,=0 mit gleichen Indizes i (i=1, 2, ---, g) 
von derselben Art sind. Ist A, = 0 noch auf irgend eine Weise in gréBte 
vollstindig reduzible Faktoren A, = W,W,_,---W, zerlegt, so miissen 
nach einem friiher von mir gefundenen Satz stets die Differentialglei- 
chungen V; = 0 und W,=0 mit gleichen Indizes i (i=1,2,---,9) von 
derselben Art sein.*) Da zwei lineare homogene Differentialgleichungen, 
die mit einer dritten von derselben Art sind, es auch uptereinander sind, 
so ergibt sich der Satz: 

Ill. Wie auch immer die linken Seiten zweier linearer homogener 
Differentialgleichungen, die von derselben Art sind, in grifte vollstiindig 
reduzible Faktoren zerlegt werden, stets enthdlt jede Zerlegung gleich viele 
grifte vollstiindig reduzible Faktoren, und diese sind stets der Reihe nach 
einander so zugeordnet, daB immer zwei durch Nullsetzen zugeordneter gripter 
vollstiindig reduzibler Faktoren sich ergebende lineare homogene Differential- 
gleichungen -von derselben Art sind. 

Analog zu dem SchluBsatz meiner Arbeit in den Math. Ann. 62, 8. 117 
kann man auch folgenden Satz aussprechen: 


*) Fiir die Zerlegung eines einzelnen Differentialausdruckes in gréBte vollstindig 
reduzible Faktoren findet sogar eine noch weitergebende, besonders einfache Beziehung 
statt, die ich als Ahnlichkeit bezeichnete (Math. Ann. 62, S. 95 und 62, S. 112). 
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IV. Hat man zwei lineare homogene Differentialgleichungen, die von 
derselben Art sind, und zerlegt man die linke Seite der einen in irreduzible 
Faktoren, so sind die durch Nullsetzen der Faktoren entstehenden irreduziblen 
linearen homogenen Differentialgleichungen mit denjenigen irredusiblen linearen 
homogenen Differentialgleichungen von derselben Art, die sich ergeben, wenn 
man zuniichst die linke Seite der einen oder der anderen Differentialgleichung 
irgendwie in gripte vollstindig redusible Faktoren zerlegt und alsdann jeden 
volistiindig reduziblen Faktor noch weiter in irreduzible lineare homogene 
Differentialgleichungen zerlegt. 


Freiburg i. B., Mai 1910. 
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Eine unstetige und differenzierbare Funktion. 
. Von 


Franz Luxdcs in Budapest. 


Ich gebe im folgenden ein einfaches Beispiel einer Funktion, die in 
einer tiberall dichten Menge unstetig und doch in einer tiberall dichten 
Menge differenzierbar ist. 

Auf mein Beispiel fiihrt der folgende Satz von Liouviile*): Zu jeder 
algebraischen Zahl n*" Grades « liBt sich eine solche positive Konstante M 


angeben, da8 fiir eine beliebige rationale Zahl £ die Ungleichung 


Pp = 1 
q *\> Mar 
besteht. 


Dies vorausgeschickt, definieren wir die Funktion f(x) wie folgt: Fiir 
jedes irrationale x sei 
f(z) = 0; 


wenn « rational und auf den kleinsten positiven Nenner gebracht -< 
ist, so sei 
, p 1\" 
me=r(2)~(3) 
Wie leicht ersichtlich, ist die so definierte Funktion: 
1. periodisch mit der Periode Eins; 
2. fiir jeden rationalen Wert (also in einer tiberall dichten Menge) 
unstetig, sonst stetig; 
3. integrierbar; 
auBerdem laBt sich zeigen, daB f(x) 
4. fiir jede algebraische Irrationalitit (also in einer iiberall dichten 
Menge) differenzierbar ist mit dem Differentialquotienten Null. 


*) Journal de Math. 1851, Seite 133. Den einen Beweis von Liouville kann 
man auch nachschlagen bei FE. Borel: Legons sur la théorie des fonctions (Paris, 
Gauthier-Villars, 1898), S. 26 und Legons sur la théorie de la croissance (Paris 1910), 
8. 135. 
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Bilden wir nimlich fiir eine beliebige irrationale algebraische Zahl 
n™" Grades « den Differenzenquotienten 
f f(z) — f(@) f(x) 
Ee Se WSs 
Wenn z irrational ist, so haben wir 
H(a, «) = 0; 


wenn « rational und auf den kleinsten positiven Nenner gebracht = © 


q 
1\? 
H(z, ¢) = H(?,«) = ty) : 


ist, so haben wir 


qd 
und indem wir den Liouvilleschen Satz anwenden, erhalten wir 


() 
Pp q 1\¢-* 
H(t «)/< “4 -M-(7) 
M-q" 

Wenn also z tiber ganz beliebige Werte gegen « konvergiert, existiert 
der Grenzwert von H(z, «) und es ist 


lim H(z, «) = f’(«) =0. 


Budapest, den 1. Nov. 1910. 
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Beitrage zur Topologie geschlossener Kurven mit Knotenpunkten 
und zur Kroneckerschen Charakteristikentheorie. 


Von 


GeorG LANDSBERG in Kiel. 


GauB hat sich in einer Reihe von sehr kurzen und fragmentarischen 
Aufzeichnungen, die sich im achten Band der Werke (S. 269—286) 
finden und nach Feststellung ihres Herausgebers, des Herrn Stickel, aus 
sehr verschiedenen Zeiten (c. 1823—1844) stammen, mit den Lageneigen- 
schaften ebener geschlossener Kurven beschiiftigt, welche eine beliebige 
Anzahl von Knotenpunkten besitzen. Er ist hierbei von der empirischen 
Beobachtung ausgegangen, daB die Totalkriimmung K (nach ilterer Termi- 
nologie die Amplitude) einer geschlossenen Kurve mit » Knotenpunkten 
héchstens gleich (n+1)-22 ist. Dieser Satz wird zuniichst im Nach- 
folgenden mit der Verschirfung bewiesen, daB die ganze Zahl 
k= x 
"2s? 
wenn sie kleiner als » + 1 ist, sich um eine gerade Zahl von dieser oberen 
Grenze unterscheidet. 

Im Zusammenhang hiermit ergeben sich eine Anzahl anderer Sitze, 
welche sich auf die Anordnung der Knoten einer derartigen geschlossenen 
Kurve und ihre Zerlegung in Elementarbestandteile beziehen und fiir alle 
diejenigen Untersuchungen von Bedeutung sind, bei denen es sich um 
Integration liings derartiger Kurven handelt. 

Die ganze Zahl k ist nichts anderes als eine Kroneckersche Charakte- 
ristik. Aber sie bezieht sich gerade auf einen solchen Fall eines Funk- 
tionensystems, welcher in der Kroneckerschen Charakteristikentheorie zu- 
niichst ausgeschlossen werden mu und meines Wissens bisher nicht unter- 
sucht worden ist; in der Tat bedarf in diesem Falle, wie im folgenden 
gezeigt wird, das Kroneckersche ,,Fortgangsprinzip“, welches die Grundlage 
der Theorie bildet, einer wesentlichen Umgestaltung und Fortbildung, und 
das Fundamentaltheorem iiber Charakteristiken erhilt erst durch die voran- 
gehenden Uberlegungen der Analysis situs einen bestimmten Inhalt. 

Die nachfolgenden Ausfiihrungen sind zuniichst aus dem Wunsche 
hervorgegangen, den GauBschen Ideengang zu rekonstruieren und mit der 
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Kroneckerschen Theorie in Ubereinstimmung, resp. in Vergleich zu setzen. 
Ich kann aber nicht hoffen, den Sinn der oft dunkeln GauBschen Aus- 
fiihrungen iiberall verstanden zu haben, und habe es meist vorgezogen, die 
auftretenden Fragen auf selbstiindigem Wege zu entscheiden und da, wo 
die Beziehungen zu den GauBschen Methoden zutage treten, auf die 
betreffenden Stellen zu verweisen. Vielleicht kénnen aber die nachfolgen- 
den Zeilen dazu dienen, die Aufmerksamkeit der Mathematiker auf jenes 
Fragment hinzulenken, und so zur Lésung der noch offen gebliebenen 
Fragen beitragen. 


$ 1. 
Die Analysis situs der geschlossenen Kurven, 


In der Ebene sei eine geschlossene Kurve © gegeben, welche iiberall 
eine stetig verinderliche Tangentenrichtung hat und eine Anzahl von 
Knotenpunkten besitzt; diese seien aber simtlich Doppelpunkte mit ge- 
trennten Tangenten, sodaB vermige der Stetigkeit die Fortgangsrichtung 
in allen Punkten der Kurve bestimmt ist, wenn sie in einem festgelegt 
ist. Bewegt man die Tangente in dieser Richtung um die Kurve herum, 
so ist ihre Gesamtdrehung K (die Totalkriimmung der Kurve) ein ganzes 
Vielfaches von 22: 

K = 2ak. 

Die Zahl k, die kurz die Charakteristik der Kurve heifen soll, kann erst- 
lich mit Hilfe der Maxima und Minima ermittelt werden, welche die Kurve 
in bestimmter fest gegebener Richtung besitzt. Macht man nimlich diese 
Richtung zur y-Achse, so hat man nur abzuzihlen, wie oft die Tangente 
die Richtung der positiven x-Achse annimmt, und jeden Durchgang durch 
diese mit dem positiven oder negativen Vorzeichen in Ansatz zu bringen, 
je nachdem die Drehung der Tangente in positivem oder negativem Sinne 
erfolgt; im ersten Falle wird y ein Minimum, im zweiten ein Maximum. 
Hiernach fallen bei der Berecbnung die Punkte aus, in denen die Tan- 
gente zur positiven z-Achse parallel wird, ohne da ein Maximum oder 
Minimum entsteht. 

Bezeichnet man also die Anzahl der 
pos. neg. Tangentenrichtung 


Maxima mit M, M_ 


Minima mit uw, we 
so ist 


(1) k=, —M,—=M_—u..*) 


*) Vergleiche hierza W. Boy, Uber die Curvatura integra und die Topologie 
geschlossener Flichen (Dissertation Gittingen 1901 und Math. Ann. 57). 
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Tiefer fihrt die Bestimmung der Charakteristik aus der Anzahl und 
Lagerung der Knoten der Kurve. Die Kurve habe » Knoten, welche mit 
1, 2,---,m bezeichnet sein mégen, dann wird bei vollstindiger Umlaufung 
der Kurve jeder Knoten in einer bestimmten Reihenfolge zweimal ge- 
troffen, und jedem solchen Umlauf entspricht daher eine bestimmte Permu- 
tation der 2” Indizes 

112233.---nn, 

die nur in ihrer zyklischen Anordnung in Betracht kommt und als Schema 
der Verknotung bezeichnet werden kann.*) 
Z. B. ergibt sich in nebenstehender Figur 1, 
in der n=9 ist, das folgende Schema der 
Verknotung der Kurve 

(S) 182731425369758496,**) 
Schneidet man nun einen Knoten durch, 
so darf von den beiden an sich méglichen 
Zerlegungen des anschlieBenden Kurven- 
zuges in zwei Scheitelwinkel nur eine 
erfolgen, wenn auf den Teilkurven noch 
ein stetiger Fortgang méglich sein soll. 
Es mu nimlich die Durchschneidung so geschehen, dab auf jeder der 
beiden Kurven vom Knotenpunkte aus ein positiver mit einem negativen 
Aste den Winkel bildet. In nebenstehender Figur 2 
z. B. miissen nach der Trennung die beiden Teil- 
kurven die Winkel « und £, nicht etwa ihre Neben- 
winkel erhalten. Das obige Schema der Verknotung 
wird hierdurch in zwei Abschnitte zerlegt, die fiir 
die beiden Teilkurven © und ©” gelten; so erhiilt 
man in unserem Beispiele, wenn man den Knoten 4 
durehschneidet, die Abschnitte 


4253697584 und 4961827314. Fig. 2. 





Fig. 1. 





Die totale Kriimmung der gegebenen Kurve setzt sich dann aus denen 
der Teilkurven zusammen, die zuniichst an dem durchschnittenen Knoten- 
punkte je eine Ecke erhalten; denkt man sich aber den Knotenpunkt vor 


*) Das Verknotungsschema ist bereits zur Untersuchung von Lageneigenschaften 
von Kurven benutzt worden von Listing, Vorstudien zur Topologie (Giéttinger Studien 
1847) und von Tait, On Knots (Edinburgh Roy. Soc. Trans. 28 (1877) und 32 (1884/85)), 
aber die Ziele der Untersuchung sind dort ganz andere, da die Kurven als Projektionen 
geschlossener réiumlicher Bénder auftreten. Vgl. auch F. Meyer, Miinchener Disser- 
tation 1878. 

**) Die Bezeichnung der Knoten ist an sich willkiirlich, sie ist hier in Riicksicht 
auf die spaiter folgende Analyse des Verknotungsschemas gewiihlt (s. S. 567). 
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der Durchschneidung noch zu einem Selbstberiihrungspunkt abgeschwicht, 
so iindern sich bei dieser Deformation zwar die Totalkriimmungen der 
Teilkurven, aber die eine um einen Winkel + @ und die andere um den 
Winkel —«. Die Summe beider bleibt daher ungeiindert, und die Teil- 
kurven © und ©” erhalten somit nach der Deformation ganzzahlige 
Charakteristiken k’ und k”, deren Summe gleich k ist. 

Betrachtet man jetzt die Schemata der beiden Teilkurven, so stehen 
zwischen den beiden Endpunkten im ganzen 2” — 2 paarweise gleicher 
Indizes, und einer dieser Indizes gehért entweder zu einem Doppelpunkte 
einer Teilkurve, wenn er zweimal in demselben Teilschema, oder zu einem 
Schnittpunkte beider Kurven, wenn er in beiden Abschnitten auftritt. In 
dem Beispiel haben die beiden Teilkurven nur noch je einen Deppelpunkt 
5 resp. 1 und auBerdem sechs Schnittpunkte. Die Anzahl der Schnitt- 
punkte muB gerade sein. Erhalten also nach der Zerschneidung die Teil- 
kurven ©’ und ©” n’, resp. n” Doppelpunkte und 2s Schnittpunkte, so ist 
(2) n +n” +2s—n—1. 

Hieraus folgt weiter, daB jedes der beiden Teilschemata eine gerade An- 
zahl von Elementen enthilt. Es gilt also der Satz, der nachher noch 
weiter verfolgt werden soll: 

(A) Im Verknotungsschema sind zwei gleiche Indizes stets durch eine 
gerade Anzahl von Elementen getrennt. 

Aus der Gleichung (2) ergibt sich jetzt der im Anfang erwahnte Satz: 

Die Charakteristik einer geschlossenen Kurve mit n Knotenpunkten ist 
(3) k=n+1—2r, 
wobei r eine der Zahlen 0,1, 2,---,m+ 1 ist.*) 

Beweis. Der Satz ist fiir n—0 evident**); er werde daher fiir Kurven mit 
weniger als » Doppelpunkten als richtig angenommen und fiir solche mit 
n Knoten bewiesen. Hiernach gilt er fiir die Charakteristiken k’ und k” 
der durch Zerschneidung eines Knotens entstehenden Teile ©’ und ©”: 

ki =n’ +1-—2r', 
k’ =n" +1—2r”, 
wo die nicht negativen Zahlen 
r<n +1, r’cn"+1 


*) Dieser Satz ist, worauf ich nachtriiglich durch eine freundliche Mitteilung 
des Herrn Steinitz aufmerksam geworden bin, bereits von Christian Wiener in seiner 
Schrift ,,Uber Vielecke und Vielflache* (Leipzig 1864) auf S. 8 aufgestellt und bewiesen 
worden; er ist dort nur fiir Polygone ausgesprochen worden, kann aber, wie Wiener 
auch in der Vorrede bemerkt, von diesen sogleich auf Kurven iibertragen werden. 

“) Es bleibt allerdings hier noch die Aufgabe, diese ,,Evidenz‘* im Sinne der 
Mengentheorie auf Axiome zuriickfiihren. 
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Folglich ist mit Benutzung der Gleichung (2) 
k=kh+k’=n+1—2r, 
wobei 
r=rter’+son'+n"+s4+2—n—s+1, 
r<n+1 ist, qe d. 

Wir wollen jetzt aus dem Satz (A) noch weitere Folgerungen tiber 
die Art der Verknotung ziehen. Trennt man im Verknotungsschema die 
an gerader und die an ungerader Stelle stehenden Indizes, so ergibt 
sich aus ihm unmittelbar, daB jeder der beiden Teilkomplexe eine Permu- 
tation der Indizes 1, 2,---,m ist. Denn wiirde einer dieser beiden Kom- 
plexe zwei gleiche Indizes a enthalten, so wiirden in dem Verknotungs- 
schema die beiden Indizes a durch eine ungerade Anzahl von Elementen 
getrennt sein. ° 

Hiernach kann das Verknotungsschema durch eine Substitution véllig 
ersetzt werden, so in unserem Beispiel durch 


8 123456789 
Cae neataan 
oder durch 


234567891 


und es kann iiberdies, wie das in obiger Figur bereits geschehen, die 
Bezeichnung der Knoten so gewahlt werden, daB die im Verknotungs- 
schema S an ungerader Stelle stehenden Indizes die Anfangspermutation 
der Zahlen 1, 2,---,m ergeben. 

Jede der beiden Substitutionen bestimmt fiir sich allein die Reihen- 
folge der Knoten der Kurve vollstindig, und es kann offenbar die zweite 
Substitution aus der ersten abgeleitet werden; ist nimlich C der Zyklus 
(1---m), so ist S’=S~-'C. Da iiberdies die Bezeichnung der Knoten 
beliebig ist, so gehért stets zu einer ganzen Reihe von Substitutionen 
dasselbe Schema der Verknotung, und man kann sich die Aufgabe stellen, 
die Anzahl der Substitutionen zu bestimmen, zu denen verschiedene 
Schemata gehéren. Doch soll hierauf an dieser Stelle nicht niher ein- 
gegangen werden. 

Aus den beiden Substitutionen S und S’ laBt sich auch ohne weiteres 
bestimmen, in wie viele Teile die Kurve zerfallt, wenn man alle Knoten 
durchschneidet. Das Durchschneiden eines Knotens a bewirkt nimlich, 
daB man von a nicht mehr auf dem urspriinglichen Bogenstiick weiter- 
geht, sondern auf demjenigen, auf welchem der Knoten noch einmal auf- 
tritt. Hieraus folgt nun, da8 man die beiden Substitutionen S und S’ 
nur in ihre Zyklen aufzulésen braucht, um die Reihenfolge der Knoten 


871239546 
s-( ) 
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nach der Durchschneidung zu erhalten; denn ein Zyklus (abe --- k) 
abe---ik 
bed---ka 
den Bogen a 6 beschrieben hat, so geht man vor der Zerschneidung von 
dem iv der unteren Reihe stehenden Index 6 zu einem bestimmten Index 
der oberen Reihe, nach der Zerschneidung aber von dem 6b der oberen 
Reihe zu dem darunter stehenden Index ¢ iiber und so fort, sodaB also 
in der Tat nach der Zerschneidung die Indizes abec---k zyklisch auf- 


einander folgen. In unserem Beispiel werden die Substitutionen S und S’ 
in die Zyklen aufgelést 


S=(1842758) (69), 
s’=(149736) (25 8), 


und diesen vier Zyklen entsprechend ergeben sich also bei der Zerschneidung 
vier geschlossene Kurven, welche keinen Doppelpunkt mehr haben und 
abgesehen von den zerschnittenen Knoten, in denen sie zusammenstoBen, 
ganz auseinander liegen. 

Allgemein gilt also der Satz: 

Bei der Zerschneidung aller Knoten zerfillt die geschlossene Kurve in 
soviel Teilkurven, als die Anzahl der Zyklen hetrigt, in welche sich die 
Substitutionen S und 8S’ auflisen lassen. 

Es ist aber auch von Interesse, die Zerlegung der Kurve zu ver- 
folgen, wenn die Knoten nicht gleichzeitig, sondern hintereinander durch- 
geschnitten werden. Wird zuniichst der Knoten a zerschnitten, so zerfillt, 
wie schon vorher bemerkt, die Kurve in zwei Teile ©’ und ©”, fiir welche 
die iibrigen » — 1 Knoten entweder Doppelpunkte geblieben oder Schnitt- 
punkte geworden sind. Wird alsdann der (urspriingliche) Knoten b zer- 
schnitten, so erhilt man entweder drei Teilkurven, wenn nimlich } auch 
fiir eine der beiden Kurven © und ©” Doppelpunkt wird, oder wieder 
nur eine Kurve, wenn b bei der ersten Zer- 
schneidung ein Schnittpunkt der Kurven ©’ und ©” 
geworden war. In der Tat tiberzeugt man sich 
leicht davon (s. Figur 3), daB, wenn man einen 
Schnittpunkt ) zweier Teilkurven durchschneidet 
und sodann wieder die in gleichem Sinne durch- 
laufenen Bogenstiicke vereinigt, die beiden Teil- 


entspricht ja der Substitution ( ) und wenn man zunichst 





Wig. 3. kurven nunmehr wieder zu einer einzigen ver- 
schmolzen werden. . 

Bei jeder Durchschneidung eines Knotens wird hiernach die Anzahl 

der Teilkurven entweder um eins erhéht, oder um eins erniedrigt. Hat man 

also v Knotenpunkte zerschnitten, so ist die Anzahl der Teilkurven gleich 
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(4) 1+ a&+a&t+---+8, 

geworden, wovon ¢,=—-+ 1 ist, und die iibrigen » — v Knotenpunkte sind 
alsdann entweder Doppelpunkte geblieben oder Schnittpunkte geworden. 
Setzt man dieses Verfahren fort, so ergibt sich der Satz: 

Eine Kurve mit n Knotenpunkten zerfillt bei der Durchschneidung aller 
Knoten in 

t=n+1-—2¢ 
Teilkurven, wobei 21 < n ist. 

Nimmt man namlich in der Formel (4) vy = » an, so ist t die Anzahl 
der negativen Einheiten «. 

GauB hat, wie es scheint, die Zerschneidung der Kurve nicht nach 
dem hier zugrunde gelegten allgemeinsten Gesichtspunkt untersucht, sondern 
zwei verschiedene besondere Arten der Zerschneidung behandelt, von denen 
die erste in der Durchschneidung aller Knoten besteht, die zweite hier 
noch kurz dargelegt werden mag. 

Man kann niimlich offenbar die Zerschneidung auch so durchfihren 
daB man die auftretenden Schnittpunkte bestehen la®t und nur die auf- 
tretenden Knoten zerschneidet; es wird alsdann zuniachst ein beliebiger 
Knoten durehschnitten und in jeder der beiden entstehenden Teilkurven 
nur noch ein solcher, der auch nach der Zerschneidung ein Knoten ge- 
blieben ist. Die ganze Kurve wird alsdann in eine Anzahl von Teilkurven 
zerlegt, welche nur noch Schnittpunkte, aber keine Knotenpunkte mehr 
besitzen. Es ist leicht zu sehen, dab diese Anzahl ebenfalls gleich der Zahl 


t=n+1—2r 


ist, denn wenn man nach unserer allgemeinen Methode auch noch die 
Schnittpunkte beseitigt, indem man je zwei Teilkurven in einem ihrer 
Schnittpunkte zusammenheftet, so werden die iibrigen Schnittpunkte dieser 
beiden Teilkurven wieder Knoten, und da die Anzahl der Schnittpunkte 
zweier Kurven eine gerade ist, so ist es klar, daB die Schnittpunkte iiber- 
haupt fiir die Bestimmung der Zahl ¢ ohne Bedeutung sind, weil je zwei 
von ihnen sich stets in ihren Wirkungen kompensieren. 

Es werde jetzt wieder angenommen, da alle Knoten der Kurve 
durchschnitten seien, dann erhilt man in diesem Falle ¢ krummlinige 
Polygone, welche ganz ineinander oder ganz auseinander liegen. In der Tat 
besitzt ein derartiges Polygon keinen Doppelpunkt mehr und umschlieBt 
daher ein einfach zusammenhiingendes Gebiet der Ebene. Ist ferner « einer 
der Winkel eines derartigen Polygons, so sind zwei Fille zu unterscheiden, 
je nachdem «@ ein einspringender oder ein ausspringender Winkel ist. Im 
ersten Falle wird man, wenn man bei « wieder den urspriinglichen Weg, 
wie er vor der Zerschneidung war, verfolgt, ins Innere des Polygons treten, 

Mathematische Annalen. LXX. 37 
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im zweiten Falle ins AuBere, wie das durch die beiden Figuren 4 und 5 
schematisch gekennzeichnet ist. 

Hieraus folgt weiter, daB nach der Zerschneidung die beiden urspriing- 
lich in « zusammenhingenden Polygone keinen inneren Punkt mehr ge- 
mein haben kénnen, und da sie im ersten Falle gleichen, im zweiten 


Fig. 4 Fig. 5. 


Falle entgegengesetzten Umlaufssinn erhalten. Wenn daher unter den 
¢ Teilkurven ¢, den positiven, ¢, den negativen Umlaufssinn erhalten, so ist 
(5) k=t, —t, —t— 2¢,. 
Hierbei ist aber zu beachten, dab, wihrend alle friiheren Lageneigenschaften 
der Kurve aus dem Verknotungsschema allein bestimmt werden konnten, der 
letzte Teil der Untersuchung, der die Umlaufsrichtung der Kurven und die 
Lage der Teilpolygone zueinander betrifft, nicht durch das Verzweigungs- 
schema vollstiindig gekennzeichnet wird. Das Schema ist also zwar fiir die 
Reihenfolge der Knoten und dadurch auch fiir die Anzahl ¢ der Teilkurven, 
noch nicht aber fiir die totale Kriimmung der Kurven charakteristisch. 

Die vorangehenden Untersuchungen spielen auch eine Rolle, wenn es 
sich um Kriimmungseigenschaften geschlossener Kurven mit Knotenpunkten 
handelt, die nicht in der Ebene, sondern auf beliebig gegebener Fliche 
verlaufen. Es sei nimlich die geschlossene Kurve © auf einem einfach 
zusammenhingenden Teile % einer in der GauBschen Parameterdarstellung 
gegebenen Fliache verzeichnet, und es sei bei Einfiihrung geoditischer 
Parameter das Quadrat des Linienelements 

ds* = dp*® + m'dq’, 

worin die Linien g = const. eine Schar geodiitischer Kurven, p = const. 
ihre rechtwinkligen Trajektorien darstellen und p die Bogenlinge der geo- 
ditischen Linie, gezihlt von einer festen Trajektorie, ist. 

Ist nun # der Winkel, den die Kurve € in einem ihrer Punkte mit 
der zugehérigen ersten Parameterlinie g = const. bildet, so ist 


om 
: dt= dt + Op dq 
der geoditische Kontingenzwinkel in diesem Punkte. 
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Durch Integration lings der Kurve € erhilt man hiernach die totale 
geodiatische Kriimmung 


G=fac— favs fom a. 


Hier aber ist das erste von den beiden rechtsstehenden Integralen vollig 
unabhingig von dem zugrunde gelegten Parametersystem und nichts andres 
als die nach der vorher angegebenen Methode bestimmte Zahl 22k; das 


zweite Integral hingegen kann zufolge der bekannten Formel fiir die 
Flachenkriimmung 
1 a*m 


“= — — - 


m Op* 
in ein Flichenintegral umgeformt werden: 


"a 
i ta — J fade, 


worin do = mdpdq das Flachenelement, also das Integral die totale 
Kriimmung des durch die Kurve © begrenzten Flachenstiickes bedeutet. 
Es ist aber klar, daB dieses Integral auch hier wieder im erweiterten 
Sinne des Wortes zu verstehen ist und sich auf die von GauB als Area 
der Figur bezeichnete zweidimensionale Mannigfaltigkeit bezieht. (Vgl. 
hieriiber die Ausfiihrungen eines Briefes an Olbers auf 5. 398—400 des 
8. Bandes der Werke.) Es ist nimlich jeder Punkt p der Fliche mit 
einem bestimmten ganzzahligen Charakter 7(p) zu versehen, welcher gleich 
der Anzahl der Drehungen ist, die eine von p ausgehende und in der Be- 
grenzung der Kurve © endigende geoditische Linie ausfiihrt, wenn der 
Endpunkt auf © liuft. Hiernach ist die totale Kriimmung 


T= {| xdo = {fx u(p)mdpdq, 


worin das letzte Integral nunmehr iiber das ganze einfach zusammen- 
hingende Flichenstiick % erstreckt werden kann, auf welchem sich die 
Kurve © befindet. 

Man erhilt so fiir beliebige geschlossene Kurven den Satz von 
Ossian Bonnet 

G=2ak—T, 

der in unwesentlich modifizierter Form und unter Beschrinkung auf 
Flichen konstanter Kriimmung resp. auf die nicht Euklidische Ebene 
bereits von GauB auf 8. 274 und 278 der zitierten Aufzeichnungen angegeben 
worden ist. Fiir die Euklidische Ebene, in der x, also auch 7 = 0 ist, 
ergibt sich wieder G = 2zk. 


37* 
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§ 2. 
Analytische Darstellung der Charakteristik. 

Zam Zwecke der analytischen Darstellung der Charakteristik werde 
jetzt angenommen, daB die Kurve © eben und durch eine Gleichung 
f(z, y)=90 gegeben sei. Hierin bedeutet f eine in der ganzen Ebene 
eindeutige, zweimal stetig differenzierbare Funktion, welche iiberdies, damit 
die Kurve ganz im Endlichen verbleibt, die Eigenschaft haben, daB die simt- 
lichen Punkte, fiir die 

f(z, y)|>e, 
auBerhalb eines bestimmbaren Kreises liegen, und zu welcher eine end- 
liche Bogenliinge gehéren soll. Ist also rt der Winkel der Tangente mit 
der z-Achse, so ist die Charakteristik der Kurve 


hm 2 fa 
= 


ogial f =i fate 
(1) 2x, +f} 


fi EF ike 
=-- h Jen, bol oe 
oe Ws = “) gt ; 
C ieclgha 





worin ds das stets positive Bogenelement bedeutet und die Integrationen 
in der Weise an der Kurve entlang zu erstrecken sind, dab die Tangente 
sich stetig andert. 

Diese Integrale stimmen nun nur so lange mit den von Kronecker 
untersuchten iiberein, als die Kurve keine Doppelpunkte besitzt. Sie unter- 
scheiden sich aber gerade in dem hier behandelten Fall wesentlich von 
jenen durch die Art der Erstreckung der Integration. Um nimlich die 
Richtung der Tangente in eindeutiger Weise festzulegen, zerlegt Kronecker 
die Ebene in zwei Gebiete, die er als innern und iuSern Bereich einander 
gegeniiberstellt, je nachdem f(x, y)< oder >O ausfillt. Der Fortgang 
auf der Kurve wird nun in der Weise bestimmt, daS der innere Bereich 
stets zur Linken bleibt, und es ist alsdann in den Gleichungen 


dx fy 
cos Tt = ds = : —s 
(2) . VE+R 
“ . dy f, 
sit = = — 
ds VA+R 


fiir alle von den Doppelpunkten verschiedenen Punkte die Quadratwurzel 
positiv zu nehmen. 

Diese Festsetzung hat aber im Gefolge, daB beim Uberschreiten der 
Doppelpunkte eine stetige Anderung der Tangentenrichtung tiberhaupt gar 
nicht mehr méglich ist, gleichviel auf welchem Kurvenaste man weiter 
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fortgehen mag. In der Tat ist es klar, daB bei jener Festsetzung Punkte der 
Kurve, welche symmetrisch zu den Doppelpunkten in unendlich kleiner Ent- 
fernung gelegen sind, entgegengesetzt gerichtete Tangenten erhalten miissen, 
und daB hiernach die WinkelgréBe t beim Uberschreiten eines Doppel- 
punktes unter allen Umstiinden einen Unstetigkeitssprung 
erleiden muB. So ist z. B. nach dem Kroneckerschen 
Fortgangsprinzip die Integration fiir die Lemniskate —~ —> 
nach dem Schema nebenstehender Figur 6 zu fiihren, => 
wihrend bei unserer Art der Festsetzung die Richtung der Integration 
auf einem der beiden Teile umgekehrt werden muB. 

Hiernach wird das Integral bei der Kroneckerschen Festsetzung 
der Integration gar keine ganze Zahl und ist daher unzureichend, um 
jene im Sinne der Analysis situs invariante Zahl k zu bestimmen. Zu 
diesem Zweck ist es eben nétig, die Ebene in mebr als zwei Bereiche zu 
zerlegen und sie iiberhaupt als eine Art Riemannscher Flaiche zu _be- 
handeln. Es muf nimlich, wenn rt auf der Kurve sich stetig iindern soll, 
offenbar das Vorzeichen der Quadratwurzel in den Gleichungen (2) und 
in der letzten Gleichung (1) beim Uberschreiten eines Doppelpunktes stets 
wechseln und die Kurve daher vorerst nach MaBgabe des vorigen Para- 
graphen so in Teile zerschnitten werden, daB jeder einzelne aus Bogen- 
stiicken mit dem gleichen Vorzeichen der Quadratwurzel zusammengesetzt 
ist. Dies kann durch Durchschneidung aller Knotenpunkte geschehen; denn 
da bei stetiger Anderung der Tangentenrichtung die Quadratwurzel in den 
Doppelpunkten das Vorzeichen wechselt, so werden nach der Zerschneidung 
in jedem Knotenpunkte immer zwei Bogenstiicke mit den gleichen Vor- 
zeichen der Wurzel zusammentreffen. Die Ebene wird alsdann aber im 
allgemeinen in mehr als zwei Bereiche zerlegt. Wenn man nimlich jedem 
Punkt p der Ebene so, wie im vorigen Paragraphen, einen ganz bestimmten 
Charakter z(p) zuweist, so wiichst derselbe, wie man leicht sieht, stets um 
eine Einheit, wenn man die positive Tangente von rechts nach links, d. h. 
im Sinne der positiven Normalen, tiberschreitet. Hat also die Kurve keine 
Doppelpunkte, so zerfillt die Ebene nur in zwei Gebiete, je nachdem der 
Charakter des Punktes p 0 oder 1 ist, in allen andern Fiillen aber in 
mehr als zwei, und man hat sich alsdann die Ebene in allen den Gebieten, 
in welchen die Windungszahl absolut genommen >1 ausfillt, mehrfach 
iiberdeckt zu denken.*) 

Die Aufgabe der Auswertung des Integrals (1) fihrt nunmehr auf 
drei verschiedene analytische Bestimmungen der Charakteristik, je nach- 
dem sie vermége eines der drei Gleichungssysteme 


<+— 


*) Vgl. hier die Ausfiihrungen des Verf. auf S. 605—613 der ,,Theorie der alge- 
braischen Funktionen“ (Leipzig, Teubner, 1902). 
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1) f=0,f,=9, 2)f=90,f,=90, 3) f,=90, f,=0 
erfolgt. 

1. Da die WinkelgréBe + sich stetig iindert, so gelangt man zur Be- 
stimmung des Integrals erstlich durch Ermittlung derjenigen Punkte, fiir 
welche t durch ein ganzzahliges Vielfaches von 2” hindurchgeht. In 
diesen ist 

sn t=0, cost=—1, 
also 
f=0, f,=90, dz>0, 


wobei man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen darf, daB 
keiner dieser Punkte mit einem Doppelpunkte zusammenfillt, weil dies ja 
durch eine Koordinatentransformation stets erreichbar ist. Beim Durch- 


gang durch eine solche Lage andert sich nun ft in positivem oder nega- 
tivem Sinne, je nachdem 


fy aft <0 oder > 0 
ist. Hiernach erhalt man: 


(3a) k—— >'sign[/, 9 

f=0, f,=9, dx>0, 
wobei die Summe nicht tiber die Knotenpunkte erstreckt zu werden braucht. 
FaBt man in ebensolcher Weise die Punkte ins Auge, in welchen ¢ ein 
ungerades Vielfaches von a wird, so ergibt sich analog 


: af, 
(3b) k— >'sign [f, 7 
f=0, f,—90, dxr<0 

und durch Zusammenfassung der beiden letzten Formeln 

k= — > > sign [7,4f,] 
(3c) f=90, f.=9, 

=— . o sign [f,f,.d2]. 
f = 0, f, ms 0. 


2. Verwendet man zur Bestimmung von k& die Punkte, in denen die 
Tangente der y-Achse parallel wird, so ergibt sich analog 


(42) k— >'sign [, ], 
f=90, f= 9, dy>0, 
(4b) —— > sign [f, 2); 
f=9, f,= 9, dy <0, 
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k—+ > sign [f,<f,], 
f=0, i= 0, 


— + > sign [f.f,, dy], 
f= 0, fy = 0. 


Offenbar sind diese Darstellungen der Charakteristik durch Vorzeichen- 
summen sachlich mit den im vorigen Paragraphen an erster Stelle durch- 
gefiihrten Bestimmungen identisch. 

3. Eine erheblich andere Darstellung gewinnt man aber noch, wenn 
man schlieBlich das Integral durch Betrachtung derjenigen Punkte der 
Ebene auswertet, in denen f, = 0, f,=0 ist. Transformiert man nimlich 
das Integral (1) durch die Substitution 


x = f,(2, Y); 
Y=/,(2, Y), 


so wird hierdurch jedem Punkt der (xy)-Ebene ein einziger Punkt der 
(X Y)-Ebene zugeordnet, die Kurve © also auf eine andere ebenfalls ge- 
schlossene Kurve [ der (X Y)-Ebene abgebildet. 

Das Integral (1) geht hierdurch iiber in 


(4¢) 


1: XdY— YdX 


k=35) —xeyY 


und ist also nichts anderes als die Windungszahl der Kurve [ in Be- 
ziehung auf den Nullpunkt. Dem Nullpunkt der (X Y)-Ebene ent- 
sprechen aber die Punkte der (zy)-Ebene, in denen f, und /, verschwinden, 
die ihrerseits wieder in zwei Arten zerlegt werden kénnen, je nachdem auch 
f= 0, der Punkt also ein Doppelpunkt der Kurve, oder f + 0, der Schnitt- 
punkt f,=/,=0 also auBerhalb der Kurve © gelegen ist. 

Es mége nun angenommen werden, da in allen diesen Punkten die 
Funktionaldeterminante 


am (4) afew 


von Null verschieden sei. Diese Annahme ist fiir die Doppelpunkte von 
selbst erfiillt, da die Tangenten getrennt sein sollten, wahrend sie fiir die 
auBerhalb der Kurve gelegenen Punkte eine gewisse weitere Einschrinkung 
involviert. Da sich nun die Kurve € in einem endlichen Gebiet G befindet, 
so laBt sich dasselbe in eine endliche Anzahl von Teilgebieten zerlegen, 
in deren Innern die Determinante H nicht verschwindet und die obige 
Abbildung daher umkehrbar eindeutig wird. Zerlegt man auf diesem 
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Wege das Gebiet G und damit auch die Kurve © in Teile, so ergibt sich 
ohne weiteres, daB das Integral & sich additiv aus den Windungszahlen 
der Punkte, fiir welche f, = /, = 0 ist, zusammensetzt, wenn jede dieser 
Windungszahlen noch mit dem Vorzeichen der Determinante H fir diesen 
Punkt versehen wird. 

Wir erhalten also schlieBlich: 


fae Tey - a(9), 
fre Egy! 

f, 279, f, =0, 
worin x wieder die Windungszahl oder den Charakter des betreffenden 
Punktes in Beziehung auf die Kurve f= 0 bedeutet. Diese Zahl ist nicht 
bloB fiir die auBerhalb der Kurve liegenden Punkte p, sondern auch fiir 
die Doppelpunkte eine ganze Zahl. Untersucht man nimlich die Ver- 
iinderung, welche die Funktion z(p) erleidet, wenn der Punkt p die Kurve 
tiberschreitet, so ist dieselbe, wie schon auf S. 573 festgestellt wurde, 
gleich + 1, je nachdem der Ubertritt positiv oder negativ ist. In der 
Umgebung eines Doppelpunktes stellt sich also das 
durch nebenstehende Figur 7 dargestellte Gesetz 
fiir den Charakter 7(p) ein, und der Charakter (a) 
eines solchen Doppelpunktes p ist also derselbe, 
wie in dem von den beiden positiven Kurveniisten 
gebildeten Winkel. Man erhilt also aus obiger 
Formel den Satz: 

Die Charakteristik der Kurve setzt sich additiv zusammen aus den 
Charakteren der Doppelpunkte und der Punkte, in denen die Funktion f einen 
extremen Wert erhiilt, wenn jeder dieser Charaltere mit dem Vorzeichen der 
Funktionaldeterminante H multipliziert wird. 


(5) k= a sign 





§ 3. 
Die Charakteristik eines allgemeinen Funktionensystems. 


Das im vorigen Paragraphen betrachtete Integral ist nur ein spezieller 
Fall eines allgemeingren, dessen wichtigste Kigenschaften hier noch kurz 
behandelt werden sollen, wenn man das Kroneckersche Fortgangsprinzip 
aufgibt und das hier eingefiihrte allgemeine dafiir einsetzt. 

Es seien f= 0, g=0, h=O drei geschlossene Kurven der Ebene, 
welchen wir iiberdies zur Vereinfachung der nachfolgenden Untersuchungen 
die folgenden Bedingungen auferlegen: 

1. Die Funktionen f,g,h sind in der ganzen Ebene eindeutig und 
einmal stetig differenzierbar. 

2. Die Kurve f = 0 besitzt als Singularitaéten nur Doppelpunkte mit 








i ee 
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getrennten Tangenten, und durch diese mégen die Kurven g=0 und 
h = 0 einfach, also auch ohne Beriihrung hindurchgehen. 

3. Die Kurven g = 0 und h=0 kénnen auferhalb der Kurve f — 0 
beliebige Singularititen haben, aber ihre Schnittpunkte mégen nur ein- 
fach sein. 

Betrachten wir nun das Integral 


r- 1 [gah—hag 

a G+h* ? 
(1) Og hi 
ond. Fis 9g, h,|: ee 
asf le | OG +hMVEFTA’ 
Yl oy ty 
wenn dasselbe wieder mit stetiger Anderang der Tangentenrichtung tiber 
die Kurve f= 0 erstreckt wird, so ist es wieder eine ganze Zahl, weil 


~ f dO ist, worin die WinkelgréiBe © bei Umlaufung der Kurve 


2a 
sich nur um ein ganzzahliges Vielfaches von 2a iindert. Es ist namlich 


‘. h 
2 cosQO=-—%2 _, sinQ@= 
?) Ve+ Voth? 


k= 


worin die Quadratwurzel 
w= Veith? 
im Anfangspunkt A des Integrationsweges mit beliebigem Vorzeichen an- 
genommen werden kann, sodann aber ebenso wie im vorigen Paragraphen 
beim Uberschreiten jedes Doppelpunktes der Curve f= 0 das Vorzeichen 
wechseln muf, damit 0 sich stetig aindert. Sie kehrt also, da jeder Doppel- 
punkt zweimal tiberschritten wird, mit demselben Vorzeichen nach A zuriick, 
das sie im Anfang hatte.*) Das obige Integral kann nun wieder auf drei 
verschiedene Weisen bestimmt werden, je nachdem man entweder die 
Schnittpunkte 
f=0,g=0 oder f=0,h=0 oder g=0,h=0 

besonders ins Auge fabBt. 

1) Bestimmt man niimlich, wie oft @ durch ein ganzzahliges Viel- 
faches von 22 hindurchgeht, so sind das diejenigen Punkte, fiir welche 
f=0, h =O ist und das Produkt gw positiv ausfillt. Es erfolgt der 
Durehgang im positiven oder im negativen Sinne, je nachdem gdh >0O 
oder <0 ist. Man erhiilt also: 


(3a) k — >’ sign (gdh), 
f=0,h=0, wy>9 





*) Dies ist notwendig der Fall, weil die Kurven g=0, h=0 durch die Doppel- 
punkte von f= 0 hindurchgehen (zu f= 0 ,,adjungiert sind). 
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und analog, wenn man die Punkte betrachtet, fiir welche @ ein ungerades 
Vielfaches von 2 wird: 


(3b) k — >’ sign (9 dh), 
f=0, h=0, w9 <0 


oder durch Zusammenfassung beider Gleichungen: 


(3e) k— + >’ sign (g dh), 
f=0, h=0, 929 


oder da man die Quadratwurzeln Vg? + h* und Vf? + f? bei unseren An- 
nahmen stets mit dem gleichen Vorzeichen zu nehmen hat: 


1 ; lfe 
(3d) k= > >’ sign {o« |" h, | 
f=0,h=0,920. 
2) Betrachtet man analog die Punkte, fiir welche cos 6 verschwindet, 


so ergibt sich eine thnliche Reihe von Formeln, von welchen bloB die 
letzte angegeben sein mag: 


(4) k=— ; Dsign [hee | fy . 
G2 Dy 
f=0,9=0,h20. 
3) Durch die Transformation 
X=—g(z,y), Y=h(a,y) 
geht das Integral k ebenso wie im vorigen Paragraphen iiber in 


bai eae 

2a X*+ Y? 

Es wird also vermége dieser Abbildung wieder gleich der Windungszahl 
des Nullpunktes in Beziehung auf die Bildkurve. Hieraus folgt genau 
wie vorher, daB diese Windungszahl & sich additiv aus denen der einzelnen 
Punkte g = 0, h=0O in Beziehung auf die Kurve f= 0 zusammensetzen 
laBt, wenn jeder dieser Charaktere noch mit dem Vorzeichen der nach 


unseren Annahmen von Null verschiedenen Funktionaldeterminante ver- 
sehen wird. Es ist also 


_— = oe 

(5) k— > sign | 3" 2) 
z y! 
g=0,h=0. 


Die drei Formeln (3), (4), (5) geben hier den Kroneckerschen Fundamen- 
talsatz, daB die Charakteristik auf dreifache Art aus den Charakteren der 
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Schnittpunkte zweier der drei Kurven bestimmt werden kann; wie man 
sieht, treten aber bei dem hier notwendigen Fortgangsprinzip in einer der 
Summen die Teilcharaktere 7(p) auf, die ihrerseits beliebige ganze Zahlen 
sein kénnen, wahrend in den entsprechenden Kroneckerschen Formeln 
bloB die Vorzeichen der Funktion f erscheinen. 

Bei der Kroneckerschen Untersuchung wird eben die Ebene bloB in 
die beiden Teilgebiete f< 0 und f>O0 zerlegt, was sich hier als unzu- 
reichend erweist. An ihre Stelle mu iiberall die im ersten Paragraphen 
dargelegte Zerschneidung der Kurve in Elementarbestandteile treten, durch 
welche erst der Charakter jedes einzelnen Punktes bestimmt werden kann. 
Erst die vorherige Erledigung der topologischen Fragen, welche bei geo- 
metrischen Gebilden auftreten, erméglicht die Ubertragung der Kronecker- 
schen Charakteristikentheorie auf Kurven, welche Singularitiiten besitzen. 
Diese Prinzipien dirften aber alsdann auch allgemein genug sein, um 
auch die hier noch ausgeschlossenen Fille, in welchen héhere Singulari- 
tiiten oder héhere Schnittpunkte der Kurven auftreten, nach gleicher 
Methode zu behandeln, was spiiterer Untersuchung vorbehalten bleiben mag. 


Mirz 1910. 
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Bemerkung zu meiner Notiz: ,,Zur geometrischen Deutung der 
Charakteristiken einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung mit zwei Verinderlichen“. 


Von 


C. CaraTutopvory in Breslau. 


In oben genannter Notiz*) hatte ich eine geometrische Deutung der 
Charakteristiken einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung ge- 
geben, die auf dualistischen Betrachtungen fuBt. Ganz kiirzlich habe ich 
zufillig beim Blattern in Goursats ,.Lecons sur l’intégration des équations 
aux dérivées partielles du premier ordre“**) konstatiert, daB der ganze 
Inhalt meiner Arbeit viele Jahre vorher von Herrn Darboux in seiner 
Abhandlung ,,Mémoire sur les solutions singulitres des équations aux 
dérivées partielles du 1% ordre“***) gegeben wurde. 

Ich beeile mich dies hiermit zu verdéffentlichen. 


*) Math. Ann. 59 (1904), S. 377. 

**) Paris Hermann 1891, 8. 181 u. ff. 
***) Mémoires présentés par divers savants i l’Académie des Sciences de l'Institut 
de France 37 (1880). 
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